24

Mef3bare Funktionen

bilden die Grundlage der Integrationstheorie.

Definition 24.1 :

Sei X eine beliebige Menge, Y ein topologischer Raum, \ ein Maf§ auf X.
f: X =Y heifit >-messbar, falls f~1(Q) A-messbar ist fiir alle offenen Q C Y.

Bemerkungen :

1) Sei ¥ :={ACY :f~1(A) ist A-messbar }.

Rechenregeln fiir Urbilder = ¢ C P(Y') ist eine o-Algebra, die per Definition
die offenen Mengen in Y umfaf}t.

Also : ’Borel—Mengen inY C 19‘

2) X Borel-Ma8} auf X (metr. Raum), f: X — Y stetig
— f ist A-messbar, denn f-Urbilder offener Mengen in Y sind offen in X.
(Analyse der Stetigkeitseigenschaften messbarer f = vgl. Satz 24.3)

3) Sei M C X. Dann gilt: (— Ubung !)

’XM : X - R MAmessbar <— M /\—messbar‘

0, ¢ M
we = {0 2E

4) Kriterium fiir reellwertige Abbildungen :

Sei A ein Maf} auf einer beliebigen Menge X und f : X — R. Dann gilt :
(=00, t]) oder f1([s,t]), s, t € Q < analog mit )

A-messbar <—
f { A-messbar fiir alle ¢ € @Q), offenen Intervallen
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denn aus dem System (—o0, t], t € Q, kann man alle offenen Mengen C R durch abzéhlbare
Schritte, Vereinigungen und Differenzen erzeugen. Entsprechendes gilt fiir das System
[s, +00), s € Q.

5) Es ist zweckméifig, auch Funktionen
f: X —R=][-00,00 = RU{& o0}

zu betrachten, d.h. f(z) € {£ oo} ist moglich.

Dabei wird R mit seiner natiirlichen Ordnung — oo < < oo, z € R, versehen und wir
sagen :

f_l({_oo})v f_l({+00})7 f_l(I) ([ offen C R)

f: X — Rist A-messbar <=
A-messbar.

Funktionen mit Werten in R treten z.B. als Limiten von Folgen f, : X — R auf.

Satz 24.1 : (Rechenregeln fiir messbare Funktionen)

Sei A Maf$ auf X.
(i) Sind f,g : X — R A-messbar, so auch f+ g, f - g, |f|, min{f, g}, max{f,g}.
Fiir g # 0 hat man A-Mefbarkeit von f/g.

(ii) Sei fr.: X — R eine Folge A-messbarer Funktionen.

Dann sind inf fi, sup fi, liminf fi, limsup fr A-messbar.
k k k—o0 k—o0

(iii) Seien Y, X topologische Riume, g : Y — Z stetig und f : X — Y A-messbar.
Dann ist go f : X — Z A-messbar.

(iv) f: X — R"™ \- messbar <= jede Komponente A\-messbar

Bemerkung :

In (i) darf man R als Bild nur dann zulassen, wenn keine Ausdriicke vom Typ
00 — 00, 0- 00 auftreten. f: X — Rund g: X — R ist fir f + g moglich.

Beweis :
(i) Esist fira € R

(*) (f—|—g)_1(—oo,a) = U (f_l(_ooar) ﬁg_l(—oo,s)),

r,s€EQ
r+s<a

woraus A-Mef3barkeit von f + g folgt.
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Beweis von (%) :

,,C” .
ze(f+g) 7 (~00a) = f(z)+g(z)<a
Setze € := a — (f(z) + g(z)) > 0 und wihle r,s € Q
mit f(z) <r < f(z)+5, g(x) <s<g(z)+35
= T € fﬁl(_oo7r)mgil(_ooax)
und
r4s < fl)+g(x)+3e = 3(a—(fx)+9(x)+ fz) +g(z)
= Fa+3(f(@)+g(@) <a
,,D“ .
Sei f(z) <7, g(z)<sfirr, seQ,r+s<a. Dann :
fx)+g(x)<r+s<a = z€(f+g) (—00,a).
Wir zeigen A-MefBbarkeit von f2:
a>0 = (fQ)_l(_Ooaa) = f_l(—OO, \/a) - f_l(_\/a7 OO)
N\ Ve
A-messbar
a<0 = () Y(~o00,a) = 0
Daraus folgt A-MeBbarkeit von f - g, denn
1
fra=5[f+9" = -4,
d.h. f - g ist Summe von Quadraten und damit messbar.
Rest von (i) : — Ubung!
Bemerkung :
ft o= x1(000)) ist A-messbar
== X o0 -

fiir A-messbare f, da f~!(...) A-messbar. Daraus folgt A-MeBbarkeit von

fl=f"+f , max{f,g} = (f —9)" + g min{f, g} =—(f—9)” +g.
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Weiter im Beweis von 24.1 :
(ii) Seien fp : X — R A-messbar

- (é?&f’f>_ ([_Oova)):plfil([—oo,a))

-1 0o
<sup fk) (=o0a) = A £ (=00

keN

= inf fg, sup fir sind A\-messbar

keN keN
(Diese Funktionen kénnen durchaus = —oo bzw. +o00 sein!)
GemaéB
liminf f = sup {inf fi},
k—o0 m>1 k>m
limsup fr, = inf {sup fi}
k—o0 mz1 g>m

folgend daraus die anderen Behauptungen von (ii).

Spezialfall :

flx) = klim fr(z) existiert fir x € X = f:X — R ist \-messbar.
—00

(i) (iv) — Ubung!

Satz 24.2 : Zerlegung messbarer Funktionen > 0

Sei A ein MafS auf der Menge X, f: X — [0, 00] sei A\-messbar.
Zu jeder Folge {ry}ren mit

oo
re >0, 1, —0, > rp=o00
k=1

gibt es eine Folge { Ay }ren A-messbarer Teilmengen von X mit

oo
f=> 71-xa,.| ¢ (punktweise Konvergenz!)
k=1

Spezialfall :  rp =1/k.

Beweis :

Sei r, = 1/k, die allgemeine Aussage folge genauso. Setze induktiv
A = {reX:f@) =1,

ko1
Ay = {zeX:f(@)> 1+ 2 sxa @)}, k>2
j=1
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1.) Es gilt:
Z 1
k
k=1

Falll:x¢ J A = f(@)>0=3 Lxa(2)
k=1 k=1

Fall 2 : x € A, fiir nur endlich viele k.

Sei ko :=max{k € N:z € A;}. Dann ist z € Ay,

Dot 1 ko—1 1 ko 1 00 1
L) 2 D0 e ) = 3 S (@) = 3 < xa (e,
° =1 j=1

Fall 3 : z € Ay, fiir eine Folge k,, "—» 0.
Zu jedem N € N gibt es ein k,, > N, also

wEAkm km—1

o) T S - 3 L, @)
N .
> ;% 4;()

Mit N — oo folgt die Behauptung aus 1.).
2.) Ist f(z) = oo, so folgt = € Ay fiir alle k, also

00 00 1
D@ =) =1
k=1 k=1

Im Fall f(x) < oo, gilt @ ¢ A, fiir unendlich viele n
(sonst Widerspruch zu 1.) und der Divergenz der harm. Reihe).

w\w

Fiir jedes solche n ist per Def. von A,

Zl

J

:\*—‘

Nach 1.) ist die linke Seite > 0, n — oo ergibt die Behauptung

Wir wissen : A\ Borel MaB auf R”, f : R* — RF stetig = f A-messbar.

Was kann man iiber die Stetigkeitseigenschaften messbarer Funktionen aussagen ?

Mefbare Funktionen lassen sich dem Mafe nach durch stetige Funktionen approrimieren bzw.
sind bereits grofitenteils stetig.
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Satz 24.3 : (von Lusin)

Sei A ein Borel-requlires Maf auf R™ und f : R" — RN A-messbar. Es sei A C R"
A-messbar mit \(A) < oo. Dann gibt es zu jedem € > 0 eine kompakte Menge
K =K. mit KC Aund \(A—K) <e, sodass f|: K — RN stetig ist.

(Das bedeutet nicht, dass f an jeder Stelle xo € K stetig ist, lediglich f|x hat diese
FEigenschaft.)

Bemerkung :

Allgemeine Versionen finden sich bei Federer, 2.3.5.

Beweis :

Fiir jedes ¢ € N zerlege den Bildraum in der Form
o0
RN = (] B
j=1

mit disjunkten Borel-Mengen B;; (d.h. By, N By, = 0 fiir ¢ # k),
wobei diam B;j < 1 (konkret: Wiirfelzerlegung von R™).
[Gemeinsame Seiten werden jeweils nur einem Wiirfel zugeschlagen!|

Die Mengen
Aij = f_l(BZ'j) NnNA

sind A-messbar und
A= 4y
j=1

fiir jedes ¢. Nach 23.4 (beachte A\(A) < o0) ist v := A| A ein Rodon-Maf, der Zusatz
zu 23.5 liefert kompakte Mengen K;; C A;; mit

I/(Az‘j — Kij) <eg- 27(i+j).

Es folgt :
A(A-j@lmj) — V(A—jﬁlmj>
_ y(jL:Jl(Aii—Ki<))
< i v(Ay — Ki;)

IN
™
o

J
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N 0o
Aus A(A) < oo und ngnwA(A - jL:Jl KJ) - A(A -U

K]>
folgt : I N(i) € N mit
N(5)
(+) /\<A— U K]) <2270,
=1
N
=:D;
Die Mengen D; sind kompakt. Fiir 7, j € N wihle b;; € B;; beliebig und setze
g; : D, — ]RN, gz(l') = bija falls x € Kzg

Da Kij, ..., K;n() paarweise disjunkt sind und somit (als kompakte Mengen) Ab-
stand > 0 haben, ist g; stetig. Auflerdem :

() (@) — gila)| <

1

oo
fir alle z € D;, da diam B;; < % Sei schliefllich K := () D;, dann gilt :
i=1
K C A ist kompakt, g; = f nach (%) und daher ist f|x stetig.
Auflerdem :
MA - K) = )\(A— ﬂpi) <Y MA-D)) < 2.
=1

=1

Korollar :

Sei A ein Borel-reguldres Mafl auf R", A C R™ sei A-messbar mit A\(A) < oo.
f:R™ — R sei A-messbar. Dann gibt es zu jedem € > 0 eine stetige Funktion

f=f.:R*— RN mit A ({z € A: f(z) # f(2)}) <e.

Beweis :

Wihle nach dem Satz K C A kompakt mit
MA—-K) <eund flg : K — RY stetig.
fli 148t sich zu einer stetigen Funktion f : R™ — R fortsetzen.
(nicht trivial, benutzt das ,,Lemma von der Zerlegung der Eins” — [“Jbung!)

genauer : Ist K C R™ kompakt und ¢ : K — RY stetig, so gibt es eine
stetige Fortsetzung g : R® — RY.

Gemi {z € A: f(x)# f(r)} CA— K folgt die Behauptung.
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Definition 24.2 :

Sei A ein Maf$ auf der Menge X, A C X. Fine Figenschaft gilt A-fast iiberall auf
A (\-f.i.), wenn sie bis auf eine A-Nullmenge A, C A richtig ist.

Beispiele :

1) f=xRr-q ist L1-fi. =1, denn f(z) =1 <= z € Q und Q ist £-Nullmenge.

2.) Sei A ein Mafl auf X,Y ein topologischer Raum und f : X — Y sei A-messbar. Ist
g: X — Y M. gleich f, also A({z € X : f(z) # g(z)}) = 0, so ist g A-messbar.

Beweis : — Ubung!

Der folgende Satz zeigt : punktweise Konvergenz liefert glm. Konvergenz
abgesehen von ,,kleinen” Restmengen.

Satz 24.4 : (von Egoroff)

Sei A ein Maf$ auf der Menge X, die fr : X — RN seien A-messbar. A C X sei
A-messbar mit \N(A) < oo, und es gelte fr, —> g A\-f.i. auf A. Dann gibt es zu jedem
e > 0 eine A-messbare Menge B C A mit

MA—-B)<e wund fr=2g (gleichmifsig!) auf B.

Beweis :
Sei Cjj:= kU{x Cfr(z) — g(z)] > 274,
=j
Dann gilt C; 41 C C;; und somit (wegen A(A) < c0)

lim A(4NCi5) = A(4n ﬁ Cis)
j=1

j—)OO
fiir jedes i € N.

Seiz € AN () Cj ;. Dann heiit z € ANC;; :
j=1

Jky > 1 mit |fr, () — g(z)] > 27
AuBerdem gehort x auch zu AN Cj gy 41, d.h.

ko > ki + 1 mit | fr,(z) — g(x)| > 27¢, usw.
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Man gewinnt eine Teilfolge { f%,(z)}, k‘g ¥ 0o, mit der Eigenschaft

| fr () — g(2)] > 27" V¢, d.h. fiu(x) A g(z) bei m — oco.

Die Menge der Punkte x aus A, bei denen keine Konvergenz gegen g(x) vorliegt,
haben nach Vor. A-Ma#f 0, also

lim A(ANC;;) =0 Vi.

j—)OO

Sei € > 0 gegeben. Zu jedem i € N wihle man N (i) mit
)\(A N Cl,N(l)) <é€- 2_i

und setze

B:=A- UqN(z — AMA-B) Z (AN Cingy
=1 i=1

Es gilt

() |fm(@) —g(z) <27

fiir alle z € B und alle m > N (i), also f,, =% ¢g auf B.

Wiére namlich fiir ein z € B und ein m > N (i)

| () = g()| > 277,

so hétte man x € C; @), was BN C; n(y = ) widerspricht.

Definition 24.3 : Konvergenz dem Mafle nach

Sei X ein Maf$ auf X, fr,f : X — R"™ seien A-messbar. Sei A C X A-messbar.
{fx} konvergiert dem Mafle nach auf A gegen f , wenn :

kli_}m A({zeA:|fulx)— f(x)|>e})=0 firallee>0.

Korollar: (zu Egoroff)

Sei A ein Mafl auf X, A C X messbar mit A\(A) < oo, und des gelte fr, — f f.ii. auf
A fiir die A-messbaren Funktionen fi, f. Dann gilt :

fr — f auf A dem Mafle nach.

Hierbei sind fj, f R"-wertig.
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Beweis :

Sei fiir gegebenes € > 0
Ey(e) :i={z e A: |fu(z) — f(z)] = &}
Zu zeigen :  lim A(Eg(e)) = 0.
k—o00

Sei 0 < e. Nach Egoroff gibt es E C A messbar mit A\(E) < 6 und fr = f auf A— F.
Es gibt also k() mit

[fe(x) = f(z)| <0
fir alle v € A — E, k > k(). Daraus folgt
Ek(&‘) cCFE

gemif § < €.
Also :

AERE) <6 YE > k(6),
d.h.
lim A(Ey(e)) = 0.

0

Man kann das Korollar teilweise umkehren, d.h. punktweise Konvergenz A-f.ii. auf A ist nur
etwas stérker als nur Konvergenz dem Mafle nach.

Satz 24.5 : (von Riesz)
Sei A ein Maf$ auf X, A C X sei A-messbar. fr, f: A — R" seien \-messbar mit

fi = f dem Mafe nach auf A. Dann g¢ibt es eine Teilfolge, die A-f.i. auf A gegen f
konvergiert.

Bemerkung :

Die Folge selbst muf3 nicht \-f.ii. auf A gegen f konvergieren.

Beweis :

vgl. H.Bauer, Wahrscheinlichkeitstheorie und Grundziige der Mafltheorie.
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Definition 24.4 :  (noch eine Aussage tber die Struktur messbarer Funktionen)

Sei X eine Menge. f: X — R" heifsit eine einfache Funktion,
wenn f nur endlich viele verschiedene Werte annimmt.
Mit Bildf ={ay,...,an} und A :={x: f(z) = ap} gilt :

N
f=> arxa
k=1

Satz 24.6 :

Sei A ein MafS auf der Menge X und f : X — [—o00,00] sei A-messbar. Dann gibt
es eine Folge {fr} von reellwertigen A-messbaren Funktionen fi : X — R
mit folgenden Eigenschaften :

e fi. ist einfach

o |fl < |fr+1l
. kli_}nl fr(x) = f(z) fir allex € X.

Ist f beschrdnkt, so gilt : f = f auf X.
Ist f>0,s0qilt :0< f1 < fo<...<fi < f.

Beweisskizze :

Sei f>0.Firne Nund 1 <k <2"-n sei

Apr = {xeX:%S <2n}
B, = {ze€X: f(z)>n}.
Die Mengen A,, ., By, sind A\-messbar
K1
= fulz) = ; on XA, k(T) +nxB,(T)

ist A-messbare, einfache Funktion > 0.
Es gilt:
(1) fa(z) <n Ve X,
denn ist f(z) > n, so folgt « ¢ A, fir k =1,...,n2",
so dass fn(z) =n-xp,(r) =n.
Ist hingegen f(z) < n, so folgt

n2"

Jj—1
Z on XATLk ): omn ’

1

k=
wenn 2 l<f( )<271 fir ein j € {1,...,n-2"}.

Offenbar ist aber Z 27 < n.
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Auflerdem gilt :

(2)

und

(3)

frn < fat1 < f (Monotonie)

[f(2) = ful(@)| < 35 Va & By

zu (2) :

fn < f wurde unter (1) schon erledigt, die Ungleichung f,(z) < fn41(2)
rechnet man mit Fallunterscheidung nach.

Ist x ¢ B,, also f(z) <mn, so gilt :

k—1 k
f(z) e [QT’ 27) fiir genau ein k € {1,...,n-2"}
und somit
k—1
fu(z) = on

Das bedeutet
0< f(z)— folz) <2™™ Va¢ B,.

Ist also f(x) = oo, so folgt f,(x) = n fiir alle n, mithin f,(z) — f(z).
Fir f(z) < oo ist x ¢ By, fir n > n, > f(z), also gilt nach (3) ebenfalls

fu(@) = f(2).
Sei f beschrénkt, also f(z) < c. Gemé$ (3) gilt wieder

0< f(z) = folz) <27 Vn>ne>ec
Daher :

a2 T

Hat f beliebiges Vorzeichen, so zerlegt man f = f* — f~ und benutzt den
ersten Beweisteil fiir f*.
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