25

(Lebesgue - ) Integration

ist ein allgemeines Konzept zur Definition von [ fdA, wenn A ein Maf auf X ist und f eine
A-messbare Funktion X — R. Als ,,Spezialfille” bekommen wir

° f;f(t) dt fur Regelfunktionen f: [a,b] — R

e Volumenintegrale [ f(z1,...,2z,)dL"(21,...,2y,) {iber Mengen Q@ C R™ sowie Verfahren
Q
zur Berechnung.

e unendliche (Zahlen-) Reihen als Integrale bzgl. spezieller Mafe.

Definition 25.1 :

(a) Sei A ein Maf$ auf X. Fine Funktion f: X — R heifit A-Treppenktion,
falls Bild f abz&dhlbar und f bzgl. des Mafles A messbar ist.

(b) Sei g > 0 \-Treppenfunktion. Man setzt :

[gdh:= > y- Mg *({y}))| mit der Vereinbarung 0 - co = 0.
y€[0,00)

[ gd\ €[0,00] heifit A-Integral von g, andere Schreibweisen
(mit Angabe der Integrationsvariable) : [ g(x)d\(z), [ g(y)dA(y), ete.

Bemerkungen :

(1) Da g~ '({y}) nur fiir hochstens abzihlbar viele y > 0 nicht-leer ist, macht die Summe Sinn
in [0, o0].

(2) Es sei ausdriicklich betont, dass A-Treppenfunktionen nur reelle Werte annehmen diirfen
(Funktionen X — R werden wir spéter betrachten). Der Grund hierfiir ist, dass man
Treppenfunktionen addieren will, ohne auf Terme der Form co — co zu kommen.

(3) Die Konvention ,,0 - oo = 0” 148t sich so erkléren :
ist g = 0 auf einer Menge mit A- Mafl co, so liefert dies anschaulich keinen Beitrag zum
Integral.
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(4) Beispiele :
a) Sei {ay,} eine Folge in [0, 00). Setze
g:N—[0,00), g(n):=an

(das war ja unsere urspriingliche Def. von Folgen!) und

A=34, 5n(A)::{ (1) Zéﬁ } ACN.

n=1

Dann ist A ein Maf auf N mit (beachte : g Treppenfunktion!)

[oar- Sy bl gl Zg =3 = 1%a,

n=1y>0 n

Also kann man die Theorie der Reihen mit Gliedern > 0 als Spezialfall wiedererkennen.

b) f = xq ist £L}-Treppenfunktion mit [ fdL! = 0! (xq ist nicht Riemann integrierbar)
Definition 25.2 : Integral von Treppenfunktion mit beliebigem Vorzeichen
Sei g: X — R eine A-Treppenfunktion mit
() /g+d/\<oo oder /gd)\<oo7

wobei g7 :=max{0,g}, g~ := —min{0,g}, also g=g" —g~.

Das A-Integral von g ist [gdX:= [gTd\ — [g~ dA.

Im Fall (%) nennen wir g A-integrierbar.

Bemerkungen :

b

(1) Aus (x) folgt, dass ,,00 — oo ” nicht eintritt.

(2) g Mintegriethar = [gd\= Y y-Ag '({y}) € R
yeR

(3) g A-Treppenfunktion = g¢*, g~ A\-Treppenfunktionen.

Der folgende Satz ist —  Ubung!
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Satz 25.1 :

Seien f, g : X — R A-Treppenfunktionen und v € R. Dann ist v - f + g A-
Treppenfunktion. Sind f, g A-integrierbar, so auch r - f + g mit

Jr-f+g)dh=r-[fdr+ [gd\]|,

! vorausgesetzt die rechte Seite ist kein unbestimmter Ausdruck !

Insbesondere folgt A-Integrierbarkeit von r - f + g im Fall [ fdX, [gd\ € R.

O

Wir definieren jetzt das A-Integral allgemeiner Funktionen durch Approximation mit Treppen-
funktionen.

Definition 25.3 :  A-Integral (von messbaren Funktionen)

Sei X ein Maf auf der Menge X und f: X — [—00, 00| A-messbar.

(i) Das A-Oberintegral von f ist definiert durch

; s . g ist XA-integrierbare Treppenfunktion : X — R
[ fdx:= 1nf{fgd)\ D mitg > f A
Ist f = oo auf einer Menge mit positivem Maj$, so gibt es keine
A-Treppenfunktion g mit g > f f.1.
Dann sei [ fdX\ =400 (inf{...} =0)
(i) Das A-Unterintegral von f ist erklirt durch

L . h ist A-integrierbare Treppenfunktion : X — R
[fdAﬁ-mm{fhdA.thng¢d }-

Man setzt : [ fd\:= —oo , falls sup{...} = 0.

(iii) f heifit A-integrierbar <= [ fd\= [ fdX in R.

Den gemeinsamen Wert von Ober- und Unterintegral bezeichnet man dann mit

/fdx

Achtung :
[ fdX ist nicht notwendig eine reelle Zahl, es ist durchaus [ fd\ = £oo
mdglich. Manche Biicher benutzen integrierbar nur im Fall [ f d\ € R.

(iv) Ist f A-integrierbar und [ fd\ € R, so nennen wir f A-summierbar.
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*
Satz 25.2 : Eigenschaften von [ und [
*

Sei X ein Maf auf X, f, g: X — R seien A-messbar.
(fiir Treppenfunktionen sind [ und [ gleich dem Integrtal aus Def.25.1)

(0) f:X — R A-integrierbare Treppenfunktion = [ f d\ = ]:fd)\
(fiir Treppenfunktionen sind [ undf* gleich dem Integral aus Def.25.1)
(1) f<g M\fii. = ]ifd)\ < f*gd)\ (analog fiir )
= (2) f >0 X-fi. :>f*fd)\20, [fdx>0
(3) ffdA<oo :>ff+d)\<oo und f(x) < oo fiir \-f.a. v € X

(4) fir0 < c< oo istf*(af)d)\:c]ifd)\

(Ubung!) — (5) [ fdA+ [gdX < oo “L™ [(f+g)dN < [ fdr+ [ gdA

(6) [ fd\=— f(—f) d\ (dadurch braucht man vieles nur fiir [ zu beweisen)
(7) ffd)\ﬁjfd)\.

Beweis :

(6) [fdx = sup{[hd\:...h <[ Miii}

= sup{— [(=h)d\:...—h>—f..}

= —inf{[(=h)d\:...—h>—f...}

= —inf{[ gdX\: g ist M-integrierbare T.F. mit — f < g f.ii.}
= —jCnar

(0) Sei h eine A-T.F. mit h > f A-f.ii. Angenommen [ hdX < [ fdX (Integral nach Def. 25.2).
Dann ist f — h A-integrierbare T.F. mit

/(f—h)dASQ:S'l/fd/\—/hd)\>O.

Geméafl f — h <0 AL, ist aber trivialerweise

/(f—h)dADef':%‘Q/(f—h)+d)\—/(f—h)_d)\<O,

=0 =0
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also folgt
[hd\ > [ fd)\ dh. (nach Ubergang zu inf bzgl. h)

*

[fax > [fdx

Dass [ fd\ > [ fd\ ist, folgt aber trivialerweise, da ja f selbst A- T.F.
Analog fiir [ fdA.
{h : h A-Treppenfunktion > g A-f.ii. } C {h:h AT.F. > f i}

— inf{[hd\:...h>g..}>f{[hd\:...h>f...}.

— [gd\> [ fd\ (entsprechend fiir [ )

*

*

der 1% Teil von (2) folgt aus (1) wegen [0dA =0, wenn man in (1) g=0 wéhlt.

fiir das Unterintegral : zz.: f>0 = [f>0

Sei h A-integrierbare T.F. mit h < f f. ii., d.h. speziell : [ ATdX — [ h™dA\ ist definiert.
Wegen f > 0 ist h™ dann A-integrierbare T.F. mit h™ < f.

Aus [ hTd\ >0 (Def. 25.1) folgt :

Sup{/pd)\ : p Adintegrierbare T.F. < f A-f.ii.} > 0, also /fd)\ > 0.

Sei [ fd\<oo = 3 Aintegrierbare T.F. g > f A-f.ii. mit

/gd)\ < 00, speziell /g+ d\ < oo.
g ist A-T.F. = g* ist A-T.F. = g7 ist reellwertig, also g(z) < .
f(z) < gt (z) Mf.ii. liefert dann

Az F(x) = 00}) = 0.

Da gt > f* gilt (und gt M-integrierbere T.F. ist), folgt :
/f+d)\ < /g+d)\ < 00.
Rest des Satzes — Ubung
[(ef)dh = nf{[hd\:...h>cf.. ML}

= inf{c- [R2dr:. 2> fo M i)

= inf{c- [gd\:...g>f... X LiL.}

= c-f*fd)\.
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(5) — Ubung! (Hinweis: indirekt, benutze (3) )
(7) Seien h T.F. < fund g T.F. > f.
QW han < [gdn

nun bilde sup (inf) bzgl. h (g).

Satz 25.3 : Kriterien fiir Integrierbarkeit

Sei X ein Maf auf X, f: X — R sei A-messbar.

(1) f>0 A-fi. = [ ist integrierbar mit [ fd\ € [0, o0]
(2) f integrierbar —> c- f integrierbar fir jedes ¢ € R mit
/(c - f)dA = c/fd)\ (Konvention : 0 - (£o0) = 0)

(3) Sind f und g M-integrierbar und ist [ f d\+ [ gdX kein undefinierter Ausdruck,
so folgt A-Integrierbarkeit von f + g mit

/(f+g)d)\:/fd)\+/gd/\.

Speziell : ’f, g summierbar =  f+ g summierbar| !

(4) Sind f, g A-integrierbar mit f < g A-f.4., so ist
/fd)\ < /gd)\. (Monotonie)
(5) f A-integrierbar <= f1 oder f~ A-summierbar.

Dann : /fdA:/ﬁdA—/fdA.

(6) f A-integrierbar =  es gilt die Abschditzung

[ rax < [1nan

(7) f A-summierbar <= |f| A\-summierbar.

(8) f =g A-fii., [ integrierbar <= g integrierbar, und die Integrale sind ,,=".
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Beweis :
(1) Fall 1 :
Sei A (f~1{o0}) > 0. Setze b :=n - X f-1{c0}-
hist XT.F. mit h < f
— n - A(fHoo}) < /tfd)\, also /fd)\ = oo fiir n — 0.
Aus 25.2 (7) folgt [ fd)\ = oo, so dass [ fd\ = oco.

Fall 2 :
Sei A (f~'{oc}) = 0. Fiir ¢t > 1 zerlegen wir disjunkt

{z: f(z) >O}—U{x t" < flx) < "1}

neZ =A,

und setzen g : X — [0, 00)
{ t" , xe€ A, flireinn e

x) =
9() 0 , sonst

Da f A-f.i. endlich ist, ist ¢ - g eine A-Treppenfunktion > f A-f.ii., d.h. :
/fdAg/t-gd)\ Satz:%'lt-/gd)\gt-/fd)\, denn g ist \-T.F. < f.

Im Fall [ fd\ = oo sind wir fertig (Satz 25.2 (7)).
Ist [ fd\ < oo, so geht man zur Grenze ¢ | 1
= [ fdX < [ fd), also folgt die Behauptung.

(2) folgt aus Satz 25.2(4) (Homogenitdt des Oberintegrals fiir Faktoren > 0 bzw. der

entsprechenden Relation fiir [, die man aus Satz 25.2 (6) bekommt).

(3) Seien f, g A-summierbar, also [ fd\, [gdX € R.

Satz 25.2(5) — [ fdA+ [gdA> [(f+g)dA

Also : Jfdx+ [gdX> [(f+g)dX
(daf*:ffﬁrf,gund]i(f—i—g > [(f+g9)dN)
Satz 25.2(6) — [(f+g)dA = —[—(f+g)d

*

S (f(—f) ar+ f"(—g) dA)

2 [ fdh+ [gd,

—
~
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denn mit f, g sind auch —f, —g A\-summierbar, so dass (x) gilt. Zusammen folgt

/(f+g)d)\:/fd)\+/gd/\.

Die Fille [ fd\, [ gd\ € {£ oo} diskutiert man analog. (Rest — Ubung !)
(4) Sei [gdA < o0
25.2(3) . ;
=" g(x) < oo fii., also f(z) < g(z) < oo Af.ii.
= g — f ist definiert und > 0 A-f.ii.
HON g — f ist A-integrierbar mit [(g — f)dA >0
2 [ — g ist Md-integrierbar mit [(f — g)dX < 0.

Jgd\+ [(f — g) dX ist kein unbestimmter Ausdruck, daher gilt nach (3) :
/gdA+/(f—g)d>\:/fd>\ — /gd)\z/fdA.
<0

Im Fall [ gdX\ = oo ist nichts zu zeigen.

() ,="":
Sei f A-integrierbar, also [ fd\ = f*fd)\.
Fall 1: [ fd\— ] fdA <
Satz 25.2 (3) = f*f+d)\ < 0o
Satz 25.3 (1) —> [ f+d\ = [ f+d\
Also ist fT A-summierbar.
Fall 2: [ fd\ > —c0
analog : f~ ist A-summierbar.

Da einer der beiden Fille offensichtlich eintreten muf, folgt ,,=—".

: ” .
kRl .

Sei fT oder f~ A-summierbar

— [ fTd\— [ f~d\ ist kein ungestimmter Ausdruck

Q f=f*— f ist Mintegrierbar mit

/fd)\:/f+d)\—/f_d)\
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(6) |fl, f*, f~ sind nach (1) A-integrierbar, aus (3) folgt

[istar= [+ yan= [rras [5-an

Ist [|f|]d\ < oo, so auch [ frdA\, [ f~dA.
Aus f <[], ~|f] < f folgt mit (4)

/|f|d)\§/fd)\§/|f|d>\v

also die Abschitzung (6). Fiir [ |f|d\ = oo gilt sie trivialerweise.

Ist schlieBlich f summierbar, so folgt aus dem Beweis von (5), dass dann f* summierbar
sein miissen. Die Gleichung aus (6)

/|f|d)\:/f+d>\+/f‘d)\

liefert Summierbarkeit von |f|.

Satz 25.4 :

1) Sei X ein Maf auf X. Fiir \-messbare Mengen A C X gilt :
MA) = [ xad.
2) Sei [a,b] ein kompaktes Intervall in R. Dann gilt :

(i) Regelfunktionen f € R([a,b]) sind L*-messbar
(i) Xap) - f st L -integrierbar mit

b
I Xjap fd Lt = [ f(z)dz.

Bemerkung zu 2) :

Rechts in (ii) steht das bekannte Integral von Regelfunktionen. Die Aussage von (ii)
ist daher, dass das Integral von Regelfunktionen nichts anderes ist als das Integral
bzgl. des eindim. Lebesgue-Mafles auf R. Ist also f geniigend gut, so kénnen wir
umgekehrt zur Bestimmung von [ x(, 5 f dL! alle Regeln fiir ff f(z) dx benutzen.

Es gibt durchaus Funktionen, die nicht zur Klasse der Regelfunktionen
gehoren, die aber bzgl. £! integrierbar sind.
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Beispiel :

Sei f:[0,1] — R, f(:v):{ ‘1) zgg‘q@

Dann :

1
/ f(z) dz nicht definiert,

aber

*

/ Yo fdLh = 0= / Yo f dL?,

*

da f=0 LMl auf [0,1].

Notation :

A C X A-messbar, f: A — R Amessbar. (<= xa f: X — R A\-messbar)
LA
bzgl. A

Dann :

Jfdx:= [xafd\| (sofern das Integral rechts existiert).
A

Beweis von 25.4 :

1) — Ubung!
2) Sei f € R ([a,b]). Approximationssatz aus §12

= Jfn:la,b) — R mit ||fr — flleeo — 0,

wobei f,, Treppenfunktion bzgl. einer endlichen Zerlegung von [a, b] ist.
—  f, ist £'-Treppenfunktion.
Somit ist f insbesondere punktweise Limes der £'-messbaren f,,, also £!-messbar.

Nun benutze 12.7 :  zu jedem € > 0 gibt es é > 0 mit

b n
| f@) =3 e - mo)| <= ()
a k=1

fiir jede Zerlegung a = v, < ... < z, = b der Feinheit < § und beliebiger Wahl von
Stiitzstellen zy € [zp_1, Tk
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Wiéhle zi, so, dass f(zx) = sup{f(z) : x € [xp_1, 2]} und setze

f(zk)  x € (zp—1,28)
o(x) := < beliebig , x € {xo,...,xn}

0 , sonst

= > f L-fil auf [a,b]; ¢ L'-Treppenfunktion

*

= (1) I Xap fAL < [@dLh = 57 fzr)(2k — zr—1)
k=1
Dann wihle Z; mit f(Z;) = inf{f(x) : € [xx_1, %]} und bilde @(z) wie oben.
= (2) [ Xiap fALY > kzlf<2k)($k — Tp—1)
Nun Gilt :

0< -/

AN
M=

f@w@k—MA)—'é;ﬂ%XM—mmﬂ

e
Il
—_

|
NgE

f@%m—xhn—ﬁfwdt+tﬁﬂwﬁ—é;ﬂ@m%—mA>

>
Il
—_

2e

= [ =[= [ Xy fdc
1,2 b 1 b
=" [Jf(t) dt —e < [ Xjqp fAL < [ f(t) dt + ¢

— [ Xap fAL = [P f(t) dt

Wir diskutieren jetzt Konvergenzsitze fiir Folgen vom Typ [ f, d\, bei denen f, — f in

einem gewissen Sinn gilt.

Satz 25.5 : Lemma von Fatou

Sei X ein Maf$ auf X und fr, : X — [0,00] eine Folge nicht-negativer A\-messbarer
Funktionen. Dann gilt :

o < Timi ‘
/ <11]§I_1}£ffk> dX\ < hkrgg.}fffkd)\

Verallgemeinerung : (ohne Vorzeichen)

fr > g AL mit g A-summierbar
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Beweis :
f = lign inf fi ist A-messbare Funktion > 0, d.h. alle auftretenden Integrale sind
—00

definiert in [0, 0o]. Sei g eine A-Treppenfunktion mit 0 < g < f A-f.ii., also

o
g= Z ajX4a;, aj >0, Aj A-messbar, paarweise disjunkt.
j=1
Man setzt fir 0 <t <1, € N, ke N
Bk :=A;n{z: fo(x) > ta; YVI>Ek}.
Es gilt :

(1) 4= U Bjr,
k=1

denn fiir z € A; ist offenbar f(x) = likrggf fru(x) > g(x) = a; > ta;.
Gébe es kein k& > 1 mit o € B}, so konnte man zu jedem k ein £ > k finden mit
fe(z) < taj, d.h. ligiglf fe(x) < taj. Deshalb gilt (1).
Offenbar gilt auch :
(2) Bjr CBjry1 (CAj).

N
GeméB fr > > fixa; VN folgt (bei festem N)
j=1

N N
o[ fedh = 3 [xafedh <[ frdX
J=1A; j=1
Bj,kCA] N Def.BJ k N
= [fedx = X [ fudh =t 3 a;N(Bjg)
J=1Bj,k j=1

W@ . il
= liminf [ frd\ > t- > aj A(4;) ,
k—o0 j=1
denn \(Bj 1) hooe A(Aj). Diese Abschétzung gilt fiir alle N € N, N — oo ergibt :
lim inf > t- .
im in [ fedh > t-[gdX
Mit ¢ 1 ergibt sich
dX\ < liminf dA
JgdA <liminf [ f
fiir jede A-Treppenfunktion 0 < g < f. Also
dX < liminf dA
*f fd\ <liminf [ fi. dA,

d.h. wir haben die Behauptung gem#i [ fd\ = [ fd\, vgl. Satz 25.3 (1).
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Satz 25.6 : (monotone Konvergenz)

Sei {fr}, fr : X — [0,00], eine monoton wachsende Folge nicht-negativer
A-messbarer Funktionen. Dann gilt :

J Jim fiedA = lim [ fi-dA

Bemerkungen :
1) f(z) = lim fi(z) ist wegen der Monotonie punktweise erklért, > 0 und messbar
—00
— [ f d\ existiert in [0, 00].

2) entsprechend :  fi > ¢ mit g A-summierbar.

Beweis :
FirjeNist f; < f
— ffj dN < ffd)\

Fatou
— limsup [ f;dN < [fdx < liminf [ f;d),
J—00

Jj—o0

also existiert lim [ f; d\ mit Wert [ fdA.
J—00

Korollar: (durch Anwenden auf Partialsummen)

Sei fr : X — [0, 00] A-messbar. Dann gilt :

S [rar=[(Xa) o
k=1 k=1
p'Awi(I;ime]S

speziell ist Y fr A-summierbar, wenn Y ([ fxd\) < oco.
k=1 k=1
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Satz 25.7 : (Satz von Lebesgue iiber dominierte Konvergenz)

Sei g : X — R A-summierbar, also [|g|dX\ < oo (Satz 25.3 (7)).
fr, f seien A-messbare Funktionen X — R mit |fi| < |g| und fr — f \-f.ii.

Dann gilt :

klgrolo/yfk—fydA:o <:>kli_>r{)10/fkd)\:/fd/\>

speziell ist

f A-summierbar.

Bemerkung:

Man nennt g aus offensichtlichen Griinden eine summierbare Majorante.

Beweis :
| fil < gl

Satz 253 (4)/|fk|d)\§/|g|d)\<oo und (Fatou) /]f|dA§liI§ninf/|fk|dAS/|9|d)‘
—00

Alle auftretenden Funktionen sind A-summierbar.
Sei ¢ :=2-|g| — | fx — f] > 0 M.
Fatou .. .
| f > (1 f =[2 .
— limin Jord\> [ imin opd\ = [2]g|dA
= 0 < liminf [ (¢ —2]g]) dX
k—o0
= liminf [ (=|fx = f]) dX
= —limsup [ |fr — f]dA

k—o0

= limsup [ |fx — fldA < 0,
k—o0

d.h.
[1fx = fldx — 0.

Die 2% Behauptung folgt aus

S.25.3 (6)
[ fed)— [ FaN =|[(fs— F)dN < [|fx— fldA
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Als — Ubung iiberlege man sich folgende

Variante der dom. Konvergenz:

g, gk : X — [0, 00] seien A\-summierbar; fi, f : X — R seien A\-messbar, und es
gelte :

.. k—oo
|frl < gks fro = f, g — g £.i. und /gkd)\ =3 /gd)v

Dann gilt :

/\fk—f\d)\kﬂfo.

Zum Abschlufl fragen wir :

Welche Konvergenz f, — f folgt aus [|fx — f|d\ — 07

Satz 25.8 :

Seien fr, [ A-summierbar mit klim [ 1f = fld\ = 0. Dann gilt f — f dem Mape
— 00
nach, eine Teilfolge {f,,} konvergiert daher punktweise \-f.i. gegen f.

[Die Folge selbst mufl nicht f.ii. punktweise konvergent sein!]

Beweis :

Die letzte Aussage folgt aus der ersten mit dem Satz v. Riesz.

Setze Ex(6) :={x: |fr(x) — f(x)] >0}, ke N, § > 0.

Zu gegebenem § > 0 und € > 0 wdihle ko mit [ |fr — f|d\ < &€ fiir alle k > k.
Fiir k > ko folgt

LSA(BL(0))) < &

MEK(3)) = i)

|

U plans g [ flarse

d.h.

Vh>ke: AMERO)<e = lim A(ER(5)) =0.

k—o00

15
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Produkt-Mafle / Satz Von Fubini

Motivation :

Volumen eines Kérpers A in R" = L™"(A) = [ xad L™

Berechnen kénnen wir aber nur fab f(z)dz. D.h.: Welcher Zusammenhang be-
steht zwischen [ f(zq,...,2,)dL"(x) und den iterierten Mehrfachintegralen
S () f(z1 .. an)dzy) .. ) dzy,, wo sukzessive ausintegriert wird?

Definition 25.4 : Produktmaf}

Seien X\ und p Mafle auf X bzw. Y. Das Produktmaf A x p ist ein Maff auf X XY,
das durch

i=1 i=1
mit beliebigen Mengen A; C X, B;CY}, CC X xY

festgelegt wird. Dabei vereinbart man fiir die Summanden 0 - oo = 0,

wenn A(A;) :{ go und  p(B;) :{ 20

Satz 25.9 :

A X p ist ein MafS auf X X Y.
Beweis : — Ubung ! (vgl. die Uberlegung fiir £7)

Aus der Definition folgt sofort

(A% p)(Ax B) < MA)p(B)| (%)

fir alle A C X, B CY, und man kann zeigen :
A X p ist das Supremum aller Mafle g auf X X Y mit (x).

2

In (%) gilt i.a. ,,<”, wir geben gleich Bedingungen fiir A, p, A, B, wann ,,=" eintritt.

Satz 25.10 :

Fiir das Lebesque-Mafl auf R"™™ = R™ x R™ gilt

Lrm = s cm].

16
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Korollar :

AR ist L =L x ... x LL .
—_———

n—mal

Bemerkung:

Das n-fache Produkt A\; x ... x A, von Maflen \; auf X; wird induktiv erklart. Man
iiberlegt sich leicht, dass diese Bildung assoziativ ist, d.h. man braucht keine Klam-
mern setzen!

Beweis von Satz 25.10 :

Es ist zunéchst
(1) LrxLm< Lntm,
denn: VC cR*M™

Lrrm(C) = inf { Y LQ;) 1 Qi = Q(”) X Ql(m) CR"™™ mit |J Q; D C}
i=1 i=1

)

— inf{ 2&(@5’“) LMy
> inf {3 L"(4;) - L™(B;) : 4; CR™, B; C R™ mit |J(A; x B;) D C}
i=1 i=1
(da rechts von “>” das inf iiber eine gréfiere Menge von Zahlen gebildet wird).

Man beachte weiter die Giiltigkeit von
(2) L"T™(Ax B)<L"(A)-L™(B), VACR", BCR™.

Mit anderen Worten : Das Mafi £"™ hat die Eigenschaft (). L™ x £™ ist aber das
groBte Maf dieser Art, d.h. £ < £" x £™. Mit (1) folgt die Behauptung.

ad (2):SeiAC UQ;,BCc U Qj mit Quadern @Q; C R", Qj C R™, wobei
i=1 j=1

S LYQ;) <e+LMA), S L™Q;) < e+ L™(B) mit gegebenem ¢ > 0.
i=1 j=1

oo 00 ~
Esist Ax BC | U Qi x @y, also :
i=1j=1

8

13

LA E) < 53 LMQIEM@) = (X £7(Q0) - (£ £7(Q)

1 1
A)- L™(B) + ¢[L™(A) + L™(B)] + 2.

< L

<.
Il

<
Il

—

Da man O.E. £L"(A), £L™(B) < oo annehmen darf, folgt (2) mit € | 0.
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Bemerkung:

Alternativ kann man zeigen, dass £™ x L™ die Voraussetzungen des Eindeutigkeits-
satzes fiir das Mafl £ auf R erfiillt, also = L™ sein muss.

Die Volumenberechnung durch Schnitte bzw. die Berechnung von Integralen durch iterierte Mehr-
fachintegrale geht nun mit folgendem Satz.

Satz 25.11 : (Satz von Fubini)

Seien X\ und p Mafe auf X bzw. Y. Dann gilt :

()
(i)

(iii)

(i)

AX p ist ein reguldres MaB, d.h. zu C C X XY existiert eine A X p-messbare,
maflgleiche Obermenge C. Dies gilt auch wenn X, p selbst nicht regulir sind.

A C X A-messbar, B CY p-messbar = A x B ist A X p-messbar mit
(A% p)(Ax B) = AA)p(B)

(macht den Beweis des vorigen Satzes komplett).
Sei S C X xY o-endlich bzgl. A X p, d.h. es gibt A X p-messbare Mengen
Sy mit (A x p)(Sg) < oo und S = |J Sg. Dann gilt :
k=1

Die Schnitte

Sy = {zeX:(r,y)eS}CX, yey,

Sy = {yeY:(x,y)eS}CY, ze€X,
sind - bzw. p-messbar fir p-f.a. y bzw. A-f.a. x.
Die Funktion y — A(S,) ist p-integrierbar,

die Funktion x — p(S;) ist A-integrierbar mit

(A x p)(S) = [ p(Sz) dX(x) = [ A(Sy) dp(y).-
X Y

Man erhilt also das Volumen von S bzgl. des Produktmajes A x p durch Aufin-
tegration der Schnittflichen, wobei es keine Rolle spielt, bzgl. welcher Richtung
man die Schnitte bildet.

Ist f : X xY — R integrierbar bzgl. X\ x p, und ist {(z,y) : f(z,y) # 0}
o-endlich bzgl. A X p (2.B. wenn f summierbar), so gilt

y+— [ f(z,y) d\(x) ist p-integrierbar,
X

x> [ f(z,y)dp(y) ist A-integrierbar,
e

mit
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[ f@y)dXixp)z,y) = [
XxY X
S

,,schrittweise Integration”

Beweis :

— Literatur, z.B.: Federer, 2.6.2, p.115f.

Bemerkungen und Beispiele :

(1) ,,0-Endlichkeit” in (iii), (iv) ist notig, sonst gelten die beiden Formeln nicht :
X=Y =R, A=, p=7ZihlmaB, S={(z,z):0<z<1}und f = xs.

L' und p sind Borel-regulir

— L! x p ist Borel-reguliir, d.h. die Borel-Menge S ist £' x p-messbar;
gemif f = yg > 0 folgt Integrierbarkeit von f bzgl. £ x p.

Aber :

[ ([ fly)dLi(x)dply) = [ ([ xs(x,y)dL (x)) dp(y)
= [L({z:(z,y) €5y dply) = [L'(y})dp(y)
- 0,

(S fy)dpy)) dc(z) = [ ([ xs(z,y)dp(y)) dL (z)
= [o({y:(x,y)eSY)dL(z) = [ p({z})dL(x)

[0,1]
= [ 1-dfY(z)=1.
[0,1]

Also ist S nicht g-endlich bzgl. £! x p, d.h. wir bekommen insbesondere
(LY x p)(S) =00  und auch /f(x,y) d(L' x p) = oo,

denn andernfalls wére ja {(z,v) : f(z,y) # 0} o-endlich.

(warum ?  [f > 0] = fj [f>21], MaB von [f>1] <n-[fd(L! x p) < oo)

n=1

(2) Volumen des Katagraphen :

19
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Setze Ky —{:Uy JEAXR:0<y< f(x } Dann gilt

L+l (Kf) Fugini

[LY({t e R: (z,1) € K;}) dL™(x)
A
= fcl({t €ER:0<t< f(x)})dL(x)

- ff ) dLn (x

Wendet man Fubini auf die Schnitte in ¢-Richtung an, so folgt :
LYKy = [L({xeA:(2,t) € Kf})dLH(2)
= [ Lr({re A t< f@))) dei)
— ]Rf Lr(fHe, 00]) dL(2).
R

konkret :

) f e~ max{|z[?, |y[3, |2} dﬁg('% y,z) =7
R3

Sei f: R® — R, f(z,y,2) = exp ( — max{|z[’, [y, [2]*}).
f ist stetig = f L3-messbar; auerdem: f > 0.
Deshalb :

/f(x,y,z)d£3(a;,y,z) = LYKy) a“defe:F“mel//:3(1"—1({15,00))) dch(t).
3 0

Fiir t > 0 ist

FHIt,00) = {(z,y,2) € R® : max{Jz[, [yl, [[} < ¥/In1/t},

wobei wir ¢ < 1 annehmen diirfen, da stets f < 1.

Also ist f~1([t,00)) ein Wiirfel mit Kantenlinge 2 {/In 1/t

= [ermalleP b Y agd(@,y,2) = [ (2/M1/E) dt

R3
= Jy8Inl/tdt
= 8/ Intdt
= —8[t-Int—1],=8.

Dieses Beispiel zeigt, dass man die Katagraphenformel auch zur Berechnung von
iterierten Integralen benutzen kann. Die Formel aus Satz 25.11(iv) fithrt wohl nicht(?)
so direkt zum gewiinschten Ergebnis.

(i) [ (2 +ay)dL(z,y) ="
0,12
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Alle Voraussetzungen von (iv) des Satzes erfiillt

— [ (Pt ay)dL2(z,y) = )
[0,1]2

1/1 1
= Jo (3 +3v)dy
_ 1 1 7
= 3+t1=13

wobei wir die £!-Integrale standardméBig ausrechnen diirfen.

iii) [ (1= a2 +y2) dL(x,y)

{(zy):a?+y?<1}

Katagraphenformel 53({(%%2,) cp2 4 y2 <1,0<2<1— \/m})
Katagraphenformel f01 r2 ( {(z,y): 1— \/m < t}) dt

- [ £2(B1-4(0,0)) dt

= wy [1 (1 —1)2dt  mit wy := L2(B1(0,0)) =7

Zur Berechnung von wy benutzt man die Katagraphenformel

also
1
w2:2-/ V1 —1t2dt = 7.
—1

FEinsetzen ergibt :

(1 — /22 +y2)dL3(z,y) = 7/3.

{(y):a?+y?<1}

21
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Die Transformationsformel

Diese Formel verallgemeinert die Substitutionsregel fiir eindimensionale Integrale und
gestattet manchmal die Reduktion komplizierter Mehrfachintegrale auf einfachere Ausdriicke.

Situation :

U C R" offen, ® : U — ®(U) sei ein Diffeomorphismus der Klasse C*.

Problem :

Welche Beziehung besteht zwischen £"(A) und L"(P(A)) fir AC U ?

Allgemeiner :
Umrechnung von [ gdL"in ein Integral iiber A!
®(A)
Fiir g := Xg(4) hat man den urspriinglichen Fall.

Sei A C R™ L"-messbar, dann ist bekannt :

) ) $.23.9(iv
® linearer Isomorphismus :( )

LM(P(A) = |det | L(A).
Sei nun ® C'-Diffeomorphismus U — ®(U) und A C U.

Man zerlegt A in kleine Stiicke A;, so dass

(

L) 3 L),

Lr(D(A) ~ i £r(D(47)),

O(x) ~ D®(a;)(x —a;) + P(a;) auf A;,
=:Ti(x)

wobei a; € A;. Dann ist
LM(@(A)) = L(Ti(Ai) = LD (ai)(4)) = | det DP(a)| - L"(A))
denn T; und D®(a;) unterscheiden sich nur um Translationen. Es folgt :

LM (P(A) ~ > | det DD(a;)| L(A).

=1

Da D® stetig ist, gilt

> | det D®(a;)| L (Ay) —>/|det D®|dL"
=1 ‘A

bei zunehmender Verfeinerung der Zerlegung A;. Indem man alle Schritte prizise ausfiihrt, folgt
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Satz 25.12 : (Transformationsformel fiir £™-Integral)

Sei U C R"™ offen und ® : U — ®(U) ein C*-Diffeomorphismus. Dann gilt :

(i) A C U messbar <= ®(A) messbar

(ii) | A C U messbar = L"(®(A)) = [|det D®|dL".
A

(iii) g:®(U) — R messbar <= go®:U — R messbar
< (go®)-|det D®|: U — R messbar.

A C U messbar, g : ®(U) — R messbar

(i) — [ gdL" = [go®|det DP|dL™,
o(A) A

wobei: keins der Integrale existiert oder beide existieren in R und sind gleich.

Bemerkung zum Beweis : Die Mefibarkeitsaussagen sind trivial.

(iv) folgt aus (ii), indem man g > 0 annimmt (es existieren beide Integrale in [0, co])
o0

und dann (vgl. Satz 24.2) schreibt g = > 1xB,, Br C ®(U) messbar. Mit

k=1
[e'e) 1 oo 1
XB, © P = X¢-1(5,) und Z %(XB;C °o®) = Z EXBk °®
k=1 k=1
folgt :
[ gdc™ = /> %XBk Xa(a) dL”
B(A) (U) k=1
Konvc:rgcnz Z % f XBk . Xq)(A) dﬁn
k=1 &(U)
B2 S Len(B, na(4))
k=1
O S |det DO|dC
k=1 CI>71(B/€)OA
= Z%fkao{ﬂdetD@\dﬁ”
k=1 A
Konvergens

k—1

(Y +xB, ©®)|det DO|dL”
go ®|det DO|dL™

4
!
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Bemerkung und Beispiele :

(1) Im Spezialfall n = 1 erhilt man die Substitutionsregel :

Sei f:I — J C' mit f' # 0 iiberall auf dem offenen Intervall I. J sei das Bild von f.
Sei g : J — R stetig und [¢,d] C J. Dann gilt nach der Transformationsregel

d
/ g(y) dy = / gdl' = / (go f)-1f'ldCt.
‘ [e.d] F1{(e.d)
Es ist f~Y([e,d]) =: [a,b] C I.
Fall1: [/ >0

= fla) =¢, f(b) =d

d b ()
= [gly)dy= [ gof-fldl'=[gof-f'dz = [ gof-fdx
c [a,b] a F=e)

Fall 2: f' <0

— fla)=d. f(b)=c
=)
gof-fda

d b
= [gly)dy=— [ gof -fldlt=—[gof fdx=
c a (o)

[a,b]

(2) Verallgemeinerungen :

.| Ist ®: U — R"™, U C R" offen, injektiv und von
der Klasse C!, so gelten alle Aussagen von 25.12.

Hinweis: man benutzt den Satz von Sard :
Fiir eine C'-Funktion ¥ : R” D U — R ist

L ({¥(x) : det DY (z) = 0}) = 0.
II. Sei U C R™ offen und ® : U — R™ lediglich C*.

(i) Fiir A C Umessbar ist auch ®(A)messbar.
Die Vielfachheitenfunktion

R'sy+— #{z e A:d(z) =y} = V(®|a,9)

ist ebenfalls messbar, und es gilt :

JV(®|a,-) dL™ = [ |det D®|dL™.
A
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(ii) Ist A C U messbar, g : R®™ — R messbar, so ist g o ® | det D®| messbar, und es
gilt

[g-V(®la,-)dL" = [ go®|det DD|dL".
A

Hier existieren entweder beide Integrale und sind gleich oder keines existiert.
Offenbar folgt I. aus II., da dann V (®|,-) = X®(A)-
(3) Sei f:[0,00) — R L'-integrierbar. Dann gilt :
/ f(Va?+y?) dL*(z,y)

R1<\/22+y2<Ry

= 2r [ f@t)-tdL()
[R1,R2]

= 2m [{2f(t)t-dt, 0<Ri<Ry<oo

wobei das letzte Gleichheitszeichen korrekt ist, wenn f auf jedem Intervall [r, R]eine
Regelfunktion ist.

Beweis :

®(r,p) = (r - cosg,r - sinp) Polarkoordinaten in R?

— f f(\/x2+y2) dL?(z,y)

{(zy):Ri<|(w,y) |[<Ra}

p— f P
®([R1,R2]x[0,27])

= [ [(®(r9)) [det DL (r, @)
[R1,R2]><[0,2ﬂ‘]

= J fr)-rdC(r, p)
[R1,R2] X [0,27T]

2 [ f(r)-rdLCi(r).

[R1,Rz]

Fubini

Damit 148t sich zeigen :

e e dr = /7

denn :
[ e a2 ay) T (] e ant @) ac'y)
R2 —00  —00
= Je(J ey = ([ et o)

Begrii:ndung ( 7‘0671‘/2 dt)Q.
—00
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Andererseits

22 g2 2 Formel v. vorhin x® —r2
[ e dL*(x,y) = 2 [re™" dr
R?2 0

= QW}O(—%d%e*’"Q)dr:w
0
— (/e_tzdt)2:7r
—0o0

Weitere Anwendungen der Transformationsformel fiir £™

(4) Raumliche Polarkoordinaten

O(r, 9, ) := (rcosv cos g, rcosVsin p, rsind) auf (0,00) x (—g, g) x (0, 2).

® ist ein Diffeomorphismus mit Bild ® = R? — (—00,0] x {0} x R, |det D®| = R? - cos 9.

L3-Nullmenge!

Beispiel :
Volumen der Kugel um (0, 0,0) mit Radius R

L3(Bg) = S r2 cos ¥ dL3(r, 9, p)
(0,R)x(—Z,2)x(0,27)

Fubini o - (fOR r? dr) (fi{% 00319) = 3R>
Wie in (3) kann man sich iiberlegen

Ra

[ (TR ace s =i [ i
R
Ro< /PR 1

und im R" gilt :

Ro
/ F(la]) dL™ () = n-wn/rn_lf(r) dr
Ri<|z|<R2 R

fiir £l-integrierbare f : [0,00) — R (genauer: f Regelfunktion auf jedem
Intervall [Ri, Ro]). Fiir die letzte Formel mul man Polarkoordinaten in R”
einfiithren.
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Erginzungen

Bis jetzt kénnen wir nur das Volumen £"(K) von ,,Kérpern” K C R" verniinftig messen, nieder-
dimensionale Mengen werden nicht beriicksichtigt, denn Untermannigfaltigkeiten der Dimension
< n sind automatisch £™-Nullmengen. Wir bendttigen deshalb niederdimensionale geometrische
Mafe.

Definition 25.5 : Hausdorff-Mafle

Ws , seN

0 < —
Sei 0 < s <00, a(s) { beliebig >0 , sonst

a) Fir0<d<oo sei (ACR")

H3(A) = inf { > als)

(diamAi>s (Ai)ien beliebige Uberdeckung von A}
=1

2 mit Mengen A; wobei diam A; < 0

b) Fir A CR" sei (s-dim. Hausdorff-Maj3)
H(A) = 1(51&17-[5(14).

Eigenschaften :

(1) Hj, H® sind MaBe auf R"
(2) 6 — Hj(A) ist monoton fallend — H*(A) = léiﬁ)l H3(A) existiert
(3) A beschrinkt = H3(A) < oo fiir alle 6 >0
(aber Hj(A) kann i.a. nicht unabhéngig von ¢ beschrénkt werden)
(4) dist(A, B) > 20 = HI(AUB)=H3(A) +Hi(B)

=(5) dist(A,B) >0 = H(AUB)="H*(A)+ H*(B)
D.h.:  H?® ist Borel-Maf3 auf R"™.

(6) [£" = H" = H} auf R” fiir jedes § > 0

(7) H?® ist homogen vom Grad s und invariant unter Isometrien von R".
(8) H° ist das Zdhlmaf.
(9) Fiir A C R" gilt
HE(A) <o = HY(A)=O0fiirallet > s
HE(A) >0 = HYA)=co fiir alle t < s.
(10) A C f-dim. Hyperebene, A beschrinkt = H!(A) < oo

(11) U offen CR™, m <n, f: U — R" regulir — H"™(f(K)) < oo VK kompakt C U
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Bemerkung :

(9) - (11) zeigen, dass H¢ das richtige Maf zur Messung £ — dim Mengen in R™ ist.

Lemma :

Sei L : R® — R linear mit n < IN. Sei
[L] := det(LT o L)}/? (genannt die Jacobische von L)
Dann gilt fiir A ¢ R"”

H™(L(A)) = [L] - £"(A)

Bemerkung :

(1) ,Lineare Algebra”: [L] = \/ Su;nfl Z ([if;tgéi?igenager !
(2) Esist L'o L : R —s R” mit
(L' o Lv,v) = (Lv, Lv) >0

= det(L'o L) >0, so dass [L] definiert ist.

Mit dem Lemma und Approximation beweist man

Satz 25.13 : Flichenformel

Seien n < N und U C R"™ offen sowie ® : U — RN C'. Dann gilt fiir alle
L"-messbaren A C U

/upcp]] acn — /V((I)]A,-)dH"(y).
A R™

Ist ® injektiv, so folgt :

a) |H™(B(A)) = 1{[[1)@]] acr

b) (Berechnung von Flichenintegralen)
/ gaH" = /goq> [D®] dL"
a(A) A

fiir H™-messbare g : RN — R (2.B. Borel g), wobei entweder keins der Integrale
existiert oder aber beide Integrale existieren und gleich sind.
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Beispiele :

(1) Kurven von R¥ :

7 : [a,b] — R’ injektive C'-Kurve;
b
=0l = # ) = [ Ol Kuvelinge)

(2) Graphen in R"*! :

QCR"offen, f: Q — R, M = {(z, f(z)) : z € Q} ist n-dim. Untermannigfaltigkeit
von R™"™ mit F(x) := (z, f(z)) ist

folgt leicht aus der anderen Darstellung
DF =4/1 2 .
[DF@)] +IVI@)] (VOH [DF(x)] fiir n =2, 3 direkt priifbar)
Also :

(M) = / JIEVIP AL ().
Q

Zum Schluf} eine Verallgemeinerung des Hauptsatzes, der

Satz 25.14 : (Satz von Gauf})

G C R"™ offen, zusammenhdingend und beschrinkt, OG sei eine (n — 1)-dim. Mannig-
faltigkeit, N'(z) € (T,0G)* sei der dufere Normalenvektor (JN| = 1).
Ist F € CY(U,R") fiir U > G offen, so gilt

[divFdLr = [(F,N)dH" !
G oG

und der

Satz 25.15 : Satz von Stokes

Seien eine Fliche M C R? mit Rand OM und ein Vektorfeld F : R? >— R3 gegeben.
(N=Normalfeld zu M, T=,,richtig orientierter” Tangentenvektor an die Kurve OM )

[ rotF -NdH?*= [ F-TdH!
M oM




