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Aufgabe 1

Bestimmen Sie Minimum und Maximum der Funktion f(z,y,2) = x + 2y — z auf dem
Schnitt des Zylinders z? + y* = 8 mit der Ebene x + 2z = 4.

Aufgabe 2

a) Es sei M eine k-dimensionale C'-Untermannigfaltigkeit von R"” und ¢ : R® — R" ein
Diffeomorphismus. Zeigen Sie, dass dann M’ := ¢(M) ebenfalls eine k-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von R" ist.

b) Zeigen Sie, dass die Menge E := {(z,y) € R? : y* = 2® + z + 2} eine 1-dimensionale
C>~-Untermannigfaltigkeit von R? ist und bestimmen Sie den Tangentialraum T),F im
Punkt p = (—1,0).

Aufgabe 3

a) Zeigen Sie, dass durch

diam(A) := sup |z —y|, ACR",
T, yeA

kein (dufkeres) Mafs auf R™ definiert wird.

b) Zeigen Sie, dass durch

(A CR)

(A) { 0, wenn A hochstens abzéhlbar unendlich ist,
H =

1, sonst,

ein (duferes) Mafs auf R definiert wird. Ist p ein Radon-Mak?

Bitte wenden!



Aufgabe 4

a) Es seien X,Y Mengen und f: X — Y eine Abbildung. Ferner Sei A eine o-Algebra
von Teilmengen von Y. Zeigen Sie, dass dann

FUA) = {f—1<A) L Ae A}
eine o-Algebra auf X ist.

b) Es sei X eine Menge und A ein Maf auf X, beziiglich dem nur die Mengen X und
() messbar sind. Zeigen Sie, dass die A-messbaren Funktionen f : X — R genau die
konstanten Funktionen sind.

Aufgabe 5

a) Es sei X eine Menge und p ein Maf auf X mit u(X) < oo. Die Folge f, : X — R
pu-summierbarer Funktionen konvergiere gleichmdfiig gegen eine Funktion f : X — R.
Zeigen Sie, dass dann auch f pg-summierbar ist mit

/fd,u: lim/fndu.
X n—oo X

(Hinweis: Verwenden Sie den Satz iiber die majorisierte Konvergenz!)

b) Bestimmen Sie den Grenzwert

n—o0

lim / {/sin(x) dL!.
(0,7]

Begriinden Sie ihre Rechnung.

Aufgabe 6

a) Es sei [0,1] x [0,1] die Grundfliche einer (geraden) Pyramide der Hohe 1 in R®. Be-
stimmen Sie mit Hilfe des Satzes von Fubini das Lebesgue-Mafs der Pyramide.
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b) Zeigen Sie, dass die Funktion f(x,y) :=
ist und bestimmen Sie

/Rf(:c,y) dc?.



