
Di�erentialgeometrie I (Kurventheorie) (SS 2013)

Blatt 11- Musterlösung

Aufgabe 11.1

a) l = 6m, A = 3m2

Isoperimetrische Ungleichung:

4πA ≤ l2

einsetzen:

4π · 6 ≤ 62

⇔12 · π ≤ 36  

b) Sei α der Kreisbögen von A nach B, β der Kreisbogen von B nach A und c eine

allgemeine Kurve von A nach B. Alle Kurven seien positiv orientiert und r sei der Radius
der Kreisbögen.

O.E.: L(c) = l, L(α) = l, K = α⊕ β

L(K) = 2πr

L(β) = L(K)− L(α)

= 2πr − l
L(c⊕ β) = L(c) + L(β)

= 2πr

Isoperimetrische Ungleichung:

A (c⊕ β) ≤ 1

4π
(L (c⊕ β))2 = πr2

Aufgabe 11.2

α : [0, L] → R2 (L > 0), nach Bogenlänge parametrisiert, geschlossen, konvex, positiv

orientiert ⇒ Iα = 1
β : [0, L]→ R2, β(s) := α(s)− rnα(s)
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a)

β′(s) = α′(s)− r n′α(s)︸ ︷︷ ︸
n′
α=−καt

= α′(s) + rκαα
′(s)

= α′(s) (1 + rκα(s))

Berechnung der Bogenlänge:

U (β) =

∫ L

0

∣∣β′(s)∣∣ ds =

∫ L

0

∣∣α′(s) (1 + rκα(s))
∣∣ ds

=

∫ L

0

∣∣α′(s)∣∣︸ ︷︷ ︸
=1

· |1 + rκα(s)| ds

=

∫ L

0
1 ds︸ ︷︷ ︸

=L

+r

∫ L

0
κα(s) ds︸ ︷︷ ︸
=2πIα

= U (α) + 2πr

b)

α =

(
α1

α2

)
, α′ =

(
α′1
α′2

)
, β′ =

(
(1 + rκα(s))α′1
(1 + rκα(s))α′2

)
A(β) =

1

2

∫ L

0
β1β

′
2 − β2β′1 ds

=
1

2

∫ L

0
β1 (1 + rκα(s))α′2 − β2 (1 + rκα(s))α′1 ds

=
1

2

∫ L

0
(1 + rκα(s)) ·

(
β1α

′
2 − β2α′1

)
ds

=
1

2

∫ L

0
(1 + rκα(s))

(
β1
β2

)
·
(
α′2
−α′1

)
︸ ︷︷ ︸
=−nα(s)

ds

=
1

2

∫ L

0
(1 + rκα(s)) (α− rnα(s)) · (−nα(s)) ds

=
1

2

∫ L

0
(1 + rκα(s)) (−α · nα(s) + r) ds

=
1

2

∫ L

0
α(−nα(s)) ds︸ ︷︷ ︸

1©

+
1

2

∫ L

0
r ds︸ ︷︷ ︸

2©

+
1

2

∫ L

0
r2κα(s) ds︸ ︷︷ ︸
3©

−1

2

∫ L

0
αnα(s) · rκα(s) ds︸ ︷︷ ︸

4©

2



1© =
1

2

∫ L

0

(
α1

α2

)
·
(
α′2
α′1

)
ds

=
1

2

∫ L

0
α1α

′
2 − α1α

′
2 ds

= A(α)

2© =
1

2
Lr

3© =
1

2
r2 · 2π

= πr2

4© = −1

2
r

∫ L

0
α · α′′ ds

p.I.
= −1

2
r

[α · α′︸ ︷︷ ︸
=0

]L
0

−
∫ L

0
α′ · α′︸ ︷︷ ︸

=1

ds


=

1

2
Lr

⇒ A(β) = A(α) + Lr + πr2

Aufgabe 11.3

α : [a, b]→ R2 (a, b ∈ R, a < b); α(t) := (x(t), y(t)); A = α(a), B = α(b)
stetig di�erenzierbarer Weg, positiv orientiert, keine Doppelpunkte
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ᾱ =


α(t), t ∈ (a, b)

(1 + t− a)α(a), t ∈ (a− 1, a)

(1− t+ b)α(b), t ∈ (b, b+ 1)

↪→ lokal Lipschitz-stetig → Satz von Gauÿ kann angewendet werden

ᾱ′ =


α′(t), t ∈ (a, b)

α(a), t ∈ (a− 1, a)

−α(b), t ∈ (b, b+ 1)

⇒ t̄α =


α′(t)
|α′(t)| , t ∈ (a, b)
α(a)
|α(a)| , t ∈ (a− 1, a)

− α(b)
|α(b)| , t ∈ (b, b+ 1)

Inneres Normalenfeld: Nα =


1
|α′|(−y

′, x′), t ∈ (a, b)
1
|α′|(−y(a), x(a)), t ∈ (a− 1, a)
1
|α′|(y(b),−x(b)), t ∈ (b, b+ 1)∫

div F (u, v) dudv =

∫
Nα(u, v) · F (u, v)dHn−1

WähleF (u, v) =
1

2
(u, v) ∈ C1(R2)⇒ div F ≡ 1

→ A(S) =

∫
dx(t)dy(t)

=

∫
div F (x(t), y(t)) dx(t)dy(t)

=
1

2

∫ b

a

(
y′

x′

)
·
(
x

y

)
dt+

1

2

∫ a

a−1

(
x(a)

−y(a)

)
(1 + t− a)

(
x(a)

y(a)

)
dt︸ ︷︷ ︸

=0

+

1

2

∫ b+1

b

(
−y(b)

x(b)

)
(1− t+ b)

(
x(b)

y(b)

)
︸ ︷︷ ︸

=0

dt

=
1

2

∫ b

a
y′(t)x(t)− x′(t)y(t) dt
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