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Aufgabe 1

a) Es gilt
α′(t) = (1− t2, 2t, 1 + t2) 6= 0 für alle t ∈ R,

α ist somit regulär. Weiter folgt aus

|α′(t)|2 = (1− t2)2 + (2t)2 + (1 + t2)2 = 1− 2t2 + t4 + 4t2 + 1 + 2t2 + t4

= 2 + 4t2 + 2t4 = 2(1 + t2)2 ≥ 2,

dass α nicht nach BL parametrisiert ist.

b) Wir berechnen

α′′(t) = (−2t, 2, 2t) = 2(−t, 1, t), α′′′(t) = (−2, 0, 2) = 2(−1, 0, 1),

α′ × α′′ = 2(2t2 − 1− t2,−t− t3 − t+ t3, 1− t2 + 2t2) = 2(t2 − 1,−2t, t2 + 1)

|α′ × α′′| = 2
√

(t2 − 1)2 + (−2t)2 + (t2 + 1)2 = 2
√
t4 − 2t2 + 1 + 4t2 + t4 + 2t2 + 1

= 2
√

2t4 + 4t2 + 2 = 2
√

2(t2 + 1)

und damit folgt

κ(t) =
|α′ × α′′|
|α′|3

=
2
√

2(1 + t2)

2
√

2(1 + t2)3
=

1

(1 + t2)2

τ(t) =
(α′ × α′′) · α′′′

|α′ × α′′|2
=

4(−t2 + 1 + t2 + 1)

4 · 2(1 + t2)2
=

1

(1 + t2)2
= κ(t).

c) Mit e3 = (0, 0, 1)T haben wir

cos(θ) =
α′(t) · e3
|α′(t)||e3|

=
1 + t2√
2(1 + t2)

=
1

2

√
2,

d.h. θ = π/4.



Aufgabe 2

(i) Wir berechnen Xu(u, v) =

− sin(u)
cos(u)

0

 und Xv(u, v) =

0
0
1

. Somit erhalten wir

direkt:

G =

(
1 0
0 1

)

Des Weiteren gilt: Xu(u, v)×Xv(u, v) =

cos(u)
sin(u)

0

 und wegen |Xu(u, v)×Xv(u, v)| = 1

ergibt sichN(u, v) = Xu(u, v)×Xv(u, v). Darüber hinaus erhalten wirXuu =

− cos(u)
− sin(u)

0


und Xuv = Xvu = Xvv =

0
0
0

. Für die Fundamentalmatrix der zweiten Fundamental-

form folgt demnach:

B =

(
−1 0
0 0

)
.

Um die Hauptkrümmungen auszurechnen nutzen wir aus, dass Xu(u, v) und Xv(u, v)
eine Orthonormalbasis von T(u,v)X bilden. Es ergibt sich demnach:

S(u,v)(Xu(u, v)) = −Nu(u, v) =

 sin(u)
− cos(u)

0

 = (−1)Xu(u, v),

wobei hierbei κ1 = −1 und Xu(u, v) in jedem Punkt ω = (u, v) ∈ Ω Hauptkrümmung
bzw. Hauptkrümmungsrichtung sind. Analog erhalten wir S(u,v)(Xv(u, v)) = −Nv(u, v) =
0, also κ2 = 0 als zweite Hauptkrümmung und Xv(u, v) als zweite Hauptkrümmungs-
richtung in jedem Punkt ω ∈ Ω.

(ii) Wir berechnen Xu(u, v) =

− exp(−u)(cos(u) + sin(u))
exp(−u)(cos(u)− sin(u))

0

 und Xv(u, v) =

0
0
1

.

Somit erhalten wir direkt:

G =

(
2 exp(−2u) 0

0 1

)
.

Des Weiteren gilt:

Xu(u, v)×Xv(u, v) =

exp(−u)(cos(u)− sin(u))
exp(−u)(cos(u) + sin(u))

0





und
|Xu(u, v)×Xv(u, v)| = exp(−u)

√
2.

Darüber hinaus berechnen wir:

Xuv = Xvu = Xvv = 0 undXuu =

 2 exp(−u) sin(u)
−2 exp(−u) cos(u)

0

 .

Die Fundamentalmatrix der zweiten Fundamentalform hat demnach die Darstellung:

B =

(
−
√
2

exp(u)
0

0 0

)

Für die beiden Hauptkrümmungen erhalten wir nach Berechnen der Darstellungsmatrix
der Weingartenabbildung:

κ1 =
−1√

2 exp(−u)
undκ2 = 0.

Aufgabe 3

Nach Voraussetzung gilt |γ(s)− ξ|2 = R2. Differenzieren dieser Gleichung ergibt

0 =
d

ds

(
|γ(s)− ξ|2

)
= 2
(
γ(s)− ξ

)
· γ′(s)

für alle s ∈ I. Da γ nach Bogenlänge parametrisiert ist, bedeutet dies (γ− ξ) · t ≡ 0. Da
die Krümmung von γ durch γ′′ bestimmt ist, leiten wir die Gleichung nochmals ab:

0 =
d2

ds2
(
|γ(s)− ξ|2

)
= 2
(
|γ′(s)|2 +

(
γ(s)− ξ)

)
· γ′′(s)

)
für alle s ∈ I. Wegen |γ′| ≡ 1 ist dies wiederum gleichbedeutend mit

(γ − ξ) · t′ ≡ −1,

wegen der Frenet–Gleichung t′ = κn also (γ − ξ) · κn ≡ −1. Dies impliziert aber κ 6= 0
(sonst: 0 = −1), und damit die behauptete Formel.

Aufgabe 4

a) Es ist

Xu =

(
1, 0,

2u

u2 + v2

)
, Xv =

(
0, 1,

2v

u2 + v2

)
,



d.h.

Xu ×Xv =

(
− 2u

u2 + v2
,− 2v

u2 + v2
, 1

)
6= 0,

sodass X regulär ist.

b) Nach Teil a) gilt (mit r2 = u2 + v2):

N(u, v) =
1

r
√
r2 + 4

(
− 2u,−2v, r2

)
.

Weiterhin gilt

Xuu =

(
0, 0,

2(v2 − u2)
r4

)
, Xuv =

(
0, 0,−4uv

r4

)
, Xvv =

(
0, 0,

2(u2 − v2)
r4

)
.

Die Koeffizienten der ersten Fundamentalform berechnen sich damit zu

E = Xu ·Xu =
r4 + 4u2

r4
, F = Xu ·Xv =

4uv

r4
, G = Xv ·Xv =

r4 + 4v2

r4
,

die der zweiten Fundamentalform lauten

L = N ·Xuu =
2(v2 − u2)
r3
√
r2 + 4

, M = N ·Xuv =
4uv

r3
√
r2 + 4

,

N = N ·Xvv =
2(u2 − v2)
r3
√
r2 + 4

.

Damit sind

EG − F2 =
r2 + 4

r2



und

LN −M2 = − 4

r4 + 4r2
.

Die Gaußsche Krümmung berechnet sich damit zu

K =
LN −M2

EG − F2
= − 4

(r2 + 4)2
.

c) (i) Es ist

α′(s) =

(
g′(s), 0, 2

g′(s)

g(s)

)
=

1√
1 + 4/g2

(
1, 0,

2

g

)
, |α′(s)| ≡ 1,

und

α′′(s) =

(
−1

2

)
(1 + 4/g2)−3/24(−2g−3g′)

(
1, 0,

2

g

)
+ (1 + 4/g2)−1/2

(
0, 0,−2g−2g′

)
=

2g′

g4(1 + 4/g2)3/2
[
(2g, 0, 4) +

(
0, 0,−g2 − 4

)]
=

2

(4 + g2)2
(
2g, 0,−g2

)
.

Für die Krümmung und den Normalenvektor ergibt sich

κ = |α′′| = 2g

(4 + g2)3/2
, n =

1√
4 + g2

(2, 0,−g) .

(ii) Mit
(
u(s), v(s)

)
=
(
g(s), 0

)
ist

N(u(s), v(s)) =
1

g
√

4 + g2

(
−2g, 0, g2

)
∼ α′′(s),

also κn = κ und somit κg =
√
κ2 − κn = 0, d.h. die Kurve ist eine Geodätische.

(iii) Es ist γ(0) = α(0) und γ′(0) = α′(0). Nach dem Satz von Meusnier haben γ und α
in s = 0 dieselbe Normalkrümmung κn = κ.


