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Aufgabe 1

a) Es gilt
()= (1—t*2t,1+t*) #0 fiir alle t € R,

« ist somit reguliar. Weiter folgt aus

PP =1 =)+ 2>+ 1+ =1 -2 +t* + 4> + 1+ 262 +
=2+ 487 +2t* = 2(1 + 1) > 2,

dass a nicht nach BL parametrisiert ist.

b) Wir berechnen
a'(t) = (=2t,2,2t) = 2(—t,1,t), "(t) =(-2,0,2) =2(—1,0,1),
o xao' =222 =113, —t —t> —t+ 31—t +26%) =2(t* — 1, -2t > + 1)
o/ x| = 20/(12 = 1)2 4+ (=26)2 4+ (2 + 1)2 =214 — 202 + 1 +- 42 - ¢4 + 212 4 1

= 2V2t4 412 12 = 2V2(1 4 1)

und damit folgt

o(t) = o x| _2v2(14¢) 1
P 2v2(1 422 (1+17)?

(t) = (o/><0/’)~o/”:4(—752—1—1—1—152—1—1) _ 1 ()
o x o2 4-2(14 ¢?)? (141¢2)2 '

c¢) Mit ez = (0,0,1)" haben wir

o (t) - e 1+¢2 1
() - e3 NG

cos(f) = o/ ()]]e3] - V2(1 + 12) D)

d.h. 0 =7m/4.



Aufgabe 2

— sin(u) 0
(i) Wir berechnen X, (u,v) = [ cos(u) | und X,(u,v) = [0 |. Somit erhalten wir
0 1
direkt:
10
=)
cos(u)
Des Weiteren gilt: X, (u,v) X X,(u,v) = | sin(u) | und wegen | X, (u,v) x X, (u,v)| =1
0
— cos(u)
ergibt sich N (u,v) = X, (u,v)x X, (u,v). Dariiber hinaus erhalten wir X, = [ — sin(u)
0
0
und X, = Xou = X = | 0 ]. Fir die Fundamentalmatrix der zweiten Fundamental-
0

form folgt demnach:
-1 0
B = < 0 0) '

Um die Hauptkriimmungen auszurechnen nutzen wir aus, dass X, (u,v) und X,(u,v)
eine Orthonormalbasis von T{, )X bilden. Es ergibt sich demnach:

sin(u)
S (Xu(u,v)) = =Ny(u,v) = | —cos(u) | = (=1)Xyu(u,v),
0
wobei hierbei k; = —1 und X, (u,v) in jedem Punkt w = (u,v) € Q Hauptkrimmung

bzw. Hauptkritmmungsrichtung sind. Analog erhalten wir S, ) (X, (u, v)) = =Ny (u,v) =
0, also ky = 0 als zweite Hauptkriimmung und X,(u,v) als zweite Hauptkriimmungs-
richtung in jedem Punkt w € €.

— exp(—u)(cos(u) + sin(u)) 0
(ii) Wir berechnen X, (u,v) = [ exp(—u)(cos(u) — sin(u)) und X, (u,v) = [0
0 1
Somit erhalten wir direkt:
G 2exp(—2u) 0
N 0 1)

Des Weiteren gilt:

exp(—u)(cos(u) — sin(u))
Xu(u,v) x X, (u,v) = exp(—u)(coso(u) + sin(u))



und
| X (1, v) X Xy (u,v)] = exp(—u)V2.

Dartiber hinaus berechnen wir:

2 exp(—u) sin(u)
Xuw = Xouw = Xpp = 0und X, = [ —2exp(—u) cos(u)
0

Die Fundamentalmatrix der zweiten Fundamentalform hat demnach die Darstellung:

-2
B = | exp(uw) 0
0 0

Fiir die beiden Hauptkriimmungen erhalten wir nach Berechnen der Darstellungsmatrix
der Weingartenabbildung:

-1
K1 = ———und ky = 0.

V2exp(—u)

Aufgabe 3

Nach Voraussetzung gilt |y(s) — £|* = R% Differenzieren dieser Gleichung ergibt

0= (1(s) — &) = 2(3(5) ~ &) - +(s)

fiir alle s € I. Da 7 nach Bogenlédnge parametrisiert ist, bedeutet dies (y—¢) -t = 0. Da
die Kriimmung von « durch 4” bestimmt ist, leiten wir die Gleichung nochmals ab:

0= 25(h() &) =2(W P + (3() ~ ©) 7))

fir alle s € I. Wegen |y/| = 1 ist dies wiederum gleichbedeutend mit

(7_5)1:,5_17

wegen der Frenet—Gleichung t' = kn also (7 — £) - kn = —1. Dies impliziert aber x # 0
(sonst: 0 = —1), und damit die behauptete Formel.

Aufgabe 4

a) Es ist



““““”‘0 7S
N SN S
0‘0 o2 r =

Usrr

——— S
SN

d.h.

sodass X regulér ist.

b) Nach Teil a) gilt (mit 72 = u? + v?):

N(u,v) = (—2u, —2v,7?).

Weiterhin gilt
2 2 _ .2 4 92 2 .2
X’uu = (07 07 M) ) Xuv = <O7 07 _%) 9 X’UU = <0707 M) .
T T T

Die Koeffizienten der ersten Fundamentalform berechnen sich damit zu

4 42 4 4 42
g:Xu'Xu:H_—4u, f:Xu'Xv:#; QZXu'XU=T+—4U,
T r r

die der zweiten Fundamentalform lauten

2(v? — u?) duv
L:N-qu:—’ M:N'Xurv:—,
312 + 4 r3y/r2 + 4
2 2 _ 2
N=N.x, = =)

Ny

Damit sind
r2 4+ 4
r2

£G—F* =




und
4

ot 42

Die GauBsche Kriimmung berechnet sich damit zu

LN — M? =

oo LN-MmE
TEG-F T (P rap

()= (#9021 - ¢1+174/g (10.2). WeI=1,

und

=
<
—~
V2)
~—

~(-3) 0+ ar e (10.2)
+(1+4/¢>)7%(0,0,—297¢)

2g
= AT 47 (2009 + (0.0, ~g" 4]
=Gy 00

Fiir die Kriimmung und den Normalenvektor ergibt sich

2 1
”{:|O/I|:—g n:—(2a07_g)

are? " i
(i) Mit (u(s),v(s)) = (g(s),0) ist
1

9VAi+ g2

also k, = k und somit kg, = VK% — Kk, = 0, d.h. die Kurve ist eine Geodatische.

N(u(s),v(s)) = (—29,0,9%) ~ a"(s),

(iii) Es ist v(0) = «(0) und ~/(0) = &/(0). Nach dem Satz von Meusnier haben v und «
in s = 0 dieselbe Normalkriimmung «,, = k.



