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Aufgabe 1 (3+1+43+3 Punkte)

a) Es sei v : [a,b] = R?, ¢ — ~(t) = (x(t),y(t)) eine (nicht notwendig nach der Bo-
genlénge) reguldr parametrisierte ebene Kurve. Zeigen Sie: Fiir den Rotationsindex
L, von v gilt:

1 [y — ()
b= o / IO RSO

a

b) Skizzieren Sie die Spur der folgenden ebenen Kurven und berechnen Sie ihren Rota-
tionsindex:

(1) (z(t),y(t)) :== (cos(nt),sin(nt)), t € [0,27], n € N;
(i1) (z(t),y(t)) = (acos(t),bsin(t)), t € [0,4x], a,b > 0;
(i11) (z(t), y(t)) = (cos(t) — cos(2t),sin(t) — sin(2t)), ¢ € [0, 2];

Aufgabe 2 (10 Punkte)

Sei a : I — R3 (I C R ein Intervall) eine regulir parametrisierte Kurve mit nirgends
verschwindender Kriimmung . Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

a) Es gibt einen Vektor v € R?*\{0}, sodass ¢ - v konstant ist.

b) Es gibt einen Vektor v € R3\{0} mit n-v = 0.

c¢) Es gibt einen Vektor v € R3\{0} derart, dass b - v konstant ist.
d) Das Verhéltnis von Torsion 7 und Kriimmung « ist konstant.

Eine Kurve, welche einer dieser dquivalenten Bedingungen geniigt, heifit Bdoschungslinie.



Aufgabe 3 (24345 Punkte)
Betrachten Sie die Abbildung ¢ : R — R3,

(t,e Y 0) :t<0,
c(t) == ¢ (0,0,0) ; =0,
(t,0,e V%) .t >0.

a) Zeigen Sie, dass c eine regulire differenzierbare (¢ € C*(R,R?)) Kurve ist.

b) Beweisen Sie, dass die Kriimmung x von ¢ nur fiir die Parameter ¢ € <0, i\/g }

verschwindet. Welche geometrische Bedeutung hat die Aussage «(0) = 07

c¢) Zeigen Sie, dass der Grenzwert der Schmiegebenen von ¢ bei ¢ | 0 die Ebene mit
der Gleichung y = 0 ist, wihrend bei ¢ T 0 die Ebene mit der Gleichung z = 0
approximiert wird. Was bedeutet dies fiir die Torsion?

Aufgabe 4 (10 Punkte)

Es sei a(s), s € [0,1], eine ebene, nach Bogenlidnge parametrisierte einfach geschlossene
Kurve. Fiir ihre Kritmmung (s) gelte 0 < k(s) < ¢ mit einer Konstanten c. Zeigen Sie:

Fiir die Lange [ der Kurve gilt

1>
c

Was bedeutet dies anschaulich?
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