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Aufgabe 1 (24444 Punkte)

Sei @ : I — R? (I C R ein Intervall) eine nach der Bogenlinge parametrisierte ebene
Kurve und sei o : I — R? fiir » > 0 erkldrt durch

a,(t) := a(t) £ rny(t),

wobei n,(t) die Normale von « bei t bezeichnet. «,. heifit innere (+) bzw. dufere (—)
Parallelkurve zu o im Abstand 7.

a) Wann ist a, regular? Wann ist o, nach der Bogenldnge parametrisiert?

b) Driicken Sie im Fall, dass o, regulér ist, die orientierte Kriilmmung «, von c«, durch
die orientierte Kriimmung x von « aus.

c¢) Sei I = R und sei a periodisch mit Periode ¢ € (0, 00). Zeigen Sie:
d

EL(Q’"“O’Q) = F2rl(alpg),

wobei I(alj,q) den Rotationsindex von afj g und L die Bogenlinge bezeichnet.

Aufgabe 2 (3+2+5 Punkte)

Eine einfach geschlossene, regulire und konvexe Kurve o : I — R? (I C R ein Intervall)
mit nirgends verschwindender Kriimmung heifit Eilinie.

a) Beweisen Sie, dass eine Eilinie « zu jedem Einheitsvektor e genau einen Parameter
s € I mit t,(s) = e besitzt.

b) Begriinden Sie, dass « nach dem orientierten Winkel 9(s) € [0, 27] zwischen dem
Tangentenvektor t,(s) und der z-Achse umparametrisiert werden kann. Diese Koor-
dinaten heiflen tangentiale Polarkoordinaten.

c¢) Es bezeichne § die gemif b) in tangentialen Polarkoordinaten parametrisierte Eilinie
a. Die Kurve § heifit ein Gleichdick, falls fiir die Stitzfunktion h(0) := —B(9) - ng(V)
mit einer Konstanten d > 0 gilt:

h(9) + h(¢ + 7) = d fiir alle ¥ € [0, 7].
Zeigen Sie, dass ein Gleichdick der Breite d den Umfang 7d hat.

(Hinweis zu c): Stellen Sie 3 bzgl. des Zweibeins (ns, nj;) und mittels der Stiitzfunktion
h dar.)



Aufgabe 3 (5+5 Punkte)

Sei a : [0, L] — R? (L > 0) eine nach der Bogenlinge parametrisierte einfach geschlos-
sene und konvexe Kurve mit positiver Orientierung und «, die &uflere Parallelkurve im
Abstand r > 0 (vgl. Aufgabe 1). Zeigen Sie:

a) U(a,) =U(a) + 27r.
b) Ala,) = A(a) + Lr + 7r?.

Dabei bezeichnen U(«) den Umfang und A(«) den Inhalt des von der Kurve @ umschlos-
senen Gebietes.

(Hinweis: Sie diirfen den folgenden Satz ohne Beweis benutzen: Es sei a : [a,b] — R?
(a,b € Rya < b), at) == (x(t),y(t)) ein stetig differenzierbarer Weg mit positiver
Kriitmmung und ohne Doppelpunkte (d.h. « ist injektiv). Seien A := a(a) und B := a(b).
Dann begrenzen die Spur von a und die Strecken OA sowie BO ein beschrinktes Gebiet
S C R?, dessen Inhalt durch die Formel

A(S) =

NO| —

/ £(t)y () — o (y(t) dt

gegeben ist.)

Aufgabe 4 (2+2,5+5,5 Punkte)

Betrachten Sie die in Polarkoordinaten durch

a cos(2t)
cos(t)

r(t) =

(a > 0) gegebene ebene Kurve v : (=3, Z) — R? (Strophoide).
a) Bestimmen Sie die Schnittpunkte der Kurve mit den Koordinatenachsen und zeigen
Sie, dass sie die Gerade = = —a als Asymptote hat.

b) Die Kurve o hat im Ursprung einen Doppelpunkt (d.h. es gibt t; # ty mit a(t;) =
a(ts)), sodass die Kurve eine Schleife bildet. Zeigen Sie, dass der Inhalt des von dieser
Schleife umschlossenen Gebietes (2 — Z) a? betréigt (Skizze!).

c¢) Die Kurve schliefit zusammen mit ihrer Asymptote eine sich ins Unendliche erstre-
ckende Flache ein. Zeigen Sie, dass deren Inhalt (2 + g) a® betriigt. (Hinweis: Be-
trachten Sie die um den Vektor (a, 0) verschobene Kurve und benutzen Sie die Formel
aus Aufgabe 2).

Abgabe: Bis Montag, den 30. Mai 12:00 Uhr in Briefkasten 005, Geb. E 2.5.



