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Kapitel O

Einleitung

Die Vorlesung sollte eigentlich als “Elementare Differentialgeometrie” bezeich-
net werden, denn sie widmet sich fast ausschliefilich dem Studium von

Kurven und Flichen im Raum R3.

Dabei unterscheidet man zwischen lokalen und globalen Aussagen: Beispielsweise
werden wir in natiirlicher Weise das Kriimmungsverhalten von Flidchen lokal in der
Nihe eines Punktes definieren oder die sogenannte lokale kanonische Darstellung
von Kurvewn in R3 kennenlernen. Ein globaler Satz ist dagegen die folgende
Charakterisierung von Sphéren im Raum:

Ist S eine kompakte, zusammenhdingende, requldre Fldche mit konstanter
Gauf—Krimmung, so ist S eine Sphdire.

Hier ermoglicht also die Information iiber das Verhalten der lokalen Grofle “Gaufi—
Kriimmung” eine prézise Beschreibnung der globalen Gestalt der Fliche.

Etwas abstrakter formuliert handelt es sich bei den von uns untersuchten Kurven und
Flichen um 1- bzw. 2-dimensionale Untermannigfaltigkeiten des R3, insbesondere
haben wir damit in jeder Tangentialebene an eine Flidche in natiirlicher Weise ein
Skalarprodukt, (némlich Einschrinkung des Euklidischen Skalarproduktes). Zu jeder
Tangentialebene existiert ein bis auf das Vorzeichenn eindeutiger Normalenvektor,
und die lokale Anderungsrate des Normalenfeldes misst anschaulich die Kriimmung
der Flache. M.a.W.: Im Rahmen unserer Betrachtungen werden alle geometrischen
GroBen von der Euklidischen Metrik des R? induziert. Eine leichte Verallgemeinerung
wiirde sich ergeben, wenn man R? mit einem anderen Skalarprodukt versieht. Ein
deutlich groBerer Grad an Allgemeinheit liegt vor, wenn dieses Skalarprodukt (stetig)
vom Punkt abhéingen darf. In der Riemannschen Geometrie trennt man sich zunéchst
ganz von einem umgebenden Raum, d.h. man betrachtet n—dimensionale Mannigfal-
tigkeiten mit einer differenzierbaren Struktur, erkldrt damit Tangentialrdume in je-
dem Punkt und verlangt schliefllich, dass man diese Tangentialrdume in verniinftiger
Weise zu Skalarproduktraumen machen kann. Dies wiederum ermoglicht die Entwick-
lung geometrischer Begriffe, allerdings ist hierzu ein sehr grofier formaler Aufwand
notig, was den Rahmen dieser Vorlesung sprengen wiirde.



Kapitel 1

Kurventheorie

§1

Grundbegriffe und Beispiele

DEFINITION

Eine differenzierbare Kurve (genauer: eine parametrisierte differenziebare Kurve) ist
eine beliebig oft differenzierbare Abbildung o : I — R"™, I C R ein (offenes) Intervall,
n > 2.

Bemerkungen

1.)

Das Wort “differenzierbar” hat hier eine andere Bedeutung als in der Analysis,
wo man damit nur die Existenz der ersten Ableitung meint. Fiir die meisten
Betrachtungen kommen wir mit C? (= 2mal stetig differenzierbar) aus.

n = 2 ~~ parametrisierte Kurve in der Ebene
n = 3 ~» parametrisierte Raumkurve

FEine Kurve « ist nicht zu verwechseln mit der Punktmenge
Spur a:={a(t):t € I} CR".

Die Spur repréasentiert den Verlauf der Kurve “optisch”, man hat aber keinerlei
Information, wo (= «(t)) man sich zur Zeit ¢t € I mit welcher Geschwindigkeit
(= d/(t)) bewegt. Die Parametrisierung ist ein “Fahrplan” fiir Spur a.

Ist a(t) = (z1(t),...,xn(t)), so nennt man o' (t) = (24 (t), ..., 2} (t)) (oft auch

rrn

& (t)) den Tangentenvektor (oder Geschwindigkeitsvektor) der Kurve « bei t.

Sei to € I und /() # 0. Dann beschreibt
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Rot — o (to)(t—to)+alts)

eine Gerade mit Richtung o/(t,) € R", die zur Zeit t, durch den Punkt «(t,) geht.
Man nennt diese Gerade die Tangente an die Kurve « in t,. Ist ¢, € I ein singulérer
Punkt von «, d.h. per Definition o/(t,) = 0, so degeneriert obige Abbildung zur
Konstanten Funktion ¢ — «(t,); die geometrische Vorstellung einer Tangente als
Gerade geht verloren. Deshalb betrachtet man in der Differentialgeometrie meist nur
folgende Klasse von Kurven:

DEFINITION
Eine Kurve (natiirlich differenzierbar!) o : I — R" heifit regulér, falls gilt:

dt)#£0 Viel.

Es gibt also keine singuldren Punkte.

Bemerkung
Fiir reguldre Kurven misst man, wie schnell die Tangente lokal bei ¢, ihre Lage
variiert und nimmt dies als Maf} dafiir, wie stark die Kurve bei ¢, gekriimmt ist.

Beispiele

1.) Gerade in R2: R >t~ (at+b,ct+d) mit gegebenen Werten a, b, ¢, d € R.
Tangentenvektor in ¢: (a,c) € R2.
Es liegt also eine regulire Kurve vor, falls (a,c) # (0,0).

2.) Kreislinie in R?: R >t (cost,sint) = e’
Tangentenvektor ie hat iiberall Linge 1 (= konstante Geschwindigheit), die
Kurve ist iiberall regulér, jeder Punkt wird oo oft durchlaufen. Es ist

Spur = Sl.= {z=(z,y) € R? . x2—i—y2 =1}
Offenbar haben
a:[0,271] — R2, aft) := e,

B:[0,27] — R2, B(t) := e,
v:[0,27] = R?, y(t) =7

Il
Q

alle S' als Spur. Die Parametrisierung 3 hat die doppelte Geschwindigkeit von
a (B'(t) = 2iet = |3'(t)| = 2 = 2|a/(t)]), bei v wird S entgegengesetzt zum
Durchlaufsinn von « passiert.

3.) a:R — R2% a(t) = (t,[t|), ist keine differenzierbare Kurve,
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1)

die Neil’sche Parabel o : R — R? a(t) := (¢3, %) hingegen schon.

0] x

Neil’sche Parabel

Sie erfiillt mit = = x(t) = t3,y = y(t) = t* die Gleichung

2 (e y=|z*?),

y =
d.h. ihre Spur ist der Graph der reellen Funktion z +— |z|*®. Dieser Graph
hat in (0,0) eine “Spitze”. Augenscheinlich existiert keine Tangente, und dies
entspricht dem Umstand, dass ¢ = 0 singuldrer Punkt von « ist. Bei t —
0 wird |o/(t)| immer kleiner, so dass die Spitze mit Geschwindigkeit 0
durchlaufen wird.

Logarithmische Spirale: Sei o : R — R2, a(t) := (ae® cost, ae’ sint), mit
Konstanten a > 0,b < 0. Die Anteile cost, sint beschreiben eine Bewegung um
(0,0), die sich bei t — oo auf Grund des Anteils ¢ mit b < 0 immer enger
zusammenzieht, bei ¢ — —oo dagegen immer weiter von (0,0) entfernt.
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Logarithmische Spirale

Bis jetzt haben wir im Sinne der Definition “Kurven” als Abbildungen o : I — R"
angesehen. In der Praxis hat man es oft mit “l1-dimensionalen” Punktmengen in R"™
zu tun, die noch gar nicht parametrisiert sind. Dann stellt sich die Frage, ob eine
reguldre Parametrisierung zumindest lokal moglich ist. Allgemein fiihrt dies auf den
Begriff der 1-dimensionalen Untermannigfaltigkeit von R™ als natiirliche Verallge-
meinerung parametrisierter Kurven. Darauf wollen wir nicht eingehen. Stattdessen
betrachten wir Beispiele:

1.) Implizite Kurven (ebener Fall)
a) Die Gleichung ax + by + ¢ = 0, (a,b) # (0,0), beschreibt die Menge
M :={(z,y) € R®: ax+by+c=0}

in der Ebene. Ist b # 0, so ist M der Graph von z — —7x — 7, m.a.W.:
a: R — R?%at) = (t,—%t — 7), ist eine reguldre Parametrisierung
von M. Fiir a # 0 gilt entsprechend z = —gy — <, und eine regulére
Parametrisierung wird geleistet von 8 : R — R2, () := (—gt —£.t).

b) Sei allgemeiner f:R? — R eine differenzierbare Funktion und

M = {(z,y) € R?: f(x,y) = 0}.



Differentialgeometrie 9

Ist (x0,90) € M und gilt g—gj(:vg, yo) # 0, so findet man ein Intervall  um
zo und eine Funktion w : I — R mit

M N Umgebung von (z9,0) in R? = {(t,w(t)) : t € T},
d.h. M ist lokal bei (z¢, o) durch
a: T — R alt) = (t,w(t))

regulér parametrisiert. (Es gilt o/(¢) = (1,w/(t)) # (0,0).) Entsprechend

kann man im Fall %(3007?;0) # 0 die Menge M lokal bei (x,y0) in der

Form (@(t),t),t € Intervall um yp, parametrisieren.

Beweis: Satz iiber implizite Funktionen.

Im konkreten Fall gibt die Theorie oft nur unbefriedigende Antworten,
was z.B. die Grofle des Auflosungsintervalls angeht. Man rechnet besser
direkt: Fiir (zg,y0) € R, R > 0, sei

M ={(z,y) € R*: (x — 20)* + (y — yo)* = R?},

also die Kreislinie mit Radius R um (x,y0). Eine mogliche (globale!)
reguldre Parametrisierung ist natiirlich

t+ (x0,y0) + Re" = (xo + Rcost,yo + Rsint), 0<t < 2.

Alternativ kann man M als Vereinigung der beiden Graphen von

z—yo+/R? — (x—x0)?, |z—20| <R,

x—yo— VR —(x —x0)%, |z—20| <R
(oberer und unterer Halbkreis) darstellen oder M als Vereinigung “zweier
Graphen iiber der y-Achse” schreiben (Auflosung nach z).
Eine Ellipse mit den Halbachsen a,b > 0 wird gegeben durch die Glei-

chung (f(x,y) = 1 — g0 — (gl

(*) (ZL’ - .%'(])2 (y B y0)2

a? * b2 =1

mit zg,yo € R? fixiert. Sei 0.E. a > b, p := Va2 — b2. Man definiert die

Brennpunkte

e+ = (zo £ p,y0)

sowie die Abstandssumme

d:=[(z,y) —eq| +|(2,y) — e
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eines Punktes (z,y) € R? mit (*) zu den Brennpunkten. Wir wollen zei-
gen: d = const. Ohne Einschrinkung sei (z9,yo) = (0,0). Dann gilt:

d=\/(z+p2+y?+ V(@ —p?+y?

= (z+p)’+y’ = (d— (96-/))2er2>2

2?4 20w+ p* + 4y = d* = 24/ (z — p)2 + 2 + (z — p)* + ¢

dpxr = d* — 2d+/(xz — p)? + 12

16p%x? + d* — 8d?px = 4d> (& — p)?+ y2)

A

4d*y* + (4d2 — 16p2) 22 =d' —4d?p*.

Es folgt: d2_474pgy2 + a%acQ =1, und (x) ergibt d = 2a. Die Gleichung (x)
fiir die Ellipse charakterisiert diese als geschlossene, ebene Kurve, bei der
die Abstandssumme zu zwei festen Punkten konstant ist. Ahnlich
wie beim Kreis kann man die Ellipse auf verschiedene Arten regulir para-
metrisieren. Eine Moglichkeit ist: o : [0,27] — R2, a(t) = (acost,bsint),
denn dann ist mit «(t) = (x(t), y(t))

1 1
ﬁﬂf(t)2 + ?y(t)2 =1.

(Hier: zp=1y0=0)

Die Ellipse ist ein spezieller Kegelschnitt, also eine durch eine quadrati-
sche Gleichung beschriebene ebene Kurve. Wie die Namensgebung besagt,
entstehen die Kurven durch Schnitte eines Kreiskegels mit Ebenen, es
handelt sich daher strenggenommen um Raumkurven.

Vereinfacht dargestellt (identifiziere die Ebene mit R?) ergibt sich:

(Bild einfigen.)
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Hyperbeln:

Parabeln:

sowie Kreis und Ellipse. Als “Grenzlagen” bekommt man Geraden und
einpunktige Mengen.

Ubung: Etwas iiber Kegelschnitte z.B.: schreibe den Kegel(-mantel) als
Nullstellenmenge f(z,y,2) = 0, wenn die Spitze in (0,0,0) liegt, und
der Offnungswinkel vorgegeben ist; berechne den Schnitt mit einer Ebene
g(z,y,2) =0, g affin linear

2.) Implizit definierte Raumkurven:
Darunter fallen bereits die Kegelschnitte, allerdings kann man hier den Stand-
punkt einnehmen, dass es sich nach entsprechender Transformation der Schnitt-
ebene um Kurven in R? handelt.

a) Ist f: R3 — R differenzierbar, so beschreibt

Ny = {(z,y,2) € R®: f(z,y,2) =0}
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b)

unter geeigneten Voraussetzung an f eine Fliche in R3, z.B. erhilt man
mit f(z,y,z) := 2% +y?+ 2% — 1 die 1-Sphiire S? mit Mittelpunkt (0,0, 0).
Nimmt man noch eine weitere Funktion ¢ : R®> — R hinzu, so wird
durch Ny N Ny im giinstigsten Fall ein 1-dimensionales Objekt erzeugt,
das unserer Vorstellung von einer Raumkurve entspricht. Allerdings
wird keine globale Parametrisierung mitgeliefert. Die Theorie (Satz iiber
implizite Funktionen) liefert folgende Aussage:

Sei F:= (f,g) : R* — R2, differenzierbar mit F(zo,yo, 20) = (0,0). Die

Jacobi-Matrix DF'(xo, yo, 20) = ( gg((io’zo’zoi ) habe den maximalen
05 Y0, 20

Oyf O.f
det ( Dy 0.9 ) (%0, 0, 20) # 0.

Dann gibt es ein Intervall I um xg, so dass

Rang , etwa

0, ®: I — R mit Ny N NyN Umgebungen von (o, Yo, 20)
={t,¢(t),®(1)) : t €I}

Setzt man also a(t) := (¢, ¢(t), ®(t)), so ist /(t) = (1,¢'(t), P'(t)) # 0.
Wir haben also durch a zumindest lokal eine reguléire Parametrisierung
gefunden.

Achtung:  Ist det ( gxg g’zg > (0,0, 20) # 0, so ist a(t) zu ersetzen
durch

alt) = (¢(1).t, 0 (t)).

i) Sindin f(z,y, 2) := ax+by+cz+d, g(z,y,z):= Ar+By+Cz+D die
Vektoren (a,b,c) und (A, B,C) linear unabhéngig, so ist Ny NN,
eine Gerade in R3.

i) Mit f(z,y,2) :=2*+y*—2% und g(,y, 2) := az+by+cz+d gilt: N¢
ist ein Kegel mit Spitze in (0,0, 0), N, eine Ebene und durch passende
Wabhlen von a, b, ¢,d € R bekommt man die Kegelschnitte .

Zum Abschluss noch ein Beispiel fiir parametrisierte Raumkurven, ndmlich die

Helix (Schraubenlinie):

Seia: R — R3, a(t) := (acost,asint,bt) mit a,b € R — {0}. Die Spur dieser Kurve
liegt auf dem Zylindermantel Z = {(z,y,2) € R?® : 2% + 4? = a?} und “schraubt”
sich mit Geschwindigkeit b in Richtung der z-Achse.

Es gilt:

d'(t) = (—asint,acost,b) # 0.
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Helix

Ab jetzt betrachten wir nur noch regulire Kurven « : I — R".

DEFINITION (Bogenlinge)
Sei to € I gegeben. Dann heiit die Funktion s:I — R, s(t) := fti) |/ ()] dr die
Bogenldnge von « bzgl. tg.

(Bild einfiigen.)

Sei etwa tg < t. Man unterteilt [tg,t] in der Form ¢y < t; < ... < ¢ = ¢ mit
Teilpunkten #; und ersetzt das Kurvenstiick o, , ;) durch die Strecke von a(t;—1)
nach a(t;). Die “Lénge der Kurve afy, 4" wird dann anschaulich genihert durch

SR ladty) — )| = SO, 2=ty ;) — [ ol (7)) d

wobei im Grenziibergang die Einteilung von [tg,t] immer feiner gemacht wird.
Folgerung aus der Definition:

Wegen |o/(7)] > 0 ist §'(t) = |&/(t)] > 0, d.h. die Bogenlinge ist streng monoton
wachsend und besitzt daher eine Umkehrfunktion ¢ : J — I, wobei J := Bild (s) =
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Intervall in R. (Bemerke: fiir ¢t < tg ist s(t) < 0, so dass J auch negative Zahlen
enthélt, es sei denn, die Wahl ¢y = linker Endpunkt von I ist méglich). Damit
betrachtet man die

Umparametrisierung von a nach der Bogenléinge:

a:J—R" a(r):=a(e(r)).

Es gilt fiir 7 € J:

a'(7) = o/(p(r))¢'(7),

d.h.:

@'l =1 auf J.

Ergebnisse:

(i.) Man kann jede regulire Kurve nach der Bogenlinge umparametrisieren.

(ii.) Dabei bleibt die Spur erhalten, ebenso der Durchlaufsinn,

denn &/ (1) = %.

(iii.) Das Parameterintervall dndert sich, die Durchlaufgeschwindigkeit wird auf 1
normiert.

Bemerkung:

Ist a : I — R™ eine Kurve und v : I — J eine differenzierbare Bijektion mit 1)’ # 0
zwischen den Intervallen I und J (also ¢ entweder streng fallend oder wachsend),
dann ist allgemein &(s) := a(¢~1(s)), s € J eine Umparametrisierung von a. & ist
reguldr, wenn « dies ist.

Spezialfall:
a:(a,b) = R" a: (=b,—a) — R" mit &(t) := a(—t). & unterscheidet sich von a nur
dadurch, dass die Spur jetzt riickwirts durchlaufen wird (Orientierungsumkehrung).

Anhang zu §1: Vektorprodukt in R3:
Sei (1, 9, e3) die orientierte Standardbasis in R, also

€1 = (17070)7 €2 = (07 170)7 €3 = (O>O> 1)

Wir einigen uns darauf, diese als positiv orientiert zu bezeichnen. Ist (f1, f2, f3)
eine weitere orientierte Basis in R3, so setzt man

A:R®— R3, Ag = f;
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und nennt (f1, fo, f3) positiv (negativ) orientiert, falls det A > 0 (< 0) ist. A ist die
Matrix des Basiswechsels von (€1, 2, €3) nach (f1, fa, f3).

BfispieJ:
(f1, f2, f3) :== (€1, €3, €2).

Dann ist Aeq = é1, Aes = e3, Aég = éo, die Transformationsmatrix lautet

1 00
0 0 1 | (=(Aey,Aes, Aey))
01 0
mit
0 1
det(A)—‘ 1 o '—1.

Sind w,v,w € R? beliebig und tragen wir diese Vektoren als z.B. Spalten in eine
Matrix ein, so ist

det(u v w)

nach den Eigenschaften von det in jedem Argument eine lineare Abbildung R? — R,
wenn die beiden jeweils anderen Argumente fixiert sind. Wir betrachten

®:R> > w s det(uv w)

und benutzen:

Ist ¢ : R? — R linear, so gibt es genau einen Vektor n € R3
mit p(w) =w-n Vw e R3?

7 stellt ¢ bzg. des Euklidischen Skalarprodukts

3
w1 = Zwmi
i=1

dar. Im Fall des Funktionals ® hingt 1 von u und v ab und wird mit u x v € R?
bezeichnet.

DEFINITION:
Fiir u,v € R? bezeichnen wir mit u x v (oder u Av) den eindeutigen Vektor aus R?
mit

(ux v)-w = det(uvw) ¥YweR.

u x v heifit das Vektorproduktvon v mit v (Reihenfolge!).

Formel fiir u X v:
Es ist fiir

3 3 3
u = E Ui€iy, UV = E Vi€, W = E W;€;
i=1 =1 =1
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up v wip
det(uvw)=det | ug wva we | =wp
ug vz w3

Uz V2
u3z U3

uy v
U2 V2

ur Y1
’ +w3
uz U3

wenn man die 3 X 3 Determinante nach der letzten Spalte entwickelt. Setzt man
u X v = a1é1 + azes + ases,

so folgt (u x v) - w = ajwy + aswsy + agws, und Vergleich ergibt

Uz V2
u3z U3

up n
u3z U3

U U1
Uz U2

UXv= eo +

Rechenregeln fiir u X v: (u,v € R3, a,3 € R)

1 V=—-v XU

iii

i) u

i) (au+pu) xv=auxv+pFuaxv
i) uxv=0 <= u,v linear abhéingig
)

iv) u xvlu und wxwvlv, dh. (uxv) - u=(uxwv) v=0.
Beweis:
Man benutzt (u x v)-w = det(u v w), also (v X u) - w = det(v u w) = — det(u v w) =

—(u x v) - w, und da w beliebig ist folgt i).

Fiir ii) beachte die Linearitit von u +— det(u v w).

iii) Esist u x v =0 & det(u v w) = 0 fiir alle w € R3, und das ist #iquivalent zur
linearen Abhéngigkeit von u und v.

iv) klar, da z.B. (u x v) - u = det(u v u) = 0. O

Bemerkungen:

1.) Seien u,v linear unabhéngig. Dann gilt:
0 < |uxv)?=(uxv) (uxwv)=det(uvuxuv),
mithin ist (u,v,u X v) eine positiv orientierte Basis.

2.) Seien u,v € R linear unabhé’mgig. Dann erzeugen sie ein Parallelogramm mit
Fliache A = |ulh, h := Ht')he = |v|sinf. Hierbei ist § der Winkel zwischen u

und v, also cosf = % - Es folgt:
’ ol * Tol &
2 2 2
lu % v|2 . Uy V2 up U1 up U1
us U3 us U3 U2 V2

= ... = |ufv]® = (u-v)?

lul?|v|?(1 — cos? §) = A2
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d.h. |u x v| ist der Fliacheninhalt des von u und v aufgespannten Parallelo-
gramms.

3.) Sind u,v : I — R? differenzierbar, so gilt die Produktregel

% (u(t) x v(t)) = u'(t) x v(t) + u(t) x V'(¢).

§2 Lokale Kurventheorie im R?

Ist a : I — R? eine regulire Kurve, und betrachtet man die Funktion ¢ — «/(t), so
misst deren Anderung in der Nihe von tg einerseits (bezogen auf die Linge der Vek-
toren) eine Anderung der Durchlaufgeschwindigkeit und andererseits eine Anderung
des Winkels zwischen o/(t) und o/(tp), und nur diese Winkeldnderung beschreibt
die geometrische Grofle, die man mit dem Begriff Kriimmung verbindet. Aus diesem
Grund macht es Sinn, nachfolgend alle Kurven nach der Bogenlénge zu parametri-
sieren (]o/| = 1) sonst miisste man mehr oder weniger mit % rechnen, und das ist
recht umsténdlich.

DEFINITION: (Kriimmung)
Sei I C R ein Intervall und o : I — RR? eine nach der Bogenliinge parametrisierte
Kurve. Man nennt

k(t) == " (t)] >0

die Kriimmung von « bei t € I.

(Bild einfigen.)

Geraden sollten dadurch charakterisiert sein, dass ihre Kriimmung ver-
schwindet: Ist a(t) = tu + v mit u,v € R?, und |u| = 1 (Parametrisierung nach
der Bogenlinge), so gilt o” = 0, also x = 0. Ist umgekehrt 3 : I — RR3 nach der Bo-
genlinge parametrisiert mit x = 0, so folgt 3” = 0 und nach zweimaliger Integration)
B(t) = nt+& mit n, ¢ € R3. Dagegen sollten Kreise konstante Kriimmung # 0
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haben: Sei etwa a : [0,27] — R3, a(t) = (re,0), r > 0. Hier miissen wir zunchst
nach der Bogenlédnge umparametrisieren. Es ist (¢g := 0)

t
s(t) == / |/ (T)] dT = rt
0
mit  s([0, 27]) = [0, 277, so dass sich als Umparametrisierung nach der Bogenlénge
ergibt:
a:[0,2n] — R?, a(s) := a(s/r).
Die Kriimmung von K von & ist geméf

a’(s) i (% 0/(8/7“)) = % a’(s/r) = %( — eiS/T,O)

:ds T

dann gegeben durch 1/r. Anders gesagt: Die Kriimmung der Kreislinie ist
umgekehrt proportional zum Radius. Ist o : I — R? nach der Bogenlinge
parametrisiert und [ die umgekehrt durchlaufene Kurve, also 8(s) := a(—s) fiir
seJ:={—-7:7 €}, sogilt

B(s) =—d(=s) = [F]=1

und (7(s) = a’(—s), so dass kg(s) = Ka(—s) ist.

Sei a : I — R3 nach der Bogenlinge parametrisiert. Dann ist o/(s)-a/(s) =1 also
0=a/(s)-a"(s).

Schreibt man ¢(s) fiir den Einheitstangentenvektor o/(s) und definiert fiir
k(s) # 0 den Normalen- oder Hauptvektor

so gilt
t(s)-n(s) =0,

der Hauptnormalenvektor ist senkrecht zum Einheitstangentenvektor.

DEFINITION:
Sei a : I — R3 nach der Bogenlinge parametrisiert.

a) Punkte s € I mit x(s) = 0 (<= a'(s) = 0) heiflen singulidre Punkte der
Ordnung 1 . In singuldren Punkten der Ordnung 1 ist der Normalenvektor
nicht definiert.

b) Ist x(s) # 0, so heifit die von #(s) und n(s) in R3 aufgespannte Ebene die
Schmiegebene bei s. (engl. osculating plane)
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Nachfolgend sei x(s) # 0 fiir alle s € I. Offenbar gilt

(1) t'(s) = r(s)n(s) )

denn t'(s) = o' (s) = \a”(s)hiii% = k(s)n(s). Da es keine singulidren Punkte der

Ordnung 1 geben soll, ist

wohldefiniert fiir alle s € I und hat wegen [t| =1 = |n|,t-n =0 Lénge 1. Ferner
ist b(s) senkrecht zur Schmiegebene.
b(s) heifit Binormalenvektor in s.

DEFINITION: Frenet’sches Dreibein

Sei a : I — R? nach der Bogenlinge parametrisiert. Ist x(s) # 0, so bilden die
Vektoren t(s), n(s), b(s) in dieser Reihenfolge eine positiv orientierte Orthonor-
malbasis von R?, die das Frenet’sche Dreibein genannt wird.

Als Ma# fiir die Anderung der Schmiegebene kann man die Grofe |b/(s)| ansehen.
Was kann man iiber den Vektor b’(s) sagen?

Es ist
B(s) = (i(s) x n(s))
= t'(s) x n(s) +t(s) x n'(s)

—~
N

t(s) x n'(s)

So dass b/(s)Lt(s). Aus |b(s)| =1 folgt

0= 4 (b(s) - b(s)) = 26/(5) - b(s).

also '(s)Lb(s).

Wenn aber '(s) senkrecht ist zu #(s) und b(s), dann muss wegen ONB-Eigenschaft
von t, n, b der Vektor b'(s) an jeder Stelle s skalares Vielfaches von n(s) sein.
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DEFINITION:
Es sei o : I — R3 nach der Bogenlinge parametrisiert mit o/(s) # 0 auf I, also
k > 0. Dann gibt es genau eine Funktion 7: I — R mit

(2) b'(s) =7(s)n(s), s eI

7(s) heiit Torsion (oder Windung) von « bei s.

Schlieflich berechnen wir noch die Anderung n’(s) des Normalenvektors:
Mit n =b x t gilt (beachte: b=t xn = bxt=(txn)xt=(t-t)n—(n-t)t =n)

n'(s) = %(b(s) x 1(s))
= V(s)xt(s)+b(s) x t'(s)
=7 71(s)n(s) x t(s) + k(s)b(s) x n(s)

—7(s)b(s) — r(s)t(s),

wobei wir b x n V2’ (t x n) x n = —t benutzt haben. Es folgt

(3) n'(s) = —7(s)b(s) — k(s)t(s), s € I.

Wir fassen unsere Rechnungen (1)—(3) zusammen:

SATZ: Frenet’sche Formeln
Sei o : I — R3 nach der Bogenlinge parametrisiert mit x(s) = |a”(s)| > 0. Dann
erfiillt das Frenet’sche Dreibein (t,n,b) das Differentialgleichungssystem

t' = kn

(%) n' = —kt—7b auf dem Intervall 1.
b =mn

Bemerkungen

1.) Das Frenet’sche Dreibein ist eine Funktion (t,n,b) : I — R, links in (x) steht
die erste Ableitung dieser Funktion, rechts vom Gleichheitszeichen steht eine
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Funktion I — R?, die sich aus Komponenten von (t,n,b) teilweise versehen
mit den Gewichtsfunktionen x und 7 zusammensetzt.

2.) Physikalisch kann man sich eine Raumkurve a : I — R3 dadurch erzeugt

denken, dass man eine Gerade biegt (“Kriimmung”) und gleichzeitig verdreht
(“Torsion”). Dies fithrt auf folgende Frage:  Sei I ein Intervall um z.B. 0, auf
dem Funktionen k : I — (0,00), 7 : I — R gegeben sind. Auflerdem sei eine
positiv orientierte ONB (tg, ng, bg) von R? fixiert.
Gibt es dann eine nach der Bogenlidnge parametrisierte Kurve « :
I — R mit (£(0),n(0),b(0)) = (to,n0,bo), deren Kritmmung und Torsion
gerade k bzw. 7 ist? Wenn ja, wie steht es mit der Eindeutigkeit? Dies fiihrt
auf den Fundamentalsatz der lokalen Kurventheorie, der aussagt, dass es bei
Vorgabe von k£ und 7 eine im wesentlichen eindeutige Kurve gibt.

3.) Folgende Bezeichnungen sind iiblich

rektifizierende Ebene := die von t und b aufgespannte Ebene,
Normalebene := die von n und b aufgespannte Ebene,

Haupt- bzw. Binormale := Gerade durch «a(s) in Richtung n(s) bzw. b(s),
Kriimmungsradius = 1/k.

Spezialfall: Ebene Kurven und orientierte Kriimmung

Wir betrachten eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve o : I — R3? mit
a(I) C Ebene in R3, o.E.

a(I) C R? x {0}.

AuBerdem sei o’(s) # 0. Dann gilt (o = (a1, az, 0))

~

—~
»

~—
I

(@1(s), a(s),0),
1

~ k(s)

—~
=

—
—_

(a7(s), @5(s),0),

also
1

b(s) = t(s) x n(s) = @(0,070/1(5)0/2'(5) — aip(s)af(s)).

Per Definition wird die Schmiegebene von ¢(s) und n(s) aufgespannt, die Formeln
fiir ¢ und n liefern:

Schmiegebene in s = R? = R? x {0},

d.h. b=(0, 0, 1) oder = (0, 0, —1), denn b steht auf der Schmiegebene senkrecht
mit Lange 1. Die Konstanz von b bedeutet aber 7 = 0.
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Sei umgekehrt 3 : I — R? nach der Bogenliinge parametrisierte Raumkurve mit x >

0, aber 7 = 0. Dann ist V/(s) ® 0, also b = by fiir einen (konstanten) Einheitsvektor

by. Es folgt:

L (6(5) o) = #(5) - bo = t(s) - bls) = 0,

s
d.h. () liegt in einer Ebene senkrecht zu by.
Damit ist gezeigt

SATZ:
Sei a : I — R? nach der Bogenlinge parametrisiert mit #(s) > 0 fiir alle s € I. Dann
gilt:

Torsion 7 = (0 <—

Spur a C Ebene in R?

Beschrankt man sich also direkt auf ebene Kurven, so ist die Torsion keine geome-
trisch relevante Grofle, dafiir kann man den Kriimmungsbegriff verfeinern:  Sei « :
I — R%2 2= R?x{0} C R3 nach der Bogenliinge parametrisiert mit x(s) = |a”(s)| > 0.
Sei (e1, e2) die positiv orientierte ONB von R2.

(Bild einfigen.)

In R? kann der Einheitstangentenvektor ¢(s) eindeutig durch einen Vektor 7i(s) zu
einer positiven ONB (¢(s), n(s)) ergidnzt werden. Man nennt n(s) den Hauptnor-
malenvektor der ebenen Kurve o und hat wegen o’(s) - ¢/(s) = 0, also

offensichtlich die Beziehung

t'(s) = k(s)n(s)
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mit einer Funktion 5 : I — RR.

DEFINITION:
Mit obigen Notationen heifit £ die orientierte Kriimmung der ebenen Kurve .

Eigenschaften

1) [#(s)| = A(s).

2.) Im Unterschied zu x #dndert & beim Riickwértsdurchlaufen das Vorzeichen
(Ubung).

Diskussion der geometrischen Grofien fiir allgemeine (regulire)
Raumkurven: Formeln fiir ko, 7o

Sei jetzt o : I — R3 eine regulire Raumkurve, also |o/(t)| > 0 iiberall, die nicht
notwendig nach der Bogenlinge parametrisiert. Um Kriimmung, Torsion, ect.,
von « erkldren zu kénnen, miissen wir o nach der Bogenlénge parametrisieren. Dies
ist nicht eindeutig (Wahl des FuBpunktes!), so dass wir nur dann sinnvoll unsere
Begriffe iibertragen kénnen, wenn die Ergebnisse nicht von der Umparametrisierung
abhéngen. Das wird aber das Ergebnis der folgenden Rechnung sein.

Notation:

s = s(u) Bogenldnge, u € I; J := Bild der Bogenlingenfunktion = s(I); u =
u(s) Umkehrfunktion der Bogenlinge J — I; 8 : J — R3, B(s) := a(u(s)),
Umparametrisierung von « nach der Bogenlénge —-

I
N
Q\
—~
g
—~
V)
~—
=
|
W
L
<
—
g
—~
»
SN—
~
Q
~
—~
g
—~
Vi)
~—
~

B'(s) = o/ (u(s))u'(s) = j(U(S)%

o

und fiir die Kriitmmung hat man per Definition

kp(s) = 18"(s)l,
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so dass 3”(s) auszurechnen ist:

A'(s) = o (u(s))u'(s))

Das ergibt
() = B"(s)8"(s)

@ (u())® (o (uls)) - a"(u(s))* | (a"(uls)) - o' (u(s)))*
o (u(s))[* o (u(s)) ° o (u(s))°

= o/ (u(s)[~ [l (u(s))]P|o" (u(s))]* = (o (u(s)) - o (u(s))?]

also

(3)  rpls) = o/ (u(s))|7la’ (u(s)) x o"(u(s))].

Definiert man daher die Kriimmung von « als

Kot T — R, ka(u) = |/ (u)| 3|/ (u) x o (u)| ,

s0 ist ko (u) die Kriimmung kg(s(u)) der Umparametrisierung nach der Bogenlénge
an der Stelle s(u) € J. (Ist « bereits nach der Bogenlinge parametrisiert, so hat man
eine Formel fiir die bekannte Kriimmung!) Fiir die Torsion 75 gilt wegen bj;(s) =

7(s)ng(s):
75(s) = bz(s) - np(s)
£(s)

mit  bg(s) :=1g(s) x ng(s),na(s) := [t5(s)]

und  tg(s) = B'(s). Wir berechnen zuniichst (in der zweiten Zeile werden die Fre-
net’schen Formeln verwendet)

o) = lta(s) X m(s) = th(s) x ma(s) + ta(s) x niy(s)

= k(s)(ng(s) x ng(s)) +ta(s) x n(s) =ta(s) x ny(s).
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Damit folgt (benutze ng = -1t 1%€ Frenet’sche Formel und tg=0'):

st
Tals) = (t5(s) x W) mp(s) = et (69 (5),y(5), ()
()
= (70 (™ )m;@ﬁ’@)
S
=0, daSpa1t02+31.a.
et (5 (0 00 ) =

T5(s) = wp(s) 2 det (8'(s)8"(5), 8"(s)) -

o’ (u(s))

Nun benutzt man noch f'(s) = FACONE berechnet damit 8", 3", um zu sehen:

5(s) = f“’vﬁ(S)_Zla’(U(S))I_G'det(a/(U(S))ﬂ”’(u(S)),a (u(s)))
= —lo'(u(s)) x o (u(s))|7*(a (u(s)) x a"(u(s))) - " (u(s)).

Damit definiert man die Torsion 7, : I — R von « durch

alu) 1= ~ e - o)

25

To(u) entspricht der Torsion 73(s(u)), der nach der Bogenléinge umparametrisierten
Kurve 3 : J — R? in s(u). Ist a selbst nach der Bogenlinge parametrisiert,

so ist eine Formel fiir die Torsion abgeleitet.

Anmerkungen:

1.) Die Formeln fiir k,, und 7, zeigen, dass es giinstiger ist, mit nach der Bogenlénge

parametrisierten Kurven zu arbeiten.

2.) (Ubung!) Tm Spezialfall einer reguliren, ebenen Kurve a(u) = (z(u),y(u))
bekommt man mit analogen Rechnungen als kanonische Definition fiir die ori-
entierte Kriimmung & (u) = (2/(u)? +y'(w)?) 73/ 2[2/ (w)y" (u) — 2" (w)y' ()], d.h.
Ra(u) ist die orientierte Kriimmung #g(s(u)) der Umparametrisierung 8 von «a

nach der Bogenlidnge s. Im Fall einer ebenen Graphenkurve
a(u) = (u, f(u)), u €I,
iiber der z-Achse mit f: I — R heifit das:

Fa(u) = f"(u)(1 + f'(u)?) 52,
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Bevor wir den Hauptsatz der lokalen Kurventheorie diskutieren, widmen wir uns der
geometrischen Interpretation von Kriimmung, Torsion, ect.:

Sei o : I — R3 nach der Bogenlinge parametrisiert mit x > 0. Sei sg € I, o.E.
so = 0. Nach Taylor gilt

a(s) = a(0) + sa’(0) + %sza”(O) + és3o/”(0) + R(s)

mit lims_o s 3R(s) = 0 fiir das Restglied R(s). Um diese Entwicklung vornehmen
zu kénnen, reicht die Information o € C4(I,R3). Wir haben

o' (0) = t(0), ”(0) = k(0)n(0)
und erhalten nach den Frenet’schen Formeln
() =t"(s) = (k(s)n(s)) = K'(s)n(s) + k(s)n'(s)
= #(s)n(s) — k*(s)t(s) — K(s)7(s)b(s),
und mit Abkiirzungen
t =1(0),n = n(0),b = b(0),x = (0),x" = £'(0),7 = 7(0)
folgt:

2.3 2 ] 3
a(s) —a(0) = <s—’{68 >t—|—(/€§+/€68 >n—m(_: b+ R(s).

Nach Translation und Drehung kann man erreichen «(0) = 0, (¢,n,b) = (e1, €2, €3).
Schreibt man noch R = (R, Ry, R.), so ergibt sich die lokale Normalform:

x(s) = s— gk’ + Ry(s),
y(s) = grs®+1/6K's® + Ry(s),
2(s) = —grTs®+ R.(s).

Natiirlich ist diese lokale Normalform gemafl Herleitung nur giiltig in einer Umgebung
von sg = 0. Fiir |s| < 1 dominieren die Potenzen der jeweils niedrigsten Ordnung,
d.h.: Die Projektion von a(s) in die

(x,y)-Ebene (= Anteil (z(s),y(s))) ist die Kurve s +— (s,1/2xs?),
—— ——

Schmiegebene

(x, z)-Ebene (= Anteil (2(s), z(s))) ist die Kurve s + (s, —1/6x75%),
S

rektifizierende Ebene

(y, z)-Ebene (= Anteil (y(s), 2(s))) ist die Kurve s — (1/2rs?, —1/6k75%),
—_—

Normalebene
wobei wir nach obiger Bemerkung die niedrigsten Potenzen iibertragen haben. Es
ergeben sich folgende Bilder fiir die Projektion von a(s) lokal bei 0:
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(Bild einfiigen.)

Beispiel:
Sei a : [, 7] — R? gegeben durch

a(s) = <R cos ;, Rsin Z, h;)

mit gegebenen Parametern h > 0, R > 0 sowie ¢ := v/h? + R?. Es handelt sich um
die auf Normalform parametrisierte Helix, denn

1
t(s) = <—RsinS,RCOSS,h>,
c c ¢ c
R s S
t/ = T 5 ( ) i ) ) )
(s) = (cos -, sin - 0

und damit folgt (k(s) = |a/(s)| = |t'(s)])

R
k(s) =|t'(s)| = -
c
sowie n(s) = i5t'(s) = — (cos £,sin 2, 0).
Weiter ist
€1 €9 es3
h h R
b(s):t(s)Xn(s): —Esin§ Ecosé h — 7Sin*,*f(} vai 7
y sc c sC < C C C Cc C
—Cos ¢ —sin ¢ 0
und geméB b/ (s) = 7(s)n(s) folgt fiir die Torsion 7(s) = —C%.

Wie nach den Frenet’schen Formeln angemerkt wurde, legen diese nahe, dass Raum-
kurven alleine durch Vorgabe von Kriimmung und Torsion festgelegt sind bzw. kon-
struiert werden konnen. Dies wird prézisiert durch
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THEOREM: (Fundamentalsatz der lokalen Kurventheorie)

Sei I := [sp, s1] ein Intervall mit sy < s1. Gegeben seien differenzierbare Funktionen
k: 1 — (0,00) und 7 : I — R. Dann gibt es eine nach der Bogenlénge parametrisierte
Kurve o : I — R3 mit #,(:=Kriimmung von o) = x und 7, (:=Torsion von a) = 7.

a) Ist ap € R? gegeben, und hat man dazu eine positiv orientierte ONB (tg,n0,b0)
von Vektoren aus R? fixiert, so gibt es genau eine nach der Bogenlinge parame-
trisierte Kurve mit Kriimmung x und Torsion 7, welche die Anfangsbedingung

(*) Oz(So) = o, ta(SO) = to, na(SO) = Ny, ba(SO) = by
erfullt.

b) Verzichtet man auf (x) und sind «, # nach der Bogenlénge parametrisiert mit
To = 73 = 7 und Ko = kg = K, so folgt 3 = Sa + c fiir eine orthogonale Matrix
S € R3*3 und einen konstanten Vektor ¢ € R3.

Bemerkung:
b) besagt, dass Vorgabe von Kriimmung und Torsion die Kurve bis auf eine starre
Bewegung (=Translation + orthogonale Abbildung R?® — R?) eindeutig bestimmt.

Der Beweis des Theorems benutzt folgende Aussage iiber Systeme gewochnlicher
Diferentialgleichungen:

Folgerung aus dem Satz von Picard-Lindelof:

Sei [a,b] C R, F : [a,b] x R™ — R" stetig auf [a,b] x R"™ und linear in y € R",
d.h. y — F(s,y) ist fir jedes s € [a,b] linear. Dann gibt es zu jeder Vorga-
be von yy € R™ genau eine Losung y : [a,b] — R™ des Anfangswertproblems

y'(s) = F(s,y(s)), s € I, y(a) = yo.

Es handelt sich bei obiger Feststellung um eine Kombination des bekannten lokalen
Existenzsatzes von Picard-Lindel6f mit einer Abschéiitzung iiber die Groflenordnung
des Existenzintervalls, die fiir lineare Systeme (mit stetigen Koeffizienten) zur glo-
balen Existenz der Losung auf ganz [a, b] fithrt. (Kaballo, Analysis II, 36.1 Satz).

Beweis des Theorems:

Mit etwas uniiblicher Notation schreiben wir & = (t,n,b), t = (£1,£2,&3), n =
(€4,&5,&6), b= (&7,&s, &) fiir die Variable ¢ € RY. Sodann betrachten wir auf I das
Differentialgleichungssystem

(1) &(s) = F(s,£(5))

mit F(s,&) = F(s,t,n,b) := (k(s)n, —7(s)b—k(s)t, 7(s)n). Offenbar ist F(s,-) linear
in der R”-Variablen, und (1) ist offenbar genau dann erfiillt, wenn die Komponenten
t(s), n(s), b(s) von £(s) dem System
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t'(s) K(s)n(s),
(2) W(s) = —r(s)b(s) — K(s)t(s),
V(s) = 7(s)n(s)
der Frenet’schen Differentialgleichungen geniigen. Sei &y = (to,no,bp) eine positiv

orientierte ONB von R3. Dann gibt es genau eine Losung &(s) = (¢(s),n(s),b(s))
von (1) bzw. (2) mit

(3)  &(s0) = &o-

Wir zeigen:  £(s) bleibt fiir alle s orthonormal, d.h. die Vektoren t(s),n(s),b(s)
bilden eine positiv orientierte ONB. Es ist nach (2)

(t
(

n) =t n+t-n=r(n-n)—k(t-t)—7(t-b),
Y = t b+t UV =k(n-b)+7(t-b),

~
=

(n-b) = n-b+n-t'=—k(t-b)—70b b)+71(n-n),
(t-t) = 2t-t' =2r(n-t),
(n-n) = —=2n-n=-2k(n-t)—27(n-b),

(b-b) = 2b-b =271(b-n),

und hier treten links die Ableitungen von 6 skalaren Funktionen (...) auf. Auf
den rechten Seiten stehen lineare Kombinationen dieser Funktionen mit variablen
Koeffizienten. Es handelt sich also um ein lineares System fiir n : I — RS, wobei
m=t-n,...,ne =b-b. Der Anfangswert ist n(sg) = (0,0,0,1,1,1).

Da das System

/

P1 = KPs — KP4 — TpP2,
py = Kp3+Tpa,

Py = —kKp2—Tpe+ Tps,
py = 2kp1,

p5s = —2kp1 —27ps,

P = 27p3

aber auch von p = (0,0,0,1,1,1) gelost wird, folgt wegen der Eindeutigkeit der
Losung zum Anfangswert (0,0,0,1,1,1):

t-n=t-b=n-b=0,[t| =|n| =1b = 1.

(t(s),n(s),b(s)) Dbleibt dann auch fiir alle Zeiten positiv orientiert, denn
det(tg,no,bp) = 1. Da s — det(t(s),n(s),b(s)) stetig ist und nur die Werte
+1, haben kann, folgt aber notwendig det(t(s) n(s) b(s)) =1 Vs € I.

Nun definieren wir die Kurve o : I — R3,
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Offenbar ist |o/(s)| = [t(s)| = 1, so dass « nach der Bogenlinge parametrisiert ist.

Wir miissen zeigen:

Ko(:= Kriimmung von o) = &,
Ta(:= Torsion von «) = T

Dazu greifen wir wieder auf die Differentialgleichungen (2) zuriick: Es gilt nach De-
finition von o

d'(s) =t(s) = a"(s) =t'(s) = k(s)n(s),

und per Definition der Kriimmung 4 (s) = |”(s)|, also ka(s) = |k(s)n(s)| = k(s),
da nach Voraussetzung x > 0 und nach Konstruktion |n| = 1. Fiir die Torsion 7, gilt
die Formel

(@'(s) x a”(s))

ll(s) x a”(s)2

Ta(s) = a(s),

denn unsere Kurve ist ja nach der Bogenlédnge parametrisiert. Es ist o/ (s) = t"(s) =

2 2 . .
s) = (kn) =k'n+rn' = Kk'n — Kkt — kTb, und Einsetzen ergibt:
#Y(s) 2" (kn) = w'n + k' 2 w'n — k2t — k7b, und Einsetzen ergibt
o/ xa” "
Ta T xa 2
(21
E - |tt;:$2 . (/@’n — K2t — /<;7‘b)
_ tX KN _ (tX'I’L)b _
- HT|t><fin|2 b= [txn[2
Setzt man jetzt &(s) := agp + a(s), so ist gezeigt: Die Kurve & ist eine nach der

Bogenlédnge parametrisierte Kurve mit k5 = k, 75 = 7 und den Anfangsbedingungen

N ta(s0) = to, na(s0) = no, ba(so) = bo,
) { a(so) = o,

insbesondere haben wir die Existenz von Kurven mit Kriimmung = s und Torsion
= 7 bewiesen einschliellich der Existenzaussage aus a).

Sei jetzt B : I — R3 nach der Bogenldnge parametrisiert mit Kg =K und g =T
sowie der Anfangsbedingung (x). Dann erfiillen ts ng, bB die Frenet’sche Formeln,
d.h. (t[;, ngs, b[;) 16st (2), und da die Anfangswerte fixiert sind, folgt wegen der ein-
deutigen Losbarkeit des Anfangswertproblems zu (2) sofort ts =ta,ng =na, bB = bs.

Gemif d%ﬁ(s) =t5(s) gilt

d = -
£<0¢—ﬁ(3))

0,

was wegen &(sg) = ag = ((sg) dann insgesamt & = 3 ergibt, womit a) des Theorems
ganz bewiesen ist.
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Wir kommen zur Aussage b): Seien «, 3 : I — R? nach der Bogenléinge parametrisiert
mit Kriitmmung = x und Torsion = 7. Wir betrachten die orthogonale Transformation
S :R? — R? mit

Die Kurve v : I — R?, v := S(a), ist nach der Bogenlinge parametrisiert mit (s.o.)
£,(50) = ta(s0), ny(50) = ma(s0), by(50) = bls0), und da (tg,mg,ba), (b, s, bs)
(2) erfiillen miissen (Frenet’sche Formeln unter Beachtung von k, = K, 7, = 7), folgt
(ty,my,by) = (tg,np,bg) auf I, speziell L(y(s) — B(s)) = ty(s) — tg(s) = 0, mit
anderen Worten: (3(s) = S(a(s)) + ¢, s € I, fiir einen Vektor ¢ € R?. O

83 Globale Eigenschaften ebener Kurven

In diesem Abschnitt betrachten wir nur Kurven mit Spur in R?, die wie immer
nach der Bogenlinge parametrisiert sein sollen. Wir legen hier den Begriff der ori-
entierten Kriimmung zugrunde (Symbol k), die wie folgt definiert ist (vgl. § 2): Es
sei

(Bild einfigen.)

n(s) := der 1-Vektor senkrecht zu £(s), so dass (¢(s),n(s)) gleich orientiert zu (eq, e2)
ist (Hauptnormalenvektor).
Wegen 0 = %(t -t) ist ¢’ Lt, d.h. es gilt mit k(s) € R die Gleichung

t'(s) = k(s)n(s).

DEFINITION:

a) Eine (regulire) Kurve a : [a,b) — R? heifit geschlossen, wenn gilt o¥)(a) =
a®) (b) fiir alle k € No.

b) Die geschlossene Kurve heifit einfach geschlossen, wenn a|(, ;) injektiv ist.
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Bemerkungen:

1.) Da wir mit C*°-Kurven arbeiten, ist a) die in diesen Kontext passende Versi-
on von Geschlossenheit und nicht wie bei nur stetigen Kurven die Bedingung
a(a) = a(b). Beschrinkt man sich auf C™-Kurven, so hétte man entsprechend
zu fordern ¥ (a) = oF)(b) VE < m.

2.) Die Kreislinie « : [0, 27] — R? ist z.B. geschlossen und auch einfach geschlossen.

3.) Man iiberlegt sich leicht « : [a,b] — R? ist geschlossen genau dann, wenn es
eine (reguliire) Kurve & : R — R? gibt mit aljap) = aund a(t+(b—a)) = a(t)
fir alle t € R, d.h. & ist periodisch mit Periode b — a.

Wir beginnen mit einigen einfachen Aussagen globaler Natur

SATZ:
Sei a : I — R? nach der Bogenliinge parametrisiert.

a) Ist ko =0, so ist Spur « in einer Geraden enthalten.

b) Ist die orientierte Kriitmmung k, konstant # 0, so gilt Spur o C Kreislinie.

Der Beweis von a) ist trivial, da dann ¢/, (s) = ko ($)na(s) = 0, also o’(s) =0, d.h. «
ist affin linear. Fiir b) holen wir etwas weiter aus: Sei D : R? — R? die orthogonale
Abbildung

“Drehung um 90° gegen den Uhrzeigersinn”.
Dann gilt nach Wahl von 14(s):  n4(s) = D(t(s)), also:
na(s) = D(ta(s)) = D(ka(s)na(s))
= ka(s)D(na(s)) = ka(s)(D o D)(ta(s))
= —ka(8)ta(s).

Also bekommen wir folgende Version der

Frenet’schen Formeln fiir ebene Kurven:

! ! __
ty = Kalla, My = —Kala

Es handelt sich um ein lineares System fiir (to,n,) mit stetigen Koeflizienten,
und wie in §2 kann man zeigen: Ist eine Funktion k(s) # 0 gegeben, so findet
man zu jeder Vorgabe von ag € R2 (tg,ng) positiv orientierte ONB auf R?2,
genau eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve o : [sg,s;1] — R? mit
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06(80) = Qp, Ra = K, toz(SO) = to, na(so) = no.

Nun zum Beweis von b) des Satzes: Ist k, konstant # 0, so ist nach obigem
Gleichungssystem

d 1 1,

s (a(s) + I{ana(s)> =to(s) + ;ana(s) =0,
also

1 2

a(s) + H—na(s) ={e R

Das bedeutet
1

ja(s) — €] = Tl

alle Punkte a(s) liegen auf der Kreislinie um £ mit Radius 1/|kq]|. O

Eine weitere, einfache globale Aussage ist

SATZ:
Sei « eine nach der Bogenlinge parametrisierte geschlossene Kurve in R2. Dann gilt:

max |kq| > 1/diam(Spur «v).

Hierbei ist diam(Spur o) = maxg, s,¢[q,5 |(51) — a(s2)| der Durchmesser der Menge
Spur «, wobei wir annehmen, dass [a, b] das Parameterintervall ist.

Beweis:

Da die Spur von « : [a, b] — R? kompakt ist, kénnen wir Spur « in eine abgeschlossene
Kreisscheibe D := {¢ € R? : |€ — &]| < R} legen. Wihlen wir hier R minimal, so
beriihrt Spura den Rand 0D in mindestens einem Punkt p (sonst kénnte man R
verkleinern).

Nach geeigneter Drehung und Verschiebung kénnen wir p auf die obere y-Achse
bringen, so dass « lokal bei p als Graph einer Funktion f : (—¢,e) — R geschrieben
werden kann, p = (0, f(0)).

Fiir 9D haben wir dann die Darstellung als Graph von g(z) := v R? — 2. Fiir die
weitere Rechnung beachte man

a) fist in 0 maximal, also f’(0) = 0; (entsprechend fiir g)

b) 0 ist Minimum von g — f und g — f > 0 auf (—¢,¢).
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Die Formel fiir die orientierte Kriimmung im Graphenfall ergibt sodann: (p = «(sg))

[Ka(s0)] = PO/ VIFIFOR = [1"0) = ~£"(0)

= g"(0) — f"(0) —¢"(0) > —¢"(0)

—
>0
g max. in 0
= 19" (0)] = 1g" (0)|/v/1+|g'(0
= |KKreis| = 1/R.

Also ist max |kq| > 1/R, und wegen diam(Spur o) > R (sonst passt Spur « in einen
Kreis mit Rad. < R) folgt die Behauptung. O

Als né#chstes wollen wir den Rotationsindex fiir geschlossene Kurven
a : [0,L] — R? definieren, wobei wir wie immer Parametrisierung nach
der Bogenlinge annehmen. (Dann ist natiirlich L = Linge Spur «a!)

Sei ab jetzt « : [0,L] — R? geschlossene Kurve mit Tangentialabbildung t = o’ :
[0, L] — S' € R2. Mit « ist auch ¢ eine geschlossene Kurve mit Spur in der Kreislinie
S1. Man stellt sich anschaulich vor: Wird Spur o durchlaufen, so durchliuft ¢ den
Einheitskreis einfach oder mehrfach, und diese Zahl der Durchldufe (mit Vorzeichen
versehen) nennt man den Rotationsindex von a.

sei A(s) € [0,2m) der eindeutig bestimmte Winkel zwischen dem Tangentenvektor
t(s) und der positiven z-Achse gemessen gegen den Uhrzeigersinn: (A(s) ist
der orientierte Winkel, der angibt, wie weit man die positive x-Achse gegen den
Uhrzeigersinn drehen muss, damit man ¢(s) bekommt).

Die Funktion 6 ist i.a. unstetig, denn ist é(so) = 0 und dreht sich ¢ gegen den
Uhrzeigersinn, so hat man fiir s > sy nahe so sehr kleine 6-Werte, wogegen fiir
s = sg — € nahezu der Wert 27 vorliegt.

Das unangenehme Verhalten von 0 wird “beseitigt” durch

Lemma:
Es gibt eine stetige Funktion 6 : [0, L] — R mit

(%) 0(s) = 6(s) mod (2).

Die Funktion (s) erfiillt gemé$ (x) also die Beziehung 5= [0(s) — 0(s)] € Z.

Beweis:
Die Tangentenabbildung ¢ : [0,L] — S! ist auf dem kompakten Intervall [0, L]
gleichmafig stetig, zu € > 0 gibt es daher § > 0 mit

|s1 — sa] < d = |t(s1) — t(s2)] < e.
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Speziell kann man fiir € > 0 klein genug erreichen, dass t(s1), t(s2) im Fall [s; —sa| < §
in einer offenen Halbebene liegen. Man zerlegt [0, L] in der Form

O=sp<s1<...<s =1L

mit Teilpunkten s;, fiir die s; — sj_1 < d gilt. Wir definieren 6 stetig und mit ()
zunéchst auf [sg, s1|, danach wiederholt man diesen Prozess induktiv und hat die
Aussage des Lemmas.

Fall 1:  6(sg) =0 (= t(so) = (1,0)) (kritische Lage!)
Dann sei fiir s € [so, s1]

0(s) = é(s), falls y—Koordinate von t(s) > 0
~ | 6(s) — 2, falls y—Koordinate von t(s) < 0

Fall 2:  6(s) € (0,2m)

Fiir & passend ist dann 6(s) > 0 auf [sg, s1] und man kann 6 := 6 auf [s, 51] definieren.

Nun argumentiere man entsprechend auf [s1, s3] usw. 0

Insbesonder ist (wegen 6(0) = 6(L)!)

.1
"o

[0(L) — 0(0)] € Z.

Es handelt sich bei dieser ganzen Zahl um eine Invariante, die nicht von der spe-
ziellen Hilfsfunktion 6 des Lemmas abhéngt: Ist 6* eine zweite Funktion (also stetig
und mit (%)), so gilt

0% (s) — 0(s) = 0% (s) — O(s) — (9(3) - é(s)) =27 (n*(s) + n(s)) =: 2rm(s)

mit Funktion n,n* : [0, L] — Z. Die Funktion 6* —6 ist stetig, das geht aber nur, wenn
m(s) = m fir ein m € Z ist. Es folgt: 0* = 04 2mm, also 8*(L) —6*(0) = (L) —0(0).
Das rechtfertigt

DEFINITION:
Es sei a : [0, L] — R? eine geschlossene, nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve.
Ist 6 wie im Lemma, so heif3t

1
I, = —
@ 2

(L) —6(0)] €Z

der Rotationsindex der Kurve .

Zum Beweis der Existenz der Funktion # wurde lediglich benutzt, dass die Tangen-
tenabbildung t(s) stetig ist mit ¢(0) = ¢(L).



Differentialgeometrie 36

Wegen (%) aus dem Lemma und geméB der Definition von 6(s) gilt

t(s) = (cosf(s),cosb(s))
n(s) = (—sinf(s),cosb(s))

also t'(s) = 0'(s)n(s), d.h. nach Definition der Kriimmung x(s) = 6'(s).

Wir erhalten daraus die Integraldarstellung des Rotationsindex von «

2nl, = 6(L) —0(0) = L K(s) ds.

Hier steht, dass % fOL k(s)ds eine ganze Zahl ist, was apriori nicht klar ist. Viele
Autoren benutzen die Gleichung auch zur Definition von [I,. Als Anwendung der
Begriffsbildung beweisen wir den berithmten

THEOREM: (“Umlaufsatz”)
Sei a : [0, L] — R? eine nach der Bogenlinge parametrisierte, einfach geschlossene
Kurve (d.h. aj 1) ist injektiv). Dann gilt:

Rotationsindex I, € {+1, —1}.

Beweis (nach Heinz Hopf, 1935):

Anschaulich ist klar, dass es einen Punkt p € Spur a gibt, so dass Spur « ganz auf
einer Seite der Tangente in p liegt. Dazu nehme man eine Gerade, die Spur « nicht
trifft (existiert, das Spur o kompakt) und verschiebe diese solange parallel bis sie zu
einer Tangente wird.

O.E. kann man annehmen, dass p = a(0) = «(L) ist, sonst parametrisiere man um,
was den Index nicht dndert.

Auf dem Dreieck Ay := {(s,u) € R?: 0<s<u<L}

betrachtet man die Sehnenabbildung

% ,s<u, u—s<L
o(s,u) =14 o(s) ,s=0
—a/(0) ,s=0, u=1L

Da « einfach geschlossen ist, ist o (s, u) wohldefiniert, denn in der ersten Definitions-
zeile ist s = 0,u = L(= a(u) = a(s)) “verboten”, nur fiir diese Wahl ist a(u) = a(s).
Auflerdem ist o stetig: Dazu ist zu priifen:

1.) Ist 0<sp <L, sogilt

lim
(s,u)—(s0,50),u>s |a(u) —

und



Differentialgeometrie 37

2.)

i aw—als) __
(87U)—>1%(€I,1L),u>s la(u) — afs)] - (0)

ad 1.) Firs<w, u—s<List

| aw)—a(s) |71

u—s

)

alwals) - 1 (10 a(s+ plu—s))dp = [ o/(s + p(u — 5))dp — o (s0)

u— u—s

falls (s,u) — (s0,50), 50 > 0,u > s. Also:

lim o(u)
(s,u)—(s0,50),u>s \a(u)

o) _ als0) _
Tl ()] )

wegen |/(so)| = 1.

ad 2.) Seien s < u,u—s < L. Es gilt a(s) = a(s+ L) (« L-periodisch fortgesetzt),
also

(s)  a(u)—a(s+L) u—(s—L)

(s)] u—(s+1L) |o(u) —a(s+L)|

mit (a(u) —a(s+L))/(u—(s—L)) —a'(L) bei uw— L,s—0,u>s.(s.0.)

GemiB u — (s + L) < 0 gilt dann bei diesem Grenziibergang
u—(s+L)/la(u) —a(s + L)] — —=1/]a’(L)],

was wegen |o/| =1 und o/(0) = &/[L) die Aussage 2.) ergibt.

Die weitere Vorgehensweise zur Berechnung von I, sieht so aus:

e [, wird vom Tangentialfeld ¢, bestimmt und wie nach der Definition des Ro-
tationsindex vermerkt, kénnen wir fiir jede stetige Kurve T : [0, L] — S! eine
Zahl I7 € 7Z definieren sofern T'(0) = T'(L) ist. (Man mache einfach die Kon-
struktion nach!) Speziell ist I, = I, .

o Ist T, : [0,L] — S1,0 < p < 1, eine Familie geschlossener Kurven, die stetig
von p abhéingt, so ist p — Ir, stetig, also = cons ¢, da Z-wertig.

e Man suche eine Schar T}, so dass Ty = t(= t,) ist, und gleichzeitig 7 eine so
einfache Gestalt hat, dass man /7, ausrechnen kann.

Um diese Schritte auszufiihren, sei

— L'((l_u)57(1+u)8)a0§5§1/2
uls) _{ L-(1+u)s—u,(1-u)s+u), 1/2<s<1,
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wobei 0 < u < 1 als fixierter Parameter gedacht wird. Es gilt: ¢, hat Werte in Ap,
fiir jedes u € [0,1], ¢, passt bei & stetig zusammen und auch (s, u) — ¢, (s) ist eine

stetige Abbildung [0, 1] x [0,1] — Ay, speziell ist

900(5) = L(Sa S)

Alle Spuren starten in (0,0) und laufen wie angedeutet nach (L, L), die Spur von ¢g
ist die Diagonale. Es sei schliellich

T,:=00p,:0,1] =S, 0<u<1.

Man hat Stetigkeit von o, also Stetigkeit von jeder einzelnen Kurve T, aber of-
fensichtlich ist auch (s,u) — Tu(s) = o(pu(s)) stetig wegen der Stetigkeit von
(s,u) — @yu(s). Daher und mit den Vorbemerkungen ist

Rotationsindex I, der Kurve T}, = konst € Z.

(beachte: T,,(0) = Ty, (1) = &/(0), T, erfiillt also die Erfordernisse zur Definition des
Index!)

AuBlerdem: Ty(s) = o(po(s)) = o(L(s,s)) = &/(Ls), m.a.W.: Iy, = Ty, so dass
obige Zahl “konst € 7Z” gerade I, ist. Insbesondere folgt:

Ioc :IT1 3

und den Index von 77 kéonnen wir in einem letzten Schritt ausrechnen:

Esist Ty =00y :[0,1] — St .

Durchléuft s das Intervall [0, 1/2], so durchlduft o(¢1(s)) = o(0,2Ls) = %

die normierten Sehnen vom Punkt «/(0) aus, wobei o(1(0)) = o/(0),0(¢1(3)) =
—a’(0) , wobei o(p1(s)) stets auf derselben Hilfte von S* bleibt, da Spur « ja auf
einer Seite der Tangente in « in «(0) bleibt. Die Anderung des Winkels ist also 7
oder —.

Fiir s zwischen % und 1 variiert

B _ afl)—a2Ls—L)  «a(0)—«a(2Ls — L)
olpr(s) =o@Ls = L. L) = (0 = 5T )~ a(0) —a(2Ls — L]

offensichtlich genau in der anderen Hilfte von S*, die Winkelinderung (von —a/(0) =
o(p1(1/2)) auf /(0) = o(¢1(1))) ist wieder +7 oder —n (in beiden Fillen gleiches
Vorzeichen), insgesamt folgt 2w oder —27 also Winkeléinderung, so dass [, = +1.

0
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Korollar:
Es sei « : [0,L] — R? eine einfach geschlossene, nach Bogenlinge parametrisierte
Kurve. K, bezeichne die orientierte Kriimmung. Dann gilt:

a) fOL Kads = £27. (Die GroBe fOL kads wird auch Totalkriimmung von « genannt.
Fiir einfach geschlossene Kurven ist diese also +27.)

b) Ist [ka| > 1 fiir ein r > 0, so ist L = L(a)(= Lénge von a) < 277
) Aus ko] < I folgt L(a) > 27r.

d) Esist max|kq| > 27/L .

Beweis:
a) Fiir geschlossene, nach der Bogenlinge parametrisierte Kurven wurde gezeigt

L
2ml, :/ Ka($) ds,
0

so dass die Behauptung fiir einfach geschlossene Kurven aus I, = +1 folgt.
c) Es ist mit a) 27 = \fOL Kads| < fOL |ko|ds < £ also L > 27r.

b) Die Voraussetzung |kq| > 1/r liefert speziell, dass k. keinen Vorzeichenwechsel
hat. Also gilt wieder mit a): 27 = \fOL Kads| = fOL |ka|lds > L/r, d.h. L < 27r.

d) Wire max |kq| < (1 — €)2n/L fiir ein € > 0, so ergibt ¢):

1

L>2n—m—
- 7T(1—5)27r

L>L,

was unmoglich ist. O

Konvexe Kurven

Eine konvexe Kurve in der Ebene wird anschaulich dadurch beschrieben, dass fiir
jedes sg € I die Spur ganz auf der einen Seite der Tangente durch den Kurvenpunkt
a(sp) liegt.

DEFINITION
Sei a : I — R? eine nach der Bogenlinge parametrisierte, geschlossene Kurve. o
heiflt konvex, falls gilt:

(a(s) — a(s0)) - nal(so) >0 Vsel,spel oder
(a(s) — a(s0)) - nal(so) <0 Vsel,spel

Hierbei ist ny(sg) der Normalenvektor zu « in sg.

Ubung:
Man {iiberlege, dass obige Ungleichungen genau bedeuten, dass Spur « iiberall ganz
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auf einer Seite der Tangente liegt!

Konvexe Kurven lassen sich durch das Vorzeichen der Kriimmung beschreiben - es
darf keinen Vorzeichenwechsel geben (vgl. dies mit f” > 0 fiir reelle Funktio-
nen!).

THEOREM  (Charakterisierung konvexer Kurven)
Sei o : [0,L] — R? eine nach der Bogenlinge parametrisierte einfach geschlossene
Kurve. Dann gilt:

Ra(s) >0 Y0O<s<L
o konvex <— oder

Ka(s) <0 VO<s<L.

Bemerkung:

Eine einfach geschlossene, konvexe Kurve zerlegt anschaulich den R? in genau
zwei Teile, nimlich die konvexe, beschrinkte Teilmenge des R?, die von Spura
umschlossen wird, und den dazu disjunkten unbeschrinkten Rest. Allgemeiner (ohne
Kriimmungsvoraussetzung und daher viel schwerer zu beweisen) gilt der folgende
topologische Satz

Jordan’scher Kurvensatz:

Sei a : [0, L] — IR? eine lediglich stetige, einfach geschlossene Kurve. Dann hat
R2? — Spur a genau 2 Zusammenhangskomponenten, eine ist beschriinkt (“Innenge-
biet”), die andere unbeschrinkt (“AuBengebiet”).

Beweis des Theorems:

1.) Es sei zunéchst o konvex im Sinne der Definition. Dann gilt etwa in s € [0, L]
(a(s) — a(s0)) - na(so) > 0 Vs € [0, L]. Gleichzeitig hat man die Taylorentwick-
lung bei sg.

a(s) — a(so) = (s — s0)ta(s0) + 3(s — S0)%ka(s0)na(s0)+ Restglied, wobei das
Restglied R(s, so) die Eigenschaft hat, dass
lim (s — s0) "2R(s,s0) =0

S—So

gilt. Es folgt:

0 < (s — s0)"*(a(s) — a(0)) - na(s0)

= (s —50) " tal(s0) - Nals0) +%/€a(80) na(S0) - Na(S0)
=0 =1

+(s — 50) "2R(s, 50) - na(50)
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und nach Grenziibergang s — sg : %/{a(so) > 0.

2.) Sei 0.E. ko > 0 auf [0, L].
Annahme: « ist nicht konvex... O

DEFINITION

Sei a : [0, L] — RR? eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve. Ein Schei-
tel (“vertex”) von « ist eine lokale Extremstelle sy € [0, L] der orientierten
Kriimmung.

Interessant ist diese Begriffsbildung fiir geschlossene Kurven:

Kreis:  jeder Punkt ist Scheitel
Ellipse: es gibt genau vier Scheitel

(bezogen auf regulére Parametrisierungen!)
Ein bertihmter Satz sagt, dass es fiir konvexe Kurven mindestens 4 Scheitel geben
muss.

THEOREM  (Vierscheitel-Satz)
Sei « : [0, L] — R? einfach geschlossen, nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve.
Ist o konvex, so gibt es mindestens vier Scheitel.

Beweis (nach Herglotz, 1913):

1.) Als stetige Funktion [0, L] — R auf dem Kompaktum [0, L] nimmt £, seine
absoluten Extremwerte an mindestens zwei Stellen an. (Das ist klar, falls
min kK, < max kq. Gilt “=", so ist jede Stelle Extremum, und man ist fertig.
Man kann daher nachfolgend “<” annehmen!) Es gibt also mindestens 2 Schei-
tel, Smax und Spin. Nach Drehung und Verschiebung kann man erreichen, dass
die z-Achse durch a(spin) und a(smax) geht.

2.) Man iiberlegt sich: Die x-Achse hat keinen weiteren Punkt zwischen y; und xo

mit Spur o gemeinsam. Nehmen wir an, dass es doch einen dritten gemeinsamen
Punkt y gibt.
Ist die Tangente in x gleich der x-Achse, so verlauft wegen der Konvexitét von
« ein Teil der Spur von « in dieser Geraden, was K(Smin) = K(Smax) = 0 ergibt,
Widerspruch. Also schneidet die Tangente in x die z-Achse genau in y, dann
liegen aber a(smin) und a(smax) auf verschiedenen Seiten der Tangente, was
auch der Konvexitdt widerspricht.

3.) Also schneidet « die x-Achse nur in x7 und xa.

O.E. seien £4(0) = min Ky, ka(s*) = max Ky, also 0 = Syin, $* = Smax € (0, L).
Hitte a nur diese beiden Scheitel, so wire

K, >0 auf [0, s

und
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(andernfalls hétte r, weitere lokale Extremal). Schreibt man a(s) = (z(s), y(s)), so
folgt
kL (s)y(s) >0 Vs e |0, L]
(¥) { oder
ko (s)y(s) <0 Vs e |0, L],

«

denn es ist nach Konstruktion
y(s) > 0 auf [0,s"] und y < 0 auf [s*, L]

oder umgekehrt.
Mit ta(s) = (&/(5),5/(5)), ma(s) = (=4/(5),2/(s)) und t4(s) = ka(s)na(s) folgt (1%
Komponente der letzten Gleichung)

(ex)  2"(s) = Ka(s)(=y'(s)) -

Nehmen wir an, dass die 1%€ Zeile von (*) zutrifft. Dann ist

L L
0 < /0 Kb (s)y(s) ds:—/o ka(8)y'(s)ds

wegen o (0) = o/ (L). Dabei haben wir partiell integriert. Wegen der Geschlossenheit
von « gibt es keine Randterme. Es folgt wegen (x) s,y = 0 auf [0, L], also s, = 0.
Dann ist k, = const, « ein Kreis, was unserer Annahme (nur 2 Scheitel existieren)
widerspricht. Also gibt es mindestens 3 Scheitel. Dann findet man aber auch 4, da
sich Max.- und Min.-stellen abwechseln. U

Zum Abschluss diskutieren wir die wohl berithmteste Aussage:

THEOREM  (Isoperimetrische Ungleichung)
Es sei C eine einfach geschlossene Kurve in R? mit Linge L. A sei der Flicheninhalt
des von C' eingeschlossenen Gebiets. Dann gilt

AT A < [2

mit “=" genau dann, wenn C' ein Kreis ist.

Bemerkung:

1.) Denkt man sich die Lénge L als fest vorgegeben, so ist also fiir Kurven C' mit
Linge = L die Fliche A kleiner als L? /47 auler wenn C ein Kreis ist, da dann
“=" eintritt. Mit anderen Worten: bei gegebener Linge maximieren genau die
Kreise den eingeschlossenen Inhalt.
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2.) Ohne den Jordanschen Kurvensatz ist unklar, was mit dem “von der Kurve
umschlossenen Gebiet” gemeint ist.

Beweis (nach Erhard Schmidt 1939):

1.) Wir leiten zunéchst eine Formel fiir den Flidcheninhalt A ab. G sei das “In-
nengebiet”, das von der Spur der einfach geschlossenen Kurve a : [0, L] — R?
berandet wird. (Wir nehmen « als nach der Bogenlidnge parametrisiert an!)

O.E. sei a positiv orientiert, d.h. n,(s) ist innere Normale (zeigt in G hinein)
an 0G.

(Bild einfigen.)

Das duBere Normalenfeld v : 9G — R? ist per Definition

v(§) = —nals), &= als),
und es gilt der Satz von Gauf

(1) /divF d:cdy—/ v-FdH!
G oG

fiir Vektorfelder F' : G — R2. Hierbei ist rechts mit d H! die Integration bzgl.
des Hausdorff-Mafles gemeint bzw. mit Riickgriff auf die Parametrisierung o
i

st
L
[ = vlalo- Fla) ()] ds
oG 0 T

Slchreibt man «a(s) = (z(s),y(s)), so ist v(a(s)) = —na(s) = (V' (s), —2'(s)),

L
(2) t/Fwﬂ¢=/(WM$MWM$—W@@W@M%»%-
oG 0
Man wiéhlt in (1)

F(z,y) = (z,0) bzw. (0,y) bzw. %(fv,y) .
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Fiir alle drei Falle ist div F' = 1, also

A= / div F'dx dy ,
G

mit (2) berechnet man die Integrale iber G und bekommt

44



Kapitel 2

Flachentheorie

81 Beschreibung parametrisierter Flidchen - Grundbe-
griffe

Die Theorie differenzierbarer Kurven fasst die Kurven als Abbildungen « : R D
I — R? oder R? auf. Wir iibertragen diesen Standpunkt sinngemif auf Flichen
und betrachten zunéchst global parametrisierte Fldchen. Spéter erweitern wir diese
Vorstellung und definieren Flichen als Punktmengen in R3, die lokal parametrisiert
werden koénnen.

DEFINITION (parametrisierte Flichen)
Sei Q C R? offen.

a) Eine (beliebig oft) defferenzierbare Abbildung X :  — R3 heifit parametri-
siertes Flichenstiick bzw. Fliche, falls gilt:

1.) Fiir alle (u,v) € © hat die Ableitung DX (u,v) : R? — R3 maximalen
Rang (= 2).
2.) X ist injektiv und X! : X (Q) — € ist stetig.

b) Der Untervektorraum DX (u, v)(IR?) heifit in diesem Fall Tangentialebene an
X in (u,v) seine Elemente heifen Tangentenvektoren an X in (u,v).

Bemerkungen:

1.) DX (u,v) wird repriisentiert durch die Matrix (X, X,)(u,v) mit den Vektoren
Xy = %X und X, = %X. Die Rangbedingung besagt, dafl diese an jeder
(u,v) des Parametergebiets (2 linear unabhéngig sind. Man schreibt

TuwmX
fiir die Tangentialebene und hat die Darstellung

T(U,U)X = {AXU(U,U) + ﬂXv(U7’l)) : A,,u € R} .

45
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2.)

Sei (uo,vo) fixiert in ©, ¢ := X (ug,vg) € R3. Man setzt
T(UO,UO)X = {a/(0) : a: (—¢,e) — R3 Kurve mit Spur o € X(Q), a(0) = &},

d.h. man betrachtet die Tangentenvektoren an Kurven mit Spur in X ()
durch &. Sei Bi(t) = (uo,vo) + te;, i = 1,2. Dann ist «;(t) := X(0:i(t)) ei-
ne solche Kurve mit of(0) = 0;X (ug,vp), so dass X, (uo,v0), Xy (ug,vo) zu
T(UO’UO)X gehoren. Genauso sieht man (G(t) := (ug,vo) + tAer + tues), dass
AX (ug, vo) + Xy (ug, vo) € T(uO,UO)X ist. Es folgt TX C TX. Sei umgekehrt
a/'(0) € T(uo,vo)X- Man setzt 3 := X ~!(a). Dann ist 3'(0) = Aej + juea, und aus
a = X o3 folgt &/ (0) = DX (up,v0)(3'(0)) = AXy(uo, vo) + uXy(uo, vo), womit
@ (0) € Tyg00)X bewiesen ist. Insgesamt ist gezeigt: T{y, vo) X = T( X.

u0,0)

Der Satz iiber die inverse Abbildung liefert bei entsprechender Anwendung [vgl.
Do Carmo, Prop.2, p.79], daB X : Q — R? alleine mit a)1.) zumindest lokal
injektiv ist und lokal eine stetige Inverse hat. Das bedeutet nicht die globale
Injektivitdt von X, die Fldche kann Selbstdurchschneidungen haben, was wir
mit a.)2.) ausschliefien.

Beispiel:

1.)

(parametrisierte Ebene) Seien 4,B,C € R?® und X : R? > (u,v) —
C + uA + vB. Dann ist DX (u,v) = (AB), also: Rg DX (u,v) = Rg (AB),
und der Rang ist maximal genau dann, wenn A und B linear unabhingig

sind. Nehmen wir dies an, so ist X natiirlich injektiv, also eine parametrisierte
Fldche. Offenbar gilt:

Bild (X) = {uA+vB+ C:uw € R} = affine Hyperebene durch C.
An jeder Stelle (u,v) ist dagegen
T(u,U)X = {)\A +uB: A\ ue ]R},

denn Tangentialebenen gehen per Definition immer durch 0 € R?. Hier ist die
Tangentialebene die in den Ursprung verschobene affine Ebene X (R?).

(parametrisierte Graphen) Es sei O C R? offen und f : Q — R differen-
zierbar. Wir definieren die Graphenabbildung

X : Q3 (u,v) — (u,v, f(u,v)).

Dann ist X eine parametrisierte Fliche im Sinne der

DEFINITION
Differenzierbarkeit und Injektivitéit sind klar. Weiter ist X, = (1,0,20) X, =

(0,1, g—{:), so dass X, X, iiberall l.u. sind. Fiir die Tangentialebene gilt

’ Ju

TumX = {A1,0,80) + (0,1, 80) : \, € R}
= {O AL+ 180y N e RY.
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Konkret:

a) (Parabel) Sei f(u,v) := u? +v% X (u,v) := (u,v,u® + v?). Es ist

1 0
DX(u,v)=| 0 1
2u 2v

und Ty )X = {(A, 1, 22u + 2p0) : A, p € R}

b) (obere Halbsphire) Mit Q = {(u,v) € R? : u? + v? < 1} sei f(u,v) =
1—u? =% (u,v) € Q. Dann ist das Bild von X (u,v) := (u,v, V1 — u? — v?)
die obere Halbsphire in R?. Es gilt

X, = (1,0,—u/VI—uZ—o?),
X, = (0,1, —v/vV1—u?—12?).

Speziell folgt Tion X = {(A, 11,0) : A\, p € R} = R? x {0}.

Oft dndert man das Parametergebiet {2. Man spricht dann von einer

DEFINITION  (Umparametrisierung) .
Sei X; gl - R3 eine Fléche. Ist Q C R? offen und ¢ : Q — € ein Diffeomorphismus, so
heit X : Q — R3, X := X o ¢, die mit ¢ umparametrisierte Fliche. Ist det Dy > 0,
so heiflt die Umparametrisierungt orientierungstreu.
Beispiel:
Q={(u,v) eR?:0<u?2+0v2 <1}, Q:={(r0):0<r<1,60€]0,2n)},
©(r,0) := r(cosh,sinf) = re’ (Polarkoordinaten) = det Dip(r,6) = r > 0

FEine weitere wichtige Notation ist die Einteilung von Vektorfeldern relativ zu einer
gegebenen Fléche:

DEFINITION
Sei @ C R?2 und V : Q — R? differenzierbar.

i) Das Vektorfeld V heifit tangential lings einer Fliche X : Q — R3, falls
gilt:

V(u,v) € Ty X V(u,v) €Q
ii) Das Feld V' wird normal lings der Fliche X genannt, falls

V(u,v) € (T(W))X)L V(u,v) € Q= V(u,v)W =0 V(u,v) €Q, YW €T, )X .
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Kanonisches Beispiel:

Xu, X, : 2 —R?*  tangentiale Felder lings X ,

X : Q — R3? Fliche —
Xy x X, : Q — R?® normales Feld lings X .

beachte: X, x X, # 0, da X,, X, lLu.!
Alle tangentialen VF (=Vektorfelder) lings der Fliche X lassen sich aus X,, X,
linear kombinieren, genauer:

SATZ 1.

Sei X : Q@ — R3 eine Fliche, V sei tangentiales VF lings X. Dann gibt es
differenzierbare Funktionen o, : 2 — R mit * V(u,v) = a(u,v)Xy,(u,v) +
B(u,v) Xy (u,v), (u,v) € Q.

Sind umgekehrt «, 8 differenzierbar auf €2, so wird durch * ein tangentiales VF ldngs
X definiert.

Beweis:

Die “umgekehrt” Aussage ist klar! Sei V : 2 — R? als tangential VF lings X. Da
Xy und X, Lu. sind und T{, )X an jeder Stelle (u,v) € 2 aufspannen, folgt, dass es
eindeutig bestimmte Funktionen o, 3 : 0 — R mit * gibt. Um deren Differenzierbar-
keit zu beweisen, leiten wir Formeln fiir o, 3 ab, wobei die Stelle (u,v) fortgelassen
wird: Aus * folgt (Skalarprodukt mit X,, und X,)

aXy Xy + 06Xy Xy = V- Xy,
aXy Xo+8X, Xy, = VX,

Historische Symbolik (geméf Gauf):

E = E(u,v) = | Xy |}, F = Fu,v) = Xy - Xy,
G :=G(u,v) := | X,|?

Damit schreiben sich obige Gleichungen als

af +BF = V- -X,, PN E F a (V- X,
aF+p6G = V-X, F G ) \V-X,
Die (2 x 2)-Matrix ist regulér, denn

der( &7 ) = €G- 1FP = NP - (X X0 = X 5 Xl >0,

da X,, X, Lu. Man kann also auflésen mit dem Ergebnis
() a '\ 1 g -F V- X,
B) EG-F\ -F & VX, )

An dieser Darstellung von «, 3 liest man die Differenzierbarkeit von «, 3 sofort ab,
denn die rechte Seite von (%) hingt differenzierbar von (u,v) ab. O
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Fiir Flichen X : Q@ — R? sind die 3 Vektoren X, X,, X, x X, wichtig, denn sie
beschreiben das tangentiale und normale Verhalten der Fléche.

DEFINITION
Sei X : 2 — R3 eine Fliche. Die Gau3-Abbildung N : Q — S? von X ist per
Definition

N =X, x Xo/|Xu x X,

Das Gauf’sche Dreibein ist die positiv orientierte Basis (X, X,, N) von R3.

Bemerkung:
Per Definition ist |[N| = 1, X,, und X, haben i.a. Norm # 1, so dass (X, X,, N) i.a.
keine ONB ergibt.

Beispiele:
1.) (Graphenflichen)
Mit f:Q — Rsei X : Q3 (u,v) — (u,v, f(u,v)),Q C R? offen. Gemifl
Xy =(1,0,0uf), Xy = (0,1,0, f) erhalten wir

€1 €2 €3

X x X, = det 1 0 Ouf | =—€10uf —e0yf+e3=(=Vf,1),
0 1 O,f
also
1
= Ve v

Das ist die GauB-Abbildung fiir Graphenflichen (N zeigt “nach oben”, d.h. 3te
Komponente > 0)

2.) (Rotationsflichen)
Viele Flédchen lassen sich dadurch erzeugen, dass man eine Kurve im Raum
bewegt. Sei etwa S C R? die Menge, die man erhilt, wenn man eine regulire
ebene Kurve C um eine Achse dieser Ebene dreht, die die Kurve nicht schnei-
det.
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(Bild einfiigen.)

Sei etwa die xz-Ebene die Ebene, in der C liegt, und C' schneide die z-Achse
nicht. Dann kann man die z-Achse als Rotationsachse nehmen. Es sei

a:la,b]3t— (f(),0,9(t) € R?
eine Parametrisierung von C'. Setzt man
X : (0,27) x (a,b) 3 (u,v) — (f(v) cosu, f(v)sin(u), g(v)),

so parametrisiert X offenbar die Flidche S. Man spricht aus naheliegenden
Griinden von einer Rotationsfliche. Es gilt

Xy = (—f(v)sinu, f(v) cosu,0)
X, = (f'(v) cosu, f'(v)sinu, g’ (v)),

Xy x Xy = Xy = (f(v)g'(v) cosu, g'(v) f(v) sinu, —f'(v) f(v)) ,

[ Xu A Xo| = [F(0)[/ f'(v)? + g'(v)*

Da C' die z-Achse nicht schneidet, nimmt man o.e. an, dass C rechts von der
z-Achse liegt, also f(v) > 0 gilt. Dann ergibt sich fiir die Gau-Abbildung
(¢'(v) cos u, g'(v) sinu, — f'(v))

fr(w)?+g'(v)? '
Da wir C als regulidr annehmen, ist o/(t) = (f'(¢),0,¢'(t)) # 0, also N(u,v)
wohldefiniert.

N(u,v) =

Zum Abschluss dieses §en diskutieren wir, wie sich die Gaul-Abbildung N eine Fléche
verhélt, wenn man diese Flache umparametrisiert.

SATZ 2. )
Sei X : Q2 — R? eine Fliiche und ¢ : © — Q eine Umparametrisierung von X. Dann
gilt fiir die Gaufl-Abbildung N von X := X o ¢:
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N(u,v) = sign det Do(a, 0)N(p(av)), (a,0) € Q.

Bemerkung:

Man nennt gp{ 1

orientierungserhaltend - .
orientierungsumkehrend }’ falls det Dy = { -1 } ist. Der Satz
sagt, dass bei Erhalt der Orientierung unter ¢ die Gauf-Abbildung unveréndert
bleibt, man muss sie natiirlich an der richtigen Stelle auswerten, also N = N o ¢

(und nicht N = N).

Beweis:
Nach der Kettenregel ist

Xi (ﬂa /ﬁ) = DX|<,0(11,6)90([EL7 17)(81190(17’ ﬁ)

Oa
= (Xulgp@@,s) Xolpas) < 0,

= 87%01 (fL, f))Xu’go(ﬂ,f)) + 811@2(&) 6)Xv‘<p(ﬂ,f));
analog gilt:

Xﬁ (’ﬂ,, 6) = 817901 (ﬂ,, ﬁ)XuLp(*,fz) + 817@2(71, ﬁ)vatp(ﬁ,ﬁ)'

Dann gilt:
N(a,9) = |Xax X,| N Xa x Xp)(@,0) : Xa(a,0) x Xg(1,0)
= [Oay' (@, 0)0s (@, D) — Oap® (1, D) 050" (@, )] Xu X Xoip(ap)
= det Dgo(&, ﬂ)(Xu X Xv)‘(p(ﬂ,f})
also N(i,) = sign (det Do)N|,a5) - O

§2 Erste und Zweite Fundamentalform parametrisierter
Fliachen

Bevor wir uns mit diesen geometrischen Grofien befassen einige Bemerkungen iiber
quadratische Formen: Ist T ein R-Vektorraum, so versteht man unter einer sym-
metrischen Bilinearform 3 auf T eine Abbildung 8 : T x T — R mit

{ B(U, V)= pB(V,U) (Symmetrie) }
B(aU + bV, W) = aB(U, W) + b3(V,W) (Linearitét)

fiir alle U, V,W, € T,a,b € R. Zu (3 gehort die quadratische Form U — g(U,U),
fiir die man auch das Symbol § = G(U) verwendet. 3 heifit positiv definit, falls

0£U €T = B(U) =B(U,U) > 0.
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Beispiele fiir symmetrische Bilinearformen, die diese Bedingung erfiillen, sind alle
Skalarprodukte, insbesondere auf dem IR™ das Euklidische Skalarprodukt

BXY)=X-YV =) uzy.
=1

Ist n = dimT < oo, eine symmetrische Bilinearform auf 7', und hat man eine
Basis von T' gewéhlt, die aus den Vektoren e, ..., e, besteht, so gehort zu g bzgl.
(e1,...,en) die Fundamentalmatrix

G = (gz'j)lgi,jgm gij = 5(%63’)-
n

n
Fir U = > uje;, V= v;e; folgt
i=1 i=1

BUV) = giju;,
ij=1

d.h. mit G kennt man 5. Wie erhilt sich die Fundamentalmatrix bei einem
Basiswechsel? Sei {fi,..., fn} eine weitere Basis und A = (a;j)1<; j<n die Matrix
des Basiswechsels, der den Ubergang von {fi,..., f,} nach {ejy,...,e,} beschreibt,
d.h.

n
€; = E (lijfj, iZl,...,TL.
j=1

Sei schlieBlich F' = (fr¢)i<ke<n die Fundamentalmatrix von 5 bzgl. {fi,..., fn},
fre := B(fx, fr). Dann gilt:

gij = B <Z aifffazajkfk> = Z ayarB(fe, fr) = Z airjk for
=1 =1

k=1 k=1

anders gesagt: G = AFA!

[Koeff. in Zeile i an Stelle j von AFA" = i"Zeile von A - j% Spalte von F A’
=:(&i5.--6nj)

= ai&p; (mit Summationskonvention)
= ay (' Zeile von F - j Spalte von A")

= ayfmajr = (AFA")i; = ayfoaje| .

Wir betrachten noch folgende Situation: Seien S,T" R-Vektorrdume, L : S — T sei
linear und Pr sei eine symmetrische Bilinearform auf 7. Dann gewinnt man daraus
eine symmetrische Bilinearform (¢ auf S vermége §s(U, V') := p(LU,LV),U,V € S.
Man nennt (s die durch L von (p induzierte Bilinearform. Ist L injektiv und Gr
positiv definit, so auch [;.
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Nun zuriick zur Differentialgeometrie:

DEFINITION (1%¢ Fundamentalform)
Sei X : Q — R3 eine Fliche, Q C R2.

a) An jeder Stelle (u,v) € Q induziert die Inklusion 7, )X — R? durch das
Euklidische Skalarprodukt auf R? eine symmetrische Biliarform auf Tium X,
die man die Erste Fundamentalform nennt, i.Z.: 11, ), 9(u,v)-
Bemerkung:

I () im Sinne von a) ist also einfach nur die Einschrénkung des Euklidischen
Skalarprodukts auf T{, ,) X X ()X

b) Die durch die lineare Abbildung
DX(up) i R = T X
und das Skalarprodukt im R? induzierte symmetrische Bilinearform auf R?

wird ebenfalls Erste Fundamentalform genannt, i.Z. I(y 4, 9(uv)-

Was passiert in b)?  Man nimmt U,V € R?, transportiert diese Vektoren mit
DXy, in T(y.,)X und berechnet dann

* ?]u,v)(Ua V) = DX(U,U)(U) : DX(u,v)(V) )
also das Skalarprodukt in R3. Links in % haben wir zur Unterscheidung § statt g
geschrieben. g, . definiert nun an jeder Stelle (u,v) € Q ein Skalarprdukt in R?,
und schreiben wir gy, ) (DX (y,0)(U), DX (4, 1) (V') fiir die rechte Seite von x (vgl. a)),
so besteht der Zusammenhang

g(u,v) (U7 V) = Y(uw) (DX(u,v) (U)7 DX(u,v) (V)> :

Nun schreibt man fiir die linke Seite wieder g statt g, also gilt folgende Konventi-
on/Interpretation:

UV eR?: Y(u) (U, V) = I 00 (U, V) = DX () (U) - DX 1 (V)
U, f/ S T(U’U)X : g(u’v)(ﬁ, ‘7) = I(u’v)(ﬁ, ‘7) = U . ‘7

Da man in die Binlearform aus a) Vektoren mit 3 Komponenten einsetzt, in die aus
b) dagegen Vektoren aus R?, besteht keine Verwechselungsgefahr.

Bemerkung:

1.) In T{, )X haben wir die kanonische Basis X, (u,v), X,(u,v) bzgl. derer die

Fundamentalmatrix G, der 1te Fundamentalform lautet

(u,?)) I(Xv> Xu) I(Xv7 XU) (uﬂj)

_ (8 ]-'>
TG )

Offenbar ist G, auch die Fundamentalmatrix von I, (bei Interpretation
als Bilinearform auf ]R2) bzgl. der kanonischen Basis e, es von R2.
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2.) Teil b) der Definition interpretiert die 1%¢ Fundamentalform als eine parame-
terabhéngige Schar (u,v) = Iy ) = g(uw), (u,v) € , von Skalarprodukten (s.
Satz 3) auf R?

SATZ 3.

i) Die Erste Fundamentalform I einer Fliche X : Q — R? ist positiv definit.
(Man meint hier I(, ) ¥(u,v) € Q)

ii) (u,v) = I, ist differenzierbar auf 2, d.h. die Koeffizienten g;, : @ — R
der Fundamentalmatrix sind differenzierbare Funktionen.

Beweis:

i) klar, wenn I, ,) gemifl a) definiert wird; geméfl Definitionsvariante b) aber
auch klar, darg DX = 2, also DX, ,) injektiv, und “I = DX - DX7.

i) gem#B g11 = | Xul?, g12 = Xu - Xy, go2 = |Xy|? ist auch hier nichts weiter zu
zeigen.

O

Beispiel:

1.) (Erste Fundamentalform fiir Graphen)
Sei X : Q3 (u,v) = (u,v, f(u,v)) € R® mit f: Q — R differenzierbar. Hier
ist an jeder Stelle (u,v) € Q

E = Xy Xy = 1+ (0uf)?,
G = Xo- Xy = 14(0u),
F = Xy Xy = 0Oufouf
und die Fundamentalmatrix der Ersten Fundamentalform lautet

( 1+ (0uf)®  OufOuf )

Oufouf 1+ (0uf)?

2.) (Erste Fundamentalform fiir Rotationsflichen)
Wir betrachten O.E.

X(u,v) = (f(v)cosu, f(v)sinu, g(v))
mit f(v) >0, u € (0,27),v € (a,b). Mit
X, = (—f(v)sinu, f(v)cosu,0),
Xy = (f'(v)cosu, f'(v)sinu, g'(v))

lautet die Fundamentalmatrix an einer beliebigen Stelle (u,v)

(e o
G““’)‘( 0 f’<v>2+g'<v>2>'

Die Winkelvariable u geht in keiner Weise ein, was nicht iiberrascht.
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Geometrische Interpretation der Ersten Fundamentalform:

Sei X : Q — R? eine Fliiche, w : [a,b] — Q differenzierbar und a := X o w.

(Bild einfigen.)

« ist Kurve in der Flache X mit Lénge

/\a )| dt =

In DX, (w'(t)) wirkt die Ableitung DX,y von X an der Stelle w(t) auf den Tan-
gentenvektor w'(t) € R2. Mit w(t) = (w1 (t),wa(t)) ist

DXy (@' (t)) = Wi () Xu(w(t)) + wh(t) Xo(w(t)),

also gilt

Xow)( ‘dt /|DX 0 (W'(t)|dt .

| DX (' ()] = (DX iy (@' (1)) - DXy (@' (8))) 2 = Ly (' (1), () *

und man bekommt

b
DX ow) = [ Ly /(0. (1) .

Mit der Ersten Fundamentalform kénnen wir also die Linge der Kurve X o w be-
rechnen. Spéater werden wir noch sehen, was I mit Flachenmessung zu tun hat. Wir
schauen uns noch an, wie sich I unter “Transformationen” verhélt.

SATZ 4 (Invarianz von I)
Sei X : Q — R? eine Fliche.

i) Sei B := R+T mit einer Rotation R und einer Translation 7" von R3. (B heifit
dann eine Bewegung von R3.) Dann ist X := B o X eine Fliche (verschoben
und rotiert), und es gilt fiir alle U,V € T(,, ,, X:

I(u,v)(Uv V) = f(u,v)(R(U)v R(V)) :
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ii) Seip: Q — Q eine Parametertransformation und X = X 0. Dann gilt fiir die
Erste Fundamentalform I von X

Beweis:

i) Dass mit X auch Bo X eine Fliche ist, folgt trivial, denn D(BoX) = RoDX,
und wegen Rang R = 3 folgt Rang D(BoX) = 2. Auflerdem gilt: T{,, ,)(BoX) =

R(T ) X).
ii) Fiir (7,9) € Q,U,V € R? ist per Definition
Lan(U,V) = DX|45(U) DX|@snV)

= [(PXlpas o Deliay) @] - [ (7))
= DX|,a) <D90’a15 U) DX|p@a,o (Dw‘(ﬂ7ﬁ)(~))
= L) (Dol (0): Dol (7))

Hat die Parametertransformation ¢ : Q — Q die Form
p(a', @) = (u' @', @*), u? (@', 0%),

so gilt fiir die Fundamentalmatrizen (§;;) von X = X o und (ge) von X die Formel

(i = (i, a)

o) = 3 G (D @)aue(o(0).

ke=1 "

Wir wollen jetzt die Zweite Fundamentalform einer Fliche X : Q — R3,Q c R?
offen, einfithren mit dem Fernziel, etwas iiber die Kriimmung von X sagen zu kénnen.
Kriimmung von X bei (u,v) €  bedeutet anschaulich die Verédnderung der Lage von
T(uw)X, die man auch durch die Veréinderung des Normalenvektors N messen kann.
Deshalb gehen wir zuriick zur Gauf-Abbildung N : Q — S%2, N = X, x Xo/|XunX,|-
Es gilt:
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SATZ 5.

DN(y0)(R?) C Ty X

Interpretation:

N ist eine Abbildung Q — R?, so dass die Ableitung DNy, eine lineare Abbildung
R? — R3 darstellt. In Satz 5 steht, dass diese lineare Abbildung Bild im Unterraum
T(uyX von R? hat.

Beweis:
Bs gilt fiir w = (wy, ws) € R?
DNy ) (w) = w1 Ny(u, v) + waNy(u, v) .
Nun ist 1 = N - N, also
0=(N-N)y=Ny,-N,0=(N-N),=N,-N.
Die Vektorfelder N,, N, sind daher orthogonal zu N, m.a.W. sie sind tangential zur
Fléche, so dass DN, ) (w) € Tuw)X bewiesen ist. O
SATZ (und DEFINITION) 6.
Die Abbildung
R? x R* 3 (U,V) — —DN,.,)(U) - DX(,.,,(V) € R
ist eine symmetrische Bilinearform auf R?, genannt die Zweite Fundamental-

form I1,,) von X im Punkt (u,v) € €.

Beweis:
Da die Ableitungen DN, ), DX (y,) linear sind, ist 11, ) : R2? x R? — R bilinear.
Per Definition von N ist

X, N=0=X, N,

also:
NU'Nu:(N'Xu)v_N'Xuv:_N'XuU7
NuXv:(N v)u_N'Xvu:_N'Xuv7
es folgt

N, - Xy =N, -X,.
Das bedeutet fiir die kanonische Basis (e1, e2) von R?

II(u,v)(eh 62) = _DN(u,v) (61) ’ DX(u,v)(€2) = _Nu(u7v) ) Xv(uﬂ))
= —Ny(u,v) - Xu(u,v) = ... = I (e2,61),
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womit die Symmetrie bewiesen ist. (|

Wie auch fiir I gibt es eine andere Interpretation der Zweiten Fundamentalform:
Sind U,V € Ty, )X, so liegen (DX () H(U) = U, (DX () ' (V) =V in R* und
II(uyv)(U, V) ist wohldefiniert. Statt II(%U)(U, V) schreibt man

U(Tu {g ) (U, V) = =DN,) (DX (4))'U)-V.

und gewinnt mit [ I(:ZX;} ) eine symmetrische Bilinearform auf dem Tangentialraum

Tl X

DEFINITION (Weingarten-Abbildung)

Die lineare Abbildung S0y : Tu)X 3 U = —=DNpy) (DX (u0) " U) € Tiuw)X
des Tangentialraumes T, ., X in sich heiit die Weingarten-Abbildung der Fléche
X.

Mit dieser Notation konnen wir schreiben

1)U V) = S (U) -V fiie UV € Ty X -

(u,v
Wie sieht die Fundamentalmatrix von Il ) bzgl. (e1,ez2) aus? Es ist nach
den Rechnungen zu Satz 6
II(u,v)(ela 62) = _Nu(uvv) : XU(U,’U) = _X(u,v) ’ Nv(l’ﬂ)) = II(u,v)(GQa 61) )
I (e, e1) = —=Ny(u,v) - Xoy(u,v) = N(u,v) - Xy (u,v) =: L,
—Ny(u,v) - Xy(u,v) = N(u,v) - Xop(u,v) =: N .

II(u,v) (€2a 62)
Setzt man noch
M = - X, (u,v) - Ny(u,v) = N(u,v) - Xyp(u,v),

so lautet die Fundamentalmatrix bzgl. (e, e2):

(/6[ j\\//l ) 2 11 (auf R2x R?).

Man erhélt dasselbe Resultat fiir die Fundamentalmatrix von II7X bzgl. der Basis
Xy, X, im Tangentialraum. (Andere Notation: (e, f, g) statt (£, M,N).)

Nach Satz 4 passiert bei Transformation mit der Ersten Fundamentalform “nichts”,
auBer dass man natiirlich die Daten (FuBipunkt, eingesetzte Vektoren) entsprechend
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transformiert. Bei I1 ist das nicht ganz so: Die Orientierung der Transformation
spielt eine Rolle!

SATZ 7.

Sei X : Q — R3 eine Fliche, ¢ sei eine orientierungserhaltende Parameter-
transformation  — €, also det Dy > 0. Ist IT die Zweite Fundamentalform von
X =Xop:Q— R? soist fiir (a,0) € Qund U,V e R?

) Tan(0.V) = s (Dewal, D%f,)v)
Entsprechend ist fiir U,V € Tia0 X (= To@nX 1)

(2) [Ty (U,V) = IITE (U.V) .

Ist B eine eigentliche Bewegung des R?, also B = R+ T mit einer Translation 7" und
einer Rotation R, fiir die det R = 1 ist, so gilt

BoX .
(3) I 0 (R(u), R(v)) = TITX (U, V) fitx alle U,V € Tjy) X.

Bemerkung:
Im Fall einer Bewegung B wie oben ist

T(uﬂ})(B o X) = R(T(UW)X) 5

so dass links in (3) die richtigen Stellen eingesetzt werden.

Beweis: Wir beweisen exemplarisch (1), so dass man sieht, wo det Dy > 0 eingeht.
(Ubung: (2), (3))
Per Definition ist fiir (@,7) € Q,U,V € R?

(a @)(U V) = _DN(ﬁ,f;)(U) : DX(@,@)(V) >

wobei X = X o ¢ ist und N die GauB-Abbildung von X bezeichnet, N (i,?)
(Xﬂ X Xﬁ) (@5)/]...].
In Satz 2 haben wir gezeigt

N (@, ) = sign det Dp(ii, 0) N ((@, 7)),
so dass in unserem Fall gilt N = N o ¢.
Die Kettenregel liefert DN(W;)(V) = XW(@;})(DQO(W;)([?) sowie DX'(@,;)(V)
Dch(ﬁ’f,)(DQO(ﬁ’@)(V)), was nach Einsetzen sofort (1) ergibt.

O

Beispiele fiir die Berechnung von [1:

1.) Seien A, B € R3 linear unabhingig, C € R? beliebig. Mit X : R? > (u,v) —
_ B

uA + vB + C hat man eine parametrisierte Ebene. Es ist N(u,v) |‘2>X<B|

konstant, also DN = 0 und damit I1 = 0.

2.) Wir parametrisieren S? = {(z,y, z) € R? : 22 + y? + 22 = 1} durch riumliche
Polarkoordinaten X (u,v) = (cosucosv,cosusinv,sinu), u € (—7/2,7/2),0 <
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v < 2m. Dann ist

Xu(u,v)
Xy (u,v)

X X X,

| X X Xy

)

COS™ v sm u + sin

60

—sinwucosv, —sinusinv, cosu) ,
cosusinv, cosucosv,0) ,

€2 €3
—sinu-cosv —sinu-sinv cosu
—COoSU-Sinv COSU - COSV 0

COS’UCOS u, —smvcos2u —SIHUCOSU) y

(
(—
(-
= (cos veostu 4 sin? v costu + sin2 u cos? u) 1/2
(
(
(—

1/2
cos* u + sin 2 ucos? u) /

2 2

1/2
cos* u + [1 — cos? u] cos? u) / = Ccosu,

cos v cos u, —sinv cos u, —sinu) = —X (u, v).

> und

— (coswsinu, sin v sin u, —cosu) - (— sin u cos v, — sin u sin v, cos u)

2 2 v sin? u+cosu=1,

— (coswsin u, sin v sin u, —cosu) - (— cos u sin v, cosu cos v, 0)

= cosvsinucosusinv — sinwvsinucosucosv = 0

Gemal3 I1= (
L=—-N, X,
M=-N,-X, =

sowie

N =-N, X,

AISO II(uv)£< 1

— (sinw cos u, — cos v cos u, 0) - (— cos u sin u, cos u cos v, 0)

sin? v cos? u + cos? u cos? v = cos? u.
02 (bzgl. Basis e1,e3 € R?).
cos” u

Es ist I, )= ( j‘g__ j; > mit £ = | X,>=1,F=X,- X, =0und G = |X,|? =

cos® u, so dass gilt I7, (uw) = L(u)- Hat die Sphére den Radius R > 0, so folgt

1
Iy =

Rl

3.) Sei f : Q — R differenzierbar und X (u,v) = (u,v, f(u,v)) die zugehorige

Graphenfliche. Wir wissen
E = 1+fl F=fufo, 6=1+13,
N = (~fu—fo, )/V1+ [2+ f2,
L = N Xyu=fuu)V1+ 2+ f2,
M = N-Xu= fu/\/
N = N-Xup=fu// ",
wobei man 1+ f2+ f2 ersetzt durch £G — F2. Damit folgt: (D? f = Hesse-Matrix

von f)

1l = WDQ f (Formel fir Graphenflédchen)
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Um noch eine weitere geometrische Bedeutung von I zu beleuchten iiberlegen wir
uns mit einer Plausibilitdatsbetrachtung, dass

AQ(X):/ | Xu A Xy|du dv
Q

ein verniinftiges Maf fiir den Flicheninhalt der parametrisierten Flichen ergibt, vor-
ausgesetzt [, ... < 00.

(Bild einfigen.)

Man iiberdeckt €2 moglichst fein mit kleinen Quadraten und ersetzt X auf @ =
Q(wo) durch (u,v) — (u — up)Xu(wo) + Xo(wo)(v — v9) + X (wp). Aus @ wird ein
Parallelogramm mit dem Inhalt | X, (wo) x X, (wo)| - |Q(wo)|.

Der Fldcheninhalt von X (€2) ist dann in guter Ndherung

S Xulun) x Xofwn) [|QCu0)| — [ 1%, x X, dude,
Q
Q(wo)
wobei die Konvergenz
“—” bedeutet, dass die Zerlegung von €2 immer feiner

werden soll. Das Ergebnis lautet daher:

Flécheninhalt von X () =

/\/\XP\XU\Q — (X - Xy)?) dudv =
Q

/\/59—.7:2 dudvz/\/detG du dv
Q Q

Hierin ist G = £ F > die Matrix von I bzgl. der Basis e, es von R2. Zusammen

F G

mit der Rechnung von p. 7 sieht man:
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Die Erste Fundamentalform [ von X ist
zusténdig fiir die Messung von Léngen und

Flacheninhalten auf der Fliache X.

Nun endlich zur geometrischen Bedeutung von II: Sei X : Q — R? wie
immer, e > 0 und w : [0,e] — Q, w(0) = w, w(t) = (wi(t), wa(t)) eine Kurve in Q, die
die Kurve a := X ow auf der Fliche X induziert. Die Kurve « startet in a(0) = X (w)
mit der Anfangsgeschwindigkeit

a’(0) = DX | (w'(0)) = wi(0)Xu(w) + wy(0) Xy (w) .
Fiir unsere Rechnungen sei a nach der Bogenlénge parametrisiert, « = «(s). Dann
ist t(s) = o/(s) der
Einheitstangentenvektor und «(s) = |a”(s)| die
Kriimmung von « in s. Fiir (s) # 0 ist der
Normalenvektor n(s) definiert durch die Gleichung t'(s) = x(s)n(s).

Nachfolgend sei (u1,u2) die Variable aus €2, und wir benutzen Summationskon-
vention.

Aus
t(s) = o'(s) = wi(s) Xu, (w(s))
folgt
(1) t'(s) = a"(s) = wi/(s) Xy, (w(s)) + wils)w)(s) Xuu, (w(s)) -

Wie iiblich bezeichne N : Q — S? die GauB-Abbildung von X. Man wihlt s = 0 in
(1) und bildet das Skalarprodukt mit N(w) = N(w(0)) (beachte N - X,,, = 0):

N (w) - (0) = wi(0)w;(0) Xuyu, (w) - N(w)
= w;(0)w;(0) aii(XuJ(w) N(w)) = Xu; (w) - Nu, (w)

I
'\4
g9
b
/\
’5
=%
/—\
5
S
Q\
—~~
2
Q\
—~~
=

wo Sy : Ty X — T X die Weingarten-Abbildung ist und /1 die Zweite Fundamen-
talform. Mit der Definition von x und n wird daraus:

(2) KON (w) - n(0) = I1;%(c/(0),0'(0)),

und daraus erkennt man, dass I/ mit “Kriimmung zu tun hat”.
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Lings « definieren wir die “Vektorfelder ” N(s) := N(w(s)), 3(s) := N(s) x t(s).
Es gilt 5(s) € T, X, denn 5(s)Lt(s) und 5(s) LN(s) = Erzeuger von (T X )",
so dass 5(s) nicht nur tangential ist, sondern sogar mit ¢(s) eine ONB von T, X

bildet:
Tw(s)X = Span [t(s), 5(s)]

Der Vektor t/(s) ist senkrecht zu ¢(s), so dass

B) | #(s) = ryls)5(s) + ruls)N(s)

mit eindeutig bestimmten Skalaren r4(s), kn(s) gilt. Offenbar ist

(4) kg=1"-5, ky=1UN.

Die Skizze soll die Situation illustrieren. Wir haben dabei alle Vektoren - zur Verein-
fachung - im Fliachenpunkt X (w(s)) = a(s) aufgehiingt.

(Bild einfigen.)

O :=0O(s) := Winkel zwischen ¢ und N zurzeit s
= Winkel zwischen n(s) und N(s)

DEFINITION
Man nennt ry(s) bzw. k,(s) die geodédtische Kriimmung bzw. die Normal-
kriitmmung der Kurve a in s. [Do Carmo, deutsche Version p.190]

Per Definition des Winkels © ist
cos O(s) = n(s) - N(s),

auBerdem ergeben (3) und (4) wegen ¢ = kn

— /2 2
K= \/Kg T Ky -
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Aus (3) folgt auerdem

kg = t'-5=kKn-5==ksin®O,
kn = t' N=kn-N==krcosO,

und geméf (2) haben wir

(5) kn(0) = IT. 5, (c/(0),0/(0))

D.h.: Fixieren wir einen Punkt w in ) sowie einen Einheitsvektor £ € T\, X, so misst
IITX(¢,¢) die sogenannte Normalkriimmung einer Kurve o im Punkt 0, vorausge-
setzt a(0) = X (w), /(0) = &, kK(0) > 0 und « ist nach der Bogenlidnge parametri-
siert. (5) zeigt (schaue auf die rechte Seite!), dass der Wert k,(0) gar nicht davon
abhéngt, welche spezielle Kurve @ man wéahlt, d.h. wir haben bewiesen

SATZ 8. (von Meusnier)
Alle Kurven auf der Fliche X, die in einem gegebenen Punkt dieselbe Tangente
haben, besitzen in diesem Punkt dieselbe Normalkriimmung.

Die Kriimmungen selbst miissen natiirlich nicht gleich sein, der Satz stellt nur fest,
dass die Eigenschaften, in der Fldche zu verlaufen und eine gemeinsame Tangente zu
haben, einen Teil der Kriimmung bereits festlegen.

Ubung:
Man diskutiere “alles” fiir den Fall, das X eine reguléir parametrisierte Fldche ist.

Sei jetzt £ € T,,X — {0} ein beliebiger Vektor, dessen Linge mit der Ersten Funda-
mentalform gemessen wird:

€] = L,(€,6)Y?

Dann betrachtet man eine nach der Bogenldnge parametrisierte Kurve & mit Spur
auf der Fliche sowie @(0) = X (w), &'(0) = £/|¢]. Dann ergibt (5):

(6) Normalkriimmung von & in 0 = I1,,(§,€)/1,(&, )

Wir betrachten folgende Situation: Sei w € € fixiert sowie ein Vektor W (w) € T, X.
Dazu betrachten wir die Ebene, die von W (w) und N (w) aufgespannt wird und durch
X (w) verlduft.
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(Bild einfiigen.)

Sei v der Schnitt dieser Ebene mit X, also regulir mit v(0) = X (w), 4'(0) = W,

Spur v C Bild XN Ebene. Offenbar ist ¢'(0) = 4”(0) Vielfaches von N(w), denn alle
Kurventangenten liegen in der Ebene, mithin auch ¢(0) und ¢'(0) LW. Es folgt (vgl.
3)

(7)) kg=0 und &k, = £k,

wobei das Vorzeichen davon abhingt, ob ¢'(0) und N(w) gleichgerichtet sind. Eine
Kurve der oben beschriebenen Art nennt man einen Normalschnitt der Flache X im
Punkt X (w). Gemé&$ (6) und (7) misst der sogenannte

Rayleigh-Quotient 11, /I,

die Kriimmung aller moéglichen Normalschnitte im Punkt X (w), wobei in
I, / I, der gewéhlte Vektor W € T,, X einzusetzen ist. Das Vorzeichen héngt davon
ab, ob n(0) = N(w) oder = —N(w) ist. Im n#chsten Abschnitt werden wir uns
fiir die Extremwerte des Rayleigh-Quotienten interessieren, also fiir die gréfit- und
kleinstmoglichen Kriimmungen bei Normalschnitten.

83 Kriimmungsbegriffe fiir Flichen

DEFINITION
Sei X : Q — R? eine parametrisierte Fliche. Die Zahlen
rr(w) = min{ll,(V,V)/L,(V,V):V € T,X — {0}}
= min{/[,(V,V):V eT,X,|V]|=1},
ko(w) = max{IL,(V,V):V eT,X,|V|=1}

heiflen die Hauptkriimmungen der Flidche X im Punkt w.
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Bemerkungen:

1.) K1, k2 sind wohldefiniert, da T,,X > V +— II,(V,V) stetig ist, und die Ein-
heitstantengenvektoren eine kompakte Menge bilden.

2.) Mit der Weingarten-Abbildung S, : T, X — T, X kénnen wir oben I1,,(V,V)
durch S, (V) - V ersetzen.

3.) Interpretation: Eine Flache X hat in X (w) zunéchst nicht wie eine Kurve im
Punkt s eine kanonische Kriimmung. Vielmehr schaut man sich Normalschnitte
der Fliche X in X (w) an, ermittelt mit dem Rayleigh-Quotienten (abgesehen
vom Vorzeichen) die Kriimmung dieser Schnittkurven und bestimmt davon
Max. und Min.

4.) Es gibt V1, Vs € T, X mit Lénge 1, so dass
ki(w) = I1,(V1, V1) und ko(w) = 11, (Va, Vo)

gilt.

SATZ 9.
Sei X eine Fliche Q — R3, w € Q.

a) Die Hauptkriimmungen sind genau die Eigenwerte der Weingarten-
Abbildung S, : T\, X — T, X.

b) Es gibt Einheitsvektoren V1, Vo mit Vi - Vo = 0 und S, (V;) = k;(w)V;. Solche
Vektoren heiflen Hauptkriimmungsrichtungen.

Beweis:

Sei Vi € Ty X mit |V4| = 1 minimal, also I1,(V1, V1) < I11,(V,V)/1,(V, V) fiir alle
V e T,X — {0}. (Existenz: minimiere I, (V,V) auf |V| = 1!) Fiir |¢| klein genug
ist Vi +eV, V € T, X, dann # 0, d.h.

IT,(Vi,Vi) < 1L, (Vi + eV, Vi + €V) /L, (Vi + eV, Vi + £V)
= r1(w) {Ly(Vi, V1) + 261, (V1, V) + 2L, (V, V) }
< II,(Vi, V1) 4 2eI1,(V1,V) 4 €211, (V, V)
Es ist 11,(V1,V1) = k1, I,(V1, V1) = 1, also bekommt man (k; = k1(w))
2er1 Ly(V1, V) + €261 1, (V, V) < 211, (V1, V) + 211, (V, V).
Dividiert man durch € > 0 und lésst € gegen 0 gehen, so folgt

21 Iy(V1, V) < 20 1,(V1, V) = k1 Vi - V < Sy(V1) - V.
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Dies gilt fiir jeden Vektor V', m.a.W.: S,,(V1) = k1(w)V1, das heifit x;(w) ist Eigen-
wert der Weingarten-Abbildung mit zugehorigem Eigenvektor V. Entsprechend rech-
net man nach, dass auch ka(w) Eigenwert von S, sein muss. Nun ist S, selbstadjun-
giert, besitzt also in T}, X eine ONB aus Eigenvektoren. Es gibt daher Vo L Vi, |Va| =1,
und Sy, (V2) = ka(w)Va. O

Bemerkung:

Die letzte Feststellung (Existenz einer ONB aus EV) im Beweis des Satzes gilt
natiirlich auch im Fall k1(w) = k2(w). Dann hat der Eigenraum zu x1(w) die Di-
mension 2, also S,,(V) = r1(w =)V auf T, X. Gilt k1 (w) = ka(w), so heifit w ein
Nabelpunkt der Fliche. Im Fall x1(w) = 0 = k2(w) wird w Flachpunkt genannt.

Beispiele:

1.) Fiir die durch X (u,v) := R(cosucosv,cosusinv,sinu), R > 0, u € (=5, 7),
v € (0,27) parametrisierte Sphire mit Radius R haben wir gezeigt I Tuwy =
%I (u)> d-h. alle Punkte sind Nabelpunkte mit Hauptkriimmungen 1/R.

2.) Fiir jede parametrisierte Ebene ist 11 = 0, alle Punkte sind (wie es sein sollte,)
Flachpunkte.

3.) Flachpunkte kénnen auch im nicht-ebenen Fall auftreten: Sei f(u,v) = u* + v*
und X (u,v) = (u,v, f(u,v)). Wir haben gezeigt

1

2
Tsg— D

Iy =

0 0

In (0,0) € R? ist aber D2f(0,0) = ( 0 0

51(0,0) =0= HQ(0,0).

>, so dass I1(gp) = 0 und damit

SATZ 10.
Sei Q € R? zusammenhiingend und X :  — R3 eine Fliche. Ist jeder Punkt w €
ein Nabelpunkt, so liegt X (2) in einer Ebene oder eine Sphére.

Beweis.
Sei Sy TwX — Ty X, w € Q die Weingarten Abbildung. Nach Voraussetzung ist
fir alle w € Q

d.h. Sy(V) = Mw)V Vw € Q,V € T,X. Es gilt V = V1 X, (w) + Vo X,(w) und
damit Sy, (V') = V1S (Xy(w)) + VoS (X, (w)) = (Definition von Sy,) = —Vi N, (w) —
VaN,(w), d.h.

AMw)(Vi Xy(w) + VaXy(w)) = —=ViN,(w) — VaN,(w) Yw € Q, V1, Vo € R

= ViMw)Xu(w) + Nu(w)) + Va(A(w) Xy (w) + Ny(w)) = 0
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Es folgt * — N, = AX,, —N, = AX,, also (AXy), = (AXy)y. Ausrechnen ergibt
M Xy — A Xy =0, und da X, X, iiberall linear unabhéingig sind, gilt A\, = A\, =0,
also AM(w) = A denn € ist zusammenhéngend.

Fall1: A=0
Dann ist N, = N, = 0 nach obigen Gleichungen, die Gau-Abbildung also konstant.
Es folgt

(XN)’U = XUN = O,

mithin X(w) - N = const . Es folgt (X(w) — X(wp)) - N = 0, so dass
X(w) — X(wp) € Nt ist. Hier ist wg € § beliebig fixiert. Dann hat aber X
Bild in der Ebene durch X (wg) senkrecht zu N.

Fall 22 A0
Dann betrachtet man die Abbildung (u,v) — X (u,v) + 3 N(u,v). Aus * folgt (X +
IN)y =0= (X + }N),, also X (u,v) + 1 N(u,v) =Yy € R3. Das ergibt | X (u,v) —

Yol = |$N(u,v)| = ﬁ, Bild (X) ist enthalten in der Sphéire um Yp mit Radius ﬁ O

DEFINITION
Sei X : Q — R? mit den Hauptkriimmungen 1, 52 : Q@ — R. Dann heien

H(w) := g(k1(w) + ra(w)), K(w):= k1(w)ra(w)

die mittlere Kriimmung und die Gauf3- Kriimmung der Fliche X in w.

Bemerkung:
Definiert man neben

) V-Ww, IIw(V,W):Sw(V)W,

Ly(V,
w e Q,V,W € T;, X noch die Dritte Fundamentalform I11,,(V,W) := S,(V) -
Sw(V) - Sw(W), so gilt die Formel

IIT -2HIT+KI=0

Wir leiten Formeln fiir H und K ab:

Seien w = (u1,uz) die Punkte aus Q. Es seien

£ F
G = (9ap)i<ap<2 = ( e G)

Xu1 : Xu2 |‘Xu2|2
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und

B = (bag)i<ap<e = ( /\E,l j\v/t )

(L=N Xyu, M=N-Xyup, N =N - Xy,u,) die Fundamentalmatrizen von I
und I7 bzgl. ey, ez (oder X, X,). G ist invertierbar mit

1 _
G_1:w< _gf gf>,w;:5g—f2.

Die Ableitung Ny, (w), Ny, (w) der GauB-Abbildung liegen in 7,,X (,denn N - N =
1 — 0= z-(N-N)=2N, N, so dass Ny, (w) € N*(w) = T,X), und da
Xy, (w), Xy, (w) eine Basis von T, X ist, gibt es eindeutig Koeffizientenfunktionen
al = ag(w) mit

2
(1) Ny, = ﬁz_jl agXu,, a=1,2 .

2
Es folgt Ny, - Xu, Z al Xug - Xu, = ) agg/gv, auf der linken Seite steht aber
B=1
gerade —bgn, d.h.

2

—bay = Z aggm
B=1

Schreibt man G~ = (gik)lgi’kg% so folgt:

2 2 2

=D bang™ =D D 1adgeg™ = a.
y=2 v=2 =2

Damit haben wir die Koeffizienten al aus (1) mit “G und B” ausgerechnet und die

Weingarten-Gleichung

2 g 3 2
@) | Nuw= = DXy, b= X barg™
B =1

abgeleitet. Nach Satz 9 sind die Hauptkriimmungen die Eigenwerte von

2

Sw: TwX — TpX. Mit V = ZVX (w), W = ZWXU( ) € TwX gilt
=1

(3) SV =RV = SuV-W = &V - W YW e Tox |

und per Definition von S, ist

Su(V) =) Su(Xu, (w) V—Zsam% ; vaa,

a=1 a=1
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so dass (3) tibergeht in S,V = KV <=

2 2
— ﬁz_l VaWg Ny, (w) - Xyg(w) = K ﬁz VaWp Xy, (w) - Xyg(w)
PW= 9 a,p=

2
VW1, Wa € R — — Z VaWﬂNua (w) : Xug (w) =R Z VaWﬁ gaﬁ(w)
0,6:1 a,ﬁ:l
2 2
— + Z baﬁ(w)VaWB =K Z gaﬁ(w)VaW,@

\ a,ﬂ:l OL,BZI

2 2
— 2—:1 bap(w)Vo = K z_:l Gap(w)Vay

Wegen der Symmetrie von G und B ist die Eigenwertgleichung S,,V = xV dquivalent
zum System

BV =kGV, V = (V1,V5) e R?,
bzw. zu
(GTIB)V =&V,

so dass man zur Berechnung der Eigenwerte £ = k1(w), ko(w) die Nullstellen des
Polynoms

A= det(GTIB—-A1)1 = <é (1)>

zu bestimmen hat. Somit ist gezeigt:

Satz 11.

Sei X : Q — R? eine parametrisierte Fliche. Die Hauptkriimmungen x1(w), k2 (w)
von X in w €  sind die Nullstellen von A — det(G~'B — A1), wobei G = Matrix
von I, B = Matrix von IT (jeweils in w). Es gilt:

K = k1kg = det(G™'B) @ det(b’g),

(4)

—~~
~

H = %(/{1 +/{2) = % Spur (G_lB) %) %(b% +b%) ‘

Insbesondere erkennt man, dass K und H durch die Koeffizienten b der Weingarten-
Gleichung (2) bestimmt werden. Mit der Formel fiir G~ gilt

cip_ L (6 “F\( L MY_1(GL-FM GM-FN
W\ -F ¢ M N )~ ~FLAEM —FM+EN

also

> W= EG-F?,



Differentialgeometrie 71

1L (LG +EN — FM),

H =355 7
— _1 — LN=-M?
K = gagdet B= %57

Dies sind explizite Formeln fiir die mittlere Kriimmung und die GauB-Kriimmung
von X in w in Termen der Koeffizienten der Fundamentalmatrizen von I, und I1,,.

Die GauB-Kriimmung erlaubt folgende Interpretation, die von Gaufl urspriinglich als
Definition gewihlt wurde: Mit den Weingarten-Gleichungen (2) ist (w = (u1, u2) € §2)

2 2
Nuy X Ny = [ D 07X, | x | D03 Xu,
f=1 =1

4)

= (b{b3 — bib3) Xy, x Xyp = KXoy X Xuy -

Sei wg € Q,e > 0,0 :={w € Q: |w—wy| < e}. Die Flache X(2.) hat den Inhalt
AQe(X) :/ ‘Xul X Xu2‘dU1dUQ .
Qe

Nun interpretiert man die Gauf-Abbildung N auch als Fliche: Ist z.B. K(wp) # 0,
so auch K # 0 auf €, fir ¢ < 1, so dass gemafl Ny, Ny, wegen (x) Ny, X Ny, =
KXy, x Xy, # 0 linear unabhingig sind, was die Interpretation rechtfertig. Fiir den
Inhalt von N(€.) folgt

AQE(N):/ \NulxNuQ|dudv@/ K[| X, % Xo,|du dus,
Q. Qe

also

K (wo)] = lim Ao (N)/Aq. (X) .

Ist K # 0 auf Q, so ist die Flichennormale N := (N, X Ny,)/|Ny, X Ny,| an die
Fliche N wohldefiniert (vgl. (x)), und es gilt (wieder wegen (¥)) N = N, falls K > 0,
N = —N, falls K < 0. Man nennt N : Q. — R? das sphérische Bild von X.

Mit Hilfe der Kriimmungsbegriffe wollen wir nun das lokale Verhalten
von Flichen etwas niher diskutieren.

Sei X : Q — R3 eine Fliche, w € Q sei fixiert. Mit T bezeichnen wir die (affine!)
Tangentialebene an X in X (w), also

T = X(w)+TpX .

T zerlegt R3 in zwei Halbriume R3,R?, RY sei derjenige Teil, in den N(w) hinein-
zeigt, also

R} ={Q€R’: (Q— X(w))  N(w) > 0}
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Fiir Q € R? ist
§(Q) == (Q — X(w)) - N(w)

der orientierte Abstand von @ zu 7. Wir wollen 6 (X (w + h))
—_——

=Q

(Bild einfiigen.)

ausrechnen fir h = (hq, he), |h| < 1. Nach Taylor ist

8(Q) = (X(w+h) = X(w)) - N(w) = ) Xy, (w)ha - N(w)

l\DP—‘

2
= Z uau5 h hﬁ ( ) R(h)
a,f=1
mit |h|"2R(h) — 0 bei h — 0. GemiB X,,_(w) - N(w) =0, a = 1,2, folgt

5 (X (w4 h)) ZXWB w)hohg - N(w) + R(h) .
2
Sei Vi, := > hoXy, (w) € Ty X. Es ist
a=1

Iy (Vi Vi) = Z hahgIT (Xy, (w), Xy, (w))

a,B=1
= —ZhhﬁNua - Xy, (w)
a,B=1
2
= + > hahgN(W) - Xygus(w),
a,B=1

zusammen:
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(5) 6 (X(w+h)=3I1I(Vy, Vi) + R(h) .

Feststellung:

Die GréBe $11 (w)(Vh, Vi) misst die Hohe mit Orientierung des Punktes X (w+h) iiber
der affinen Tangentialebene T (bis auf Fehlerterme der Ordnung > 2 bei h — 0.)
Damit haben wir nochmals eine andere Interpretation von I1.,

DEFINITION
Ein Flachenpunkt X (w), w € €2 heifit

elliptisch parabolisch hyperbolisch, falls
Kw)>0 K(w)=0 K(w) <0 ist.

Sei z.B. K(w) > 0: Dann gilt

ki(w) >0 und k2(w) >0 (a)
oder
ki(w) <0 und ko(w) <0 (b)

nach Definition der Gauf- Kriimmung. Im Fall (a) ist IT positiv definit, so dass aus
der Entwickling (5) folgt, dass die Fliche lokal bei w in R3 verlduft. Gilt (b), so
ist 11 negativ definit, also § < 0, d.h. X liegt lokal bei w in R3. Anders gesagt: In
einem elliptischen Punkt verlduft die Fliche lokal ganz auf einer Seite der affinen
Tangentialebene T'. Die Punkte einer Sphére sind alle elliptisch. Ist X (uq,u2) =
(u1,uz, f(ur,us)) eine Graphenfliiche, so gilt (K = det(G~!B)) s. spiter)

_ fU1U1fUQu2 — (fu1u2)2 )

R

Sei speziell f(u1,uz2) := u3 + u3. Dann ist K > 0, also sind auch hier alle Punkte
elliptisch. Ist K(w) < 0, so ist I, indefinit, und nach (5) gilt fiir jede Umgebung U
von X (w)

UN Bild XNR3 £0#£UN Bild X NRE.

Man zeigt mit obiger Formel, dass fiir X (uj,u2) = (u1,u2,u3 — u?) X(0,0) ein
hyperbolischer Punkt von X ist.

In parabolischen Punkten K (w) = 0 sind beide Fille moglich: die Fléche kann lokal
bei X (w) auf einer Seite von 7" bleiben oder aber die affine Tangentialebene beliebig

oft durchschneiden. Der erste Fall tritt ein bei X (u1,us) = (u1, uz, uf+u3), der zweite
Fall bei X (u1,uz) = (u1,u2,ui —u3) jeweils in (0,0), denn x1(0,0) = 0 = k2(0,0).

Auf Flichen gibt es gewisse ausgezeichnete Kurven, denen wir uns jetzt
widmen

DEFINITION
Eine glatte Kurve v := Xowmitw : R C I — Q,w = (w1, ws) heifit eine geoditische
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Kurve auf X (kurz: Geodétische), falls ihre geodiitische Kritmmung x, verschwin-
det. (<= n(s)|[N(w(s)), da K7 + k7 = K%, Ky := kn - N) 7 heiBt Asymptotenlinie,
falls die Normalkriimmung r,, verschwindet. (<= n(s)LN(w(s))).

Bemerkungen:

1.) Geodétische Kurven sind (lokal) kiirzeste Verbindungslinien auf der Fldche (s.
spéter).

2.) Esist

tkn = I1,(v,7)/L(v, ),

so dass bei regulérer Parametrisierung (7' # 0) gilt:

kn =0<= I1,(7,7) =0 (6) L(w)(w))?*+2M(w)wwh+N(w)(wh)? =0

Fiir (6) kann man alternativ schreiben

L M / o
(54 (4) v

Sei etwa K = k1(w) - k2(w) > 0 auf Q. Mit der Weingarten-Abbildung S, :
T,X — T,X ist I1,(v,7) = S.(v) -+, so dass im Falle einer ~ gilt

0 = Sw(’y/) "y’ = Sw()\vl + MVQ) . ()\V1 + MVQ)
= (mAVL + RopVa) - (AVI + Vo) = k1A? + kop®,

wobei Vi, V5 jeweils eine ONB in T, X ist mit S,V; = k;V;, und wir 7/ =
AV1 + uVa geschrieben haben. K > 0 heifit aber k1 > 0 und k9 > 0 bzw. k1 <0
und kg < 0, so dass A = p = 0 folgen muss im Widerspruch zu +/(¢) # 0. Damit
ist gezeigt:

Ist K > 0 auf ©, so hat (6) keine Losung,
es gibt keine Asymptotenlinien auf X.

Umgekehrt iiberlegt man sich:

Ist K < 0 auf €, so gibt es zu jedem w € )
genau zwei Asymptotenlinien durch X (w).

DEFINITION
Eine Kurve v = Xow heiffit Kriimmungslinie auf X, falls jeder Tangentenvektor
v'(t) eine Hauptkriimmungsrichtung ist, falls also gilt

(7) S (Y1) = k() (t)
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mit k(t) = k1(w(t)) oder k(t) = ka(wa(t)) .

Schreibt man w(t) = (w1(t),ws(t)), so lautet (7)

d
Sw(t)(DX|w(t)(wl(t))z = k(t )dt (X ow)(t)
= Ny (1)) (1)~ Nty ((0)) (1)
m.a.W.: Krimmungslinien X = v o w erfiillen

(8) —f(Now)(t) = k(t){(X ow)(t)

Nun kann man links die Weingarten-Gleichung (2) benutzen, also

= Zb Xy, b3 Zbawg”ﬁ

o= f M) wn=(E 7))

als Fundamentalmatrizen von II bzw. I. Damit gilt (£,F,G,... =
E(w), Flw),G(w),...)

d
_@(N ° w) _DNW(WI) = —Ny, (w)w/l — Ny, (w)wé
2

Z +w22bﬁXuB (w)

8=1
= (wlbl + wyby) Xy (w) + (W1 + whb3) X, (W)
wihrend man auf der rechten Seite von (8)
kw| X, (w) + kwh Xy, (w)
bekommt. Vergleich ergibt:

blwl + bQWQ = ]{z’(JJi s

Nun multipliziert man Zeile 1 mit w}, Zeile 2 mit —w} und addiert die Ergebnisse.
Es folgt

—b}(w))? — bjwiwh + biwiws + by (wh)? =
Nun setzt man die Werte fiir bg ein und multipliziert mit —W?=F2_£G:
(EM — FL@WY)? 4+ (EN — GL)W wh 4+ (FN — GM)(wh)? =
oder
(Wh)? —wjwy  (wh)?
det £ F g
L M N

M1l
o

Beispiele:
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1.) Berechnung von Gauf}’ scher und mittlerer Kriitmmung fiir Graphen X (u,v) =

(u,v, f(u,v)) : Hier ist

(142 fuf
¢ = ( fufo 1+f3>’

B = 1 (fuu fuv)
VIFRAR N\ fuw foo )

so dass
2
K = det(G_lB) = ﬁ det B = m det B = %

Entsprechend folgt aus
1 <1+f3 _fufv><fuu fuv>:

IF R\ fufoe 1)\ S foo

G 'B=

H = % Spur (G_IB) = 7@ [(1 +f3)fuu - fufvfuv -2+ (1 +f3)fvv] : %

Fliachen mit H = 0 heiflen Minimalflichen. Die Graphenfléche ist also genau
dann eine Minimalfléiche, wenn f die Minimalflichengleichung (MFG)

(1+f3)fuu_2fuvfufv+(1+f3)fyv =0

erfiillt. Das ist eine nichtlineare partielle Differentialgleichung fiir f, die auch

durch
div (v f/ W) —0

ersetzt werden kann.

2.) H und K fiir Rotationsflichen X (u,v) = (f(v) cosu, f(v)sinu, g(v)):
Bs ist £ = f%F = 0.6 = (' + (¢)%.L = ~fg'/VG. M = 0N = (f'g' -

q"f")/VG, wobei man
N(u,v) = (Xu X Xu)/|Xu x Xo| = (¢ cosu, ¢’ sinu, —f’)/\/?
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benutzt zur Berechnung von £, M, N. Damit folgt

A 1 G -F L M
im0 V)

_ 1< (f’)2+(g’)2 0 > —fg 0
f2g 0 f2 %(f”g’ _g//f/)

=

- K= f41g2 P2+ (9P [_fgg] (f"d = g" ")
=det G—1 ~
_ _ng(fﬂgl _ f/g,,)
— K=z [_w} ,G=(f)?+(9)?

Entsprechend liefert % Spur (G~!B) die mittlere Kriimmung:

L

_1 1 fg' / / "/ '
H = g5 |- Lo+ @)+ P - 1)

Y

_1a [_d, fa-re
= H =g |- + 10|

Ist die Kurve v — (f(v),g(v)) nach der Bogenlinge parametrisiert, so gilt:
f'(v)? + ¢'(v)? = G(v) = 1. Es folgt: f'f" = —¢'g", also in diesem Fall:

o _l+ff/l lfl 17
H = %%7
K = —5(/"d = f'g") = ~("(9)* - '9s")
— —%(f”(g’)2 i f//(f/)z) _ _fT'

Gilt fiir eine Flache X F =M =0, so ist
GB— 1 /G 0 L 0\ _ (L/E 0
&g\ 0 €& 0 N ) 0 N/G )’

d.h. die beiden Hauptkriimmungen sind L/E und N/G

Fiir eine Rotationsfliiche mit (f/)2 + (¢/)? = 1 heifit das:

{r1 kot ={=g'/f.f"d —9"f'}.
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Eine weitere Konsequenz von F = M = 0 bei Rotationsflichen ist, dass

ur— X(u,v), v fest,
v— X(u,v), wu fest,

Kiimmungslinien sind: Sei etwa v = vy fest, w(u) := (u,vg). Dann haben wir
die Koordinatenkurve ~y(u) := (X ow)(u), und diese ist Kriimmungslinie, falls

(Wh)? —wiwy  (wh)?
det & F g =0
L M N

ist. Hier hat die Matrix die Gestalt

0 0 1
E 0 G )
L 0 N

so dass det(...) = 0 klar ist. Fiir die andere Koordinatenlinie gilt dasselbe
Argument.

3.) Zwei klassische Minimalflichen

4.) Das Katenoid (Kettenfldche) entspricht als Rotationsfliche X (u,v) =
(coshv cosu, coshvsinu, v), wenn man die Kurve y = coshz um die z-
Achse rotiert.

Hier ist es also so, dass man Punkte (0, coshv,v) betrachtet und diese um
die z-Achse dreht. Mit der iiblichen Notation ist f(v) = coshv, g(v) = v
die Formeln aus Beispiel 2.) ergeben.

o 1 1 g/ f//g/_g//f/ . 1 1 1 h
H = 57 [—7 + T} =375 [~wms + <51
G = X, -X,=|(sinhvcosu,sinhvsinu,1)|? =1+ sinh?v = cosh?v,
also H = %Coslhv [— coslhv + Coslhv] = 0, das Katenoid ist per Definition eine

Minimalfliche. Fiir die Hauptkriimmung findet man
K1 = —1/cosh21) = —Kg,

die Gauf-Kriimmung errechnet sich daraus zu K = —(coshv) ™.

B.) Das Helikoid (= Schraubenfldche, Wendelfldiche) entsteht, wenn man die
Helix (cosu, sin u, u) nimmt und durch jeden Punkt auf der Helix eine Ge-
rade parallel zur zy-Ebene zieht, die die z-Achse schneidet. Das Helikoid
wird durch diese Geraden erzeugt, eine Parametrisierung ist X (u,v) =
(vcosu,vsinu,u) mit X, = (—vsinu,vcosu,1), X, = (cosu,sinu,0),

N = \/117(—8111 u, cos u, —v). Daraus folgt H = 0.
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84 Spezielle Klassen von Flichen

I.) Regelflichen (ruled surfaces)

Sei I C R ein Intervall, o : I — R? eine Raumkurve. Seien weiter ein Intervall J C R
gegeben und eine glatte Abbildung w : I — R? — {0}. Dann ist

J 3 u— at) + uw(t)

bei festem ¢ die Parametrisierung des Teiles einer Geraden, die im Fall u = 0 € J
durch den Kurvenpunkt «(¢) geht mit Richtung w(t).

(Bild einfiigen.)

Setzt man

(1) X(tu) == a(t) +uw(t), te I, ueJ

so hat man die Vorstellung, dass X diejenige Flidche beschreibt, die durch Vereinigung
all dieser Garadenstiicke entsteht.

DEFINITION:
Eine regulire Fliche, die durch eine Parametrisierung der Form (1) entsteht, heift
Regelfliche.

Es gilt Xi(t,u) = o/(t) + uw'(t), Xy (t,u) = w(t), und bei einer geuldren Fléche
miissen daher o' (u) 4+ uw'(t), w(t) fiir alle (¢,u) € I x J linear unabhiingig sein. Wir
wollen aber nachfolgend diese Bedingung nicht immer stellen, sondern die beschrei-
bende Gleichung (1) einfach als Definition nehmen.

Beispiel 1 (Tangentenfliche):
Sei @ : I — R? nach der Bogenlinge parametrisiert. Man setzt J = (0,00) oder
= (—00,0) sowie
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XE(t,u) = at) +ud(t), tel, ueJ

Hier ist also w(t) = o (t) gewdhlt. Es gilt X (t,u) = o/ (t) +ud/(t), XF(t,u) = (1),
also

X x XE =ud(t) x (1)
Wir haben fiir die Kriimmung von « gezeigt:

_ o't x (1)
el = P

Setzt man also k, > 0 auf I voraus, so folgt, dass die Tangentenflichen zumindest
lokal regulire Flichen gemifl unserer Definition sind. (Beachte: u =0¢€ J !)

Beispiel 2  (Helikoid):

Das Helikoid kann als Regelfliche X (t,u) = a(t) + uw(t) geschrieben werden mit
a(t) = (0,t,0),w(t) = (1,0,tant). Im iibrigen ist das Helikoid die einzige - nicht
ebene - Regelfldche, die auch Minimalfléche ist.

Beispiel 3 (Verallgemeinerter Zylinder iiber einer Kurve):
Sei o : I — R3 eine (geschlossene) ebene Kurve ohne Selbstdurchschneidungen, o.E.
a(t) = (az(t),0), und w = (0,0, 1).

(Bild einfiigen.)

Dann heif3t
X(t,u) = (a1(t), az(t), u)

der verallgemeinerte Zylinder iiber «.

Beispiel 4:
Sei a(t) = (a1 (t), az(t),0) wie 3.) und P € R? — (R? x {0}) ein fixierter Punkt. Mit
w(t) :=p—a(t) sei X : [ x (—o0,1) — R3

X(t,u) = (1—u)a(t)+uP
= aft) +uw(t).
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(Bild einfiigen.)
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Fiir u = 0 ist X(¢,0) gerade ein Punkt auf «, fiir v = 1 miinden die Strecken in P.

Man nennt X den verallgemeinerten Kegel {iber o mit Spitze in P.

Beispiel 5:

Auch das Rotationshyperboloid S = {(z,y,2) € R? : 1 + 22 = 22 + 3} ist eine
Regelfliche: Wahlt man

a(t) = (cost,sint,0) (1-Kreislinie in der (z,y)-Ebene) und w(t) = (&/(t),1)

(sint,cost, 1), so ist X (t,u) = a(t) + uw(t) eine Darstellung von S: Aus X (¢, u)

(cost —usint,sint +ucost,u) folgt ja 2% +y? = (cost—usint)?+ (sint +u cost)?
—_———

|

(Bild einfigen.)

=:x =Y
cos?t +u2sin?t + sin®t + v cos?t = 1 + u2.

Man hat:

X Regelfliche = GauB-Kriimmung K <0
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Beweis: Sei X (t,u) = a(t) + uw(t). Dann ist X,, = 0 und somit N' = 0 (beachte:
wir bezeichnen die Variablen hier mit (¢,u) u hat also die Rolle des friitheren v!), aus
K = %@:%2 wird K = —M?/(EG — F?), und £G — F? > 0 /(wir nehmen an, dass
X regulér ist) ergibt K < 0. O

I1.) Minimalflichen

waren nach unserer Definition Flichen X : Q — R3 mit Eigenschaften H (= mittlere
Kriimmung) = 0. Dies l4sst zunéchst keinerlei Minimalitét von X erkennen. Um einen
anderen Blickwinkel zu bekommen, betrachten wir irgendeine Fliche X : Q — R?,
fixieren eine (kleine) offene Menge U mit U C Q und betrachten n : U — R beliebig,
allerdings = 0 nach OU. Man setzt fiir t € R, [t| < 1

®(u,v,t) := X(u,v) + tn(u,v)N(u,v),
Xt:Q—R?, X (u,v) := ®(u,v,t),

d.h.: AuBerhalb von U stimmen alle Flichen mit X iiberein, es gilt X = X, und
innerhalb von U wird die Fldche X in normaler Richtung variiert. Unser Ziel ist
die Berechnung von %lOAQ(X 1), Aq(X") = Flicheninhalt von X!, in geometrischen
Groflen von X. Ist namlich dann X eine “Minimalfliche”, also eine Fléache,, die
unter allen Flichen Y : Q@ — R? mit festem Rand den Inhalt minimiert, so muss
0= %‘OAQ(X,:) sein mit der Konsequenz, dass die zu bestimmenden geometrischen
Groflen von X verschwinden. Hierbei wird es sich um die mittlere Kriimmung H
handeln. Es gilt (mit der iiblichen Symbolik fiir partielle Ableitungen)

XZ = Xy+tnNy +tn N,
Xqi = Xy +InNy + i, N,

und man bekommt fiir die Koeffizienten der Fundamentalmatrix von I (wegen X, -
N=0=N,- N, etc.)

g = XL XE=E+ 20Xy - Ny + 202 Nul? + ()2,
Ftoi= XL X =F+tn(Xy-Ny+ Xy Ny) + 202Ny - Ny + 1um0)
gt = sz : Xf; =G +2inX, Ny + t2n2|Nv|2 + t2(77v)2 )

so dass

E'GI—(FN? = EG—F?4+t(2nE Xy Ny4+20G X - Ny — F12[ Xy Ny + X - N )+t R(u, v, t)
mit %gr(l] R(u,v,t) = 0. Per Definition ist
Xy Ny=—-L, Xy Ny=Xy, - Ny=-M, X, N, =-N
also &G — (FH)2 =EG — F? = 2tn[NE — 2FM + GL] + tR(t,u,v).
Fiir den Flicheninhalt von X gilt

Ag (X :/ X! x X! |dudv = / VEN Gt = (FN)2 dudv
Q Q

d o1 1 B B
- dtloA“(X)_z/Qgg_p( 2)n[NE — 2F M + GL] dudv
1 1

= —2/ nH\EG — F? dudv .
U
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Ist also H = 0, so folgt A;(0) = 0 fiir alle U offen in Q mit U C Q und al-
le normalen Variationen. Umgekehrt: Ist X tatséchlich lokal flichenminimal, so ist
Aq(0) < Aq(t), also A5 (0) = 0, so dass nach obiger Rechnung

/ nH\EG — F? dudv =0

U

fiir alle U wie oben und alle 7 mit Triger in U. Dann ist aber HVEG — F2 = 0, also
H =0 wegen vEG — F2 > 0.

Minimalflichen (“H = 0”) sind nach dieser Uberlegung genau die kriti-
schen Punkte des Flichenfunktionals bzgl. normaler Variationen. Bekannt-
lich sind kritische Punkte nicht notwendig (lokale) Extrema, hier gilt jedoch:

Erfiillt die Fliche X : Q@ — R3 die Forderung H = 0, so ist X lokal
flichenminimal.

Zum Schluss betrachten wir noch eine besondere Form der Parametrisierung von
Fldchen, die fiir Minimalflichen einer sehr einfachen Differentialgleichung geniigt:

DEFINITION
Eine Fliche X : Q — R? heifit konform oder isotherm parametrisiert, falls gilt:

X = |XP=0=X, - X,,
d.h. falls £ = G und F = 0.

Bemerkung:

Die Fundamentalmatrix von I ist an jeder Stelle (u,v) ein Vielfaches der Einheits-
matrix. X, und X, sind senkrecht zueinander mit Lénge 1. (u,v) heilen isotherme
Parameter.

SATZ:
Sei X : © — R? isotherm parametrisiert. Dann gilt: AX = Xy, + Xpp =
2H X, A\ X,. Insbesondere hat man: X Minimalfliche (H =0) <= AX =0.

Beweis:
Aus X, - X, — X, - X, = 0 folgt:

OZ(XuXu_XvXv)u:2(quXu_XuvX’U)
= Q(quXu_(XuXv>v+Xuva) :2AXXU>
——

=0
0 = (Xo - Xo— Xy Xo)y=...=2AX - X,,

so dass AX = AX, x X, mit A : Q@ — R. Es gilt AX - (X, X X)) = (Xuu + Xow) -

N|X, % Xy = (L +N)| Xy x Xy, so dass A = (L +N)| X, x X,| 7t = ég\//\fg Hier
_ E=GF=0
%7—]%2/\)4}— ( = )7 5(/\2/1;2-./\/') - 2j\r/../\/’ also A = 2H. [l

ist nun H =



Kapitel 3

Die innere Geometrie von
Fliachen

§1 Einfiihrung

Bisher haben wir Fliichen in R? betrachtet, die durch eine Parametrisierung Q — R3
gegeben sind und alle geometrischen Begriffe iiber diese Parametrisierung definiert.
Ab jetzt werden wir unter einer Fliche eine Teilmenge des R? verstehen, die man
zumindest lokal parametrisieren kann, und wir wollen uns mit der inneren Geometrie
solcher Fldchen beschiftigen. Das sind Eigenschaften, die unabhéngig sind von einer
speziell gewédhlten lokalen Parameterdarstellung.

DEFINITION 1

Eine Teilmenge S C R? heifit eine regulire (eingebettete) Fliche, wenn fiir alle
Punkte p € S gilt: Zu p gibt es eine Umgebung V in R3, eine offene Menge U C RR?
und eine Bijektion X : U — SNV mit den folgenden Eigenschaften:

(Bild einfigen.)

i) X ist glatt (= C*°) als Abbildung U — R3.

84
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ii) X, und X, sind fiir alle (u,v) € U linear unabhéngig.

iii) X~1:V NS — U ist stetig (<= IW C R3 offen, F : W — R? stetig, so dass
VNSCcWund Flyns = X 1)

Bemerkungen:

1.) Die Bezeichnung “eingebettet” bezieht sich darauf, dass S (“die Flidche”) di-
rekt als Teilmenge des umgebenden Raumes R? definiert wird. Es gibt eine
abstraktere Definition fiir 2-dimensionale Mannigfaltigkeiten ohne Bezugnah-
me auf einen umgebenden Euklidischen Raum.

2.) Tangentialebene: Sei p € S und X eine lokale Parametrisierung von S
bei p wie in Definition 1.

TS := Tangentialebene von S in p := DX |y-1(,)(R?).

Die Definition hingt scheinbar von der Wahl der lokalen Parametrisierung von
S bei p ab, wie frither gilt jedoch:

1,5 = {/(0) : a: I — R3, I Intervall um 0, a(0) =p, a(I) C S},

und die Menge rechts ist unabhéngig von der Wahl der Parametrisierung von
S bei p.

Seien S, S’ zwei regulire Flichen, ¢ : S — 5.

(Bild einfigen.)
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DEFINITION 2

a) ¢ : S — S heiit differenzierbar (glatt), falls es zu jedem p € S eine
Parametrisierung X von S bei p und eine Parametrisierung Y von S’ nahe
©(p) gibt, so dass Y ! o po X im iiblichen Sinn glatt ist.

b) Ein Diffeomorphismus ¢ : S — S’ ist eine glatte Bijektion, deren Umkehr-
abbildung ¢! : S’ — S ebenfalls glatt ist.

¢) Ein Diffeomorphismus ¢ : S — S’ heiit eine Isometrie, wenn fiir alle p € S,
w,w € Tp,S gilt:

dipp(w) - digy (i) = w1

Man nennt S und S’ dann zueinander isometrisch.
Bemerkungen:

1.) Inc) bedeutet dip,, : T,,S — T, S’ das Differential von ¢ in p, das bei einer Iso-
metrie per Definition “das Skalarprodukt erhélt”. Wie erkléirt man in verniinf-
tiger Weise das Differential dy;, als lineare Abbildung 7,5 — T,y — Ty S’?
Sei w € T,(S). Wéhle eine Kurve a : (—¢,¢) — S mit «(0) = p, ¢/(0) = w.
Dann ist & := ¢ o a Kurve in S” mit @(0) = ¢(p). Man setzt:

dpp(w) := & (0).

Die folgende formale Definition von dy,, leistet dasselbe:

(Bild einfigen.)

Das Differential D(Y ! o ¢ o X)|,, ist eine lineare Abbildung R? — R?, w :=
X~1(p), und man bekommt daraus die gewiinschte lineare Abbildung T,,S —
Tp(p)S" durch Bildung von (w := Y '(¢(p))

DYz oD(Y ™! oo X)|wo (DX]w)™
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2.) Ist S eine Flidche und p € S, so ist per fritherer Definition die Erste Fundamen-
talform I,

die Einschrinkung von “” auf T,S. ¢ : S — S’ ist also genau dann eine
Isometrie, wenn gilt:

Yw,w € T),S : Igép) (dpp(w), dpp(w)) = Ig(w,w). Ein Diffeomorphismus ¢ ist

also genau dann eine Isometrie S — S’, wenn das Differential dy, iiberall die
Erste Fundamentalform erhélt.

3.) Man nennt eine glatte Abbildung ¢ : S — S’ eine lokale Isometrie, wenn
jeder Punkt p € S eine Umgebung U in R? hat, so dass ¢|yns eine Isometrie
UnsS—eUNS)cCs ist.

Beispiel:

Sei §:=R? = R? x {0} und Z = {(z,y,2) € R : 22 + y? = 1}. Z ist also der
Zylinder iiber der Einheitskreislinie. Man setzt ¢ : S — Z, ¢(u,v) = (cosu, sinu, v).
Offensichtlich ist ¢ glatt, aber natiirlich nicht global injektiv, allerdings handelt es
sich um eine lokale Isometrie. Es gilt ndmlich:

—sinu 0
Aol (uw) = cosu 0 |,
0 1

und man hat fiir w = (w1, wz) € R?(= Tuw)S):

—wq - sinu
dpl (u,v) (W) - dpl(y,) (W) = w1 - COS U = |w|?.
wo

Folglich gilt

(*) d@’(u,v) (w) - d@’(um)(ﬁ)) =w-w

zumindest fiir w = W € T(,,)S, aber das ist gleichwertig mit (x) fiir alle w,w €
Tuw)S. Umgekehrt ist Z auch lokal isometrisch zur Ebene: Man rollt Z auf der
Ebene ab.

Aus topologischen Griinden sind S und Z nicht isometrisch zueinander. In der Ebene
S kann offenbar jede geschlossene Kurve stetig iiber eine Schar geschlossener Kurven
in einen Punkt deformiert werden (“die Ebene ist einfach zusammenhéngend”), fiir
geschlossene Kurven in Z ist dies i.a. nur dann mdoglich, wenn man dabei Z verlésst.
Mithin kann es nicht einmal einen Homeomorphismus S — Z geben.
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(Bild einfiigen.)

Sind bei lokaler Parametrisierung iiber derselben Grundmenge U C R? die Koeffizi-
enten von [ fiir zwei Fliachen gleich, so sind diese lokal isometrisch, genauer:

SATZ 1
Seien S1, Sy zwei regulidre Flachen. Angenommen, Xy : U — 51, Xo : U — Sy sind
lokale Parametrisierungen iiber derselben Grundmenge U C R? mit

E1=8E,Fi=F,Gi =Gy auf U.

Dann ist ¢ := Xs 0 Xfl : X1(U) — Sy eine lokale Isometrie:

(Bild einfiigen.)

Beweis:
Sei p € Xq1(U),w € T),S;. Dazu wéhle man eine Kurve a(t) = (u(t),v(t)) € U mit
X1(a(0)) =p, w= %‘O(Xl o a)(t). Dann gilt

dop(w) == %‘ng o(Xjoa)(t) = ﬁ [(X20 X Ho(Xy0 )] (t)

= 2 (X5 0 0)(t) = 1/ (0)(X2)u(@(0)) +'(0) (Xa)u((0))

0
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und man bekommt

dipp(w) - dipp(w) = (u'(0))*(X2)u(a(0)) - (X2)u(c(0)))
+ 20 (0)(X2)u(a(0)) - (X2)v((0))

+ (0(0))*(X2)(a(0)) - (X2)u(a(0))
= (W(0)*61((0) + 20/ (0)v'(0)F1 ((0)) + (v'(0))*G1((0))

(Ziugleich ist offenbar (w = ﬁXl(a(t)) = 4/ (0)(X1)u(a(0)) + v'(0)(X1)y((0)) und
amit

w= -2 x
T !

= (u(0)*(X1)u(e(0))(X1)u(x(0)) + 20/ (0)v"(0) (X1)u(ex(0)) - (X1)u((0))
+(0'(0)*(X1)u((0)) - (X1)o(a(0))
= (u(0))*€1((0)) + 20/ (0)v'(0) F1((0)) + (v/(0))*G1((0)) ,

also dyp(w) - dpp(w) = w - w. O

Als Anwendung von Satz 1 folgt

Katenoid und Helikoid sind lokal isometrisch.

Dazu beachtet man: X (u,v) = (cosh v cosu, coshvsinu,v) ist eine Parametrisie-
rung des Katenoids, und fiir Rotationsflichen X (u,v) = (f(v)cosu, f(v)sinu, g(v))
gilt allgemein

E=[LF=0,G=(f)+(d),

so dass
(1) EK =cosh?v, FK = 0,65 =1 4 sinh?v .

Das Helikoid war urspriinglich parametrisiert durch Y (u,v) = (vcosu,vsinu,u),
mit der Ersetzung v « sinhwv ergibt sich X (u,v) = (sinhw cosu, sinh vsinu,u),
und man rechnet nach

XH = (—sinhwvsinu,sinhvcosu, 1), X = ... =

EH =1 +sinh?v = cos? v, F = X . XH =0 |
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(2) G = cosh?v |
so dass aus (1), (2) mit Satz 1 die lokale Isometrie beider Flichen folgt. O

Ist S eine Fliche in R?, so ist fiir p,q € S die Zahl |p — ¢| (= Euklidischer Abstand
in R3) nicht die Gréfle, die den Abstand von p und ¢ auf S, also den sogenannten
inneren Abstand misst.

DEFINITION 3

Fiir p,q € S sei d(p, q) := inf{L(c) : ¢ Kurve in S von p nach ¢}. d(p, q) heifit innerer
Abstand von p zu ¢ in S. Hierbei werden nur zusammenhéngende Flichen S
betrachtet, d.h. zu p,q € S gibt es mindestens eine Kurve ¢, die in p startet, ganz in
S verlauft, um in g zu enden.

SATZ 2
d:S xS —[0,00) macht S zu einem metrischen Raum.

Beweis:

i) d > 0 klar; es ist d(p,p) = 0, denn ¢(t) = p verbindet p mit sich selbst.
ii) Sei d(p,q) = 0. Wegen
lp—ql < d(p,q)
ist dann p = q.

iii) Die Symmetrie d(p, q) = d(q, p) ergibt sich, da man zur Berechnung von d(q, p)
alle Kurven von p nach ¢ riickwérts durchlaufen kann.

iv) Zu zeigen ist d(p,q) < d(p,r) + d(r, q) fiir beliebige Punkte p,q,r € S.

(Bild einfiigen.)

Zu € > 0 wéahle man Kurven ¢; von p nach r bzw. ¢y von r nach
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g mit L(c1) <d(p,r) +¢€, L(ca) < d(r,q) + €. Der

zusammengesetzte Weg cjco fithrt von p nach ¢, so dass
d(pa q) < L(CICQ) = L(cl) + L(CQ) < 2e + d(p,?“) + d(?”, Q) 3

wegen der Beliebigkeit von ¢ folgt die Behauptung. (Il

SATZ 3
Seien S, S’ regulire Flichen, ¢ : S — S’ sei ein Diffeomorphismus. Dann gilt:

¢ ist eine Isometrie <= (x) L5(¢)=L%(poc) VYe=Kurvein S

Bemerkung:
(*) sagt aus, dass ¢ die Kurve ¢ in S in die Kurve ¢ o ¢ mit gleicher Léinge abbildet.

Beweis:
“=7: Sei ¢ eine Isometrie S — S’ und ¢ : [a,b] — S eine Kurve. Dann gilt

b b
poe)= [ Igeeaii = [t ) dat) a
b

:/ ((t)- () dt = L(c).

“<”: Sei die Bedingung (%) aus Satz 3 erfiillt. Angenommen es gibt p € S und
w € TpS — {0} mit

w-w < dpp(w) - dep(w) -

(den Fall “>” fiihrt man entsprechend zum Widerspruch!)
Sei ¢ : [—¢g,e] — S eine Kurve mit ¢(0) = p,¢/(0) = w und somit

(%) ()] < [( 0 ) (0)]*.

Fiir ¢ < 1 kann man annehmen, dass (%) nicht nur fiir ¢ = 0 sondern fiir alle ¢ €
[—¢, €] richtig ist. (Das ist ein Stetigkeitsargument, denn ¢ +— |¢/(¢)|?, t — |(poc)’(t)|?
sind stetig.) Es folgt

5@ = [ 1wl < [ oo @i =100,

Widerspruch! O

Korollar
Sind S und S’ zusammenhingende Flichen und ¢ : S — S’ eine Isometrie, so gilt

d(p,q) = d% (p(p), ¢(q)) fiir alle p,q € S.
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§2 Konforme Abbildungen

Der Begriff der Isometrie von Flichen ist eine natiirliche Aquivalenz hinsichtlich
der metrischen Eigenschaften von Flichen, man denke etwa an die inneren Léngen-
messung. Eine abgeschwiichte Version der Aquivalenz von Flichen unter Isometrien
ist die sogenannte konforme Aquivalenz.

DEFINITION 4
Seien S,S’ regulidre Flichen. Ein Diffeomorphismus ¢ : S — S’ heifit konform,
wenn gilt: Fiir alle p € S und alle w,w € 1,5 ist

deop(w) - dpy(0) = N2 (p)w - 0

mit einer glatten Funktion A% > 0.

Bemerkungen:

1.) A2 =1 <= ¢ Isometrie.

2.) Man nennt S, S’ konform #quivalent, falls es eine konforme Abbildung ¢ :
S — S’ gibt. Offenbar handelt es sich dabei um eine Aquivalenzrelation (!).

3)Ist o : S — S differenzierbar, so heifit ¢ lokal konforme Abbil-
dung, falls es zu jedem p € S eine Umgebung U von R? gibt mit
oluns : UNS — o(UNS) S konform.

Geometrische Interpretation:

(Bild einfiigen.)
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Seien ¢1,co zwei Kurven in S, ¢1,¢o : (—g,e) — S, die sich zur Zeit t = 0
schneiden. Fiir den Schnittwinkel © bei ¢ = 0 gilt cos©® = IZ%%\ . ;:zggg‘. Ist
¢ : 8 — 8 konform, so gehen ¢y, ¢ iiber in ¢ o ¢1, ¢ o co. Diese schneiden sich
ebenfalls in ¢ = 0 mit Schnittwinkel ©’, fiir den gilt:

ey~ (P90 (o) (0) _ N (0)&(0)
(pocf O T(wocl O ~ N O)]c0)

Konforme Abbildungen erhalten zwar nicht die Lingen zwischen Vektoren,
aber sie sind winkeltreu.

=cosO.

Satz 1 hat das folgende Analogon im Kontext konformer Abbildungen:

SATZ 4

Seien 57, Sy regulire Flichen und U C R? offen. Angenommen, es gibt lokale Para-
metrisierungen X; : U — 51, X9 : U — 5o, so dass fiir die Koeffizienten der Ersten
Fundamentalform gilt £ = A\2&y, F1 = A2F2, G = A2Go mit A2 > 0 und glatt auf U.
Dann ist ¢ := X5 0 Xl_1 : X1(U) — S5 lokal konform.

Beweis: vgl. Satz 1

Lokale Konformitit von reguliren Flichen ist offenbar eine Aquivalenzrelation,
tatsdchlich gilt:

THEOREM

Je zwei regulére Flichen sind lokal konform Aquivalent.

~

Insbesondere ist jede regulire Fliche lokal konform #quivalent zur Ebene R? =2
R? x {0} (Konforme Koordinaten). Sind also S, Sa regulire Flichen, p € S1,q € So
beliebig, so gibt es Umgebungen U von p, V von ¢ in R? sowie eine konforme Ab-
bildung ¢ : UNS; — V NSy mit ¢ = ¢(p). Den Beweis findet man im Buch von
L. Bers, Riemann Surfaces, p.15-p.35. Die Idee besteht darin, lokale Parametrisie-
rungen X : R? D U — S zu konstruieren mit

(x) E=X=G, F=0aufU

mit einer glatten Funktion A\? > 0 auf U. Fiir den Sonderfall zweier Minimalflichen
kann man das Theorem mit weniger Aufwand beweisen. Im iibrigen besagt * in
unserer fritheren Nomenklatur, dass man jede Fliche isotherm (£ = G, F = 0) para-
metrisieren kann.

Beispiel 1
Sei U C R? offen, p — R2, ¢(z,y) := (u(z,y),v(x,y)) sei holomorph. Dann erfiillen
u,v die Cauchy-Riemann Gleichungen u, = vy, u, = —v,, und mit N := {(z,y) €
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U :u 4 u; =0} ist
0:U~N—-R?>=R?>x {0} CR3
lokal konform, denn es gilt:

2] = |(ta, ve)[? = U2 + 02 = ul +ul =2 A? >0,
lyl? = [(uy, vy)[2 = U2 + 02 = u2 +u2 = A2,

Vg - Py = (Ug, Vz) - (Uy, Vy) = Uglly + VzUy = Uplly — Uyly = 0.

In diesem Sinn induzieren holomorphe Funktionen lokal konforme Abbil-
dungen.

Beispiel 2

Wir betrachten die folgende Parametrisierung der Einheitssphire S? : X : U — 52,
X (0, ¢) = (sin® cos p,sin Osinp, cos O),U := (0,7) x (0,27). Dann parametrisiert
man um: u = ¢, v := Intan(0/2).

Es folgt

1 1
cosu
cosh v " cosh v

Y (u,v) = X(O(v), p(u)) = (

sinu, — tanh v> .

(zB.. wv:=Intan(9) = © = 2arctan(e’); dann:

cos © = cos(2arctan e’) = cos?(arctan e¥) — sin?(arctan e?) =

2v _ L2v v_,—v
e __ 1—e* __ eY—e :—tanhv,

tan? 1 .
1+e2v 1+e2v = 1+4e2v 7 evfe?

1+tan?

(arctane’) — (arctane) =

1
1+tan?

usw. Es folgt Y (u,v) = ...). Fiir die Koeffizienten der Ersten Fundamentalform
bekommt man in dieser Darstellung:

E=0G = (COShU)_Q,]:E 0.
Mithin ist
Y1:$825X({U)— BildY~!cR?

eine konforme Abbildung, genannt Mercator-Projektion. Mercator hat diese
Form einer Weltkarte 1569 veroffentlicht. Hier werden die Meridiane ¢ = const und
die Breitenkreise ©® = const auf zueinander senkrechte Geraden abgebildet.
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§3 Das Theorema Egregium von Gaufl (1827)

wurde von Gauf selbst als “herausragender” Satz bezeichnet. Die Aussage gehort
zu den wichtigsten Satzen der Differentialgeometrie, sie lautet:

THEOREM
Die Gau’sche Kriimmung einer reguldren Fléche ist invariant unter lokalen Isome-
trien.

Bemerkungen:

1.) Fiir die mittlere Kriimmung H gilt das nicht, man betrachte etwa den Zylinder
und die Ebene.

2.) Der Beweis des Satzes beruht auf der Beobachtung, dass man die Gauf}-
Kriimmung K schreiben kann in Termen der Koeffizienten der Ersten Funda-
mentalform und Ableitungen dieser Koeffizienten. Unter einer lokalen Isometrie
stimmen aber die Koeffizienten von I an den entsprechenden Stellen iiberein.

3.) Da das Katenoid lokal isometrisch zum Helikoid ist, folgt aus dem Theorem
die Gleichheit der Gau-Kriimmung an den entsprechenden Stellen. Das sieht
man den Flichen nicht sofort an!

Wir prézisieren Bemerkung 2.) und leiten die partiellen Differentialgleichungen
der Flichentheorie ab: Sei X : R? D U — R? eine regulire Fliche mit dem
begleitenden 3Bein X, X,,, N. Es gelten die Gleichungen (jeder Vektor links ist Li-
nearkombination des 3Beins)

( qu - Fth + F%lX”U + bllN ) bll - Ea

Xuw = ThLX,+T2,X, +b12N
(1) ybig = by = M,
Xpuw = T3 Xy +T3,X,+byN

Xy = F%QX”LL + F%QX’U + baa N, bag = N?

wobei wir die bekannten Definitionen der Koeffizienten aus 11 benutzt haben, etwa
L:=N, X, =N - Xy, AuBerdem haben wir noch die Weingarten-Gleichungen

N, = —bi X, — b1X,

(2)
N, = —bsX, — b3X,.

Wir benennen die Variablen um durch (u,v) < (u1,u2) und kénnen (1), (2) mit
Summationskonvention ersetzen durch
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(1) Xugus = D75 X0, +bas |

(2)’ Nua = _nguﬁa

wobei (zur Erinnerung)
ba = barg™”

G = (gap), G = (9*), B = (bap)
i 7

1% Fundamentalform 2'€ Fundamentalform

Man nennt

I'l; Chrstoffel-Symbole e At |

Lapy = gpo1g, Christoffel-Symbole 1%er Art.

Man nennt (1) bzw. (1)’ die Darstellungsformeln von Gauf} fiir die zweiten
Ableitungen. Wir wollen die Christoffel-Symbole ausrechnen: Es ist

=goy=9G~o

4)  Xuwup - X, =175 Ko xo = 910195 = Ty —
Symmetrie (5) Lovg = T'sya-
AuBerdem gilt ersichtlich die Symmetrie (6) T7)5 =T},

4) (3)
JaBy ‘= %gaﬂ = %(Xua : Xug) = )(uauW : Xug + XuBuA, : Xua = Fozﬁ'y + Fﬂa'y =

(7)
QBTF£7 + ga‘rrg,y s
und (5) - (7) ergeben
—YaB,y + Jary,B + 9Bvy,a = _gﬁTP;’y - gaTFg'y + g’YTF;ﬁ + gaTF;ﬁ + g'YTFZ;a + gﬁrrga

= 2910 = —9apry + Gor,8 + 98v.0 = 2Layp =

(8) Payg = %{ga%ﬁ + 98v.0 — JaBy}
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Die Gleichung (8) sagt, dass sich die Christoffel-Symbole 1%€T Art allein durch 1%
Ableitungen der Ersten Fundamentalform beschreiben lassen. Gemif(3) (Auflosen
nach T'7, ) gilt dies dann auch fiir die Christoffel-Symbole 2ter Art. Insbeson-
dere sind alle geometrischen Gréflen, die durch die Christoffel-Symbole
beschrieben werden, isometrie-invariant. Ziel ist der Nachweis, dass die Gauf3-
Kriimmung iiber die Christoffel-Symbole ausgedriickt werden kann. Dazu gehen wir
zuriick zu den GauB-Gleichungen

(1) Xugus = TLgXu, + bagN

und differenzieren diese, wobei jetzt und nachfolgend X5 fiir Xy 0., etc., geschrie-
ben wird. Damit liest sich (1)’ als

(1) Xipy =I5, X,5 +b5, N,

3ten

und es folgt als Gleichung fiir die partiellen Ableitungen:

Xa,@’yoz = FE%O{XM' +Fg7X7TCM +bﬁ'y,ozN =+ bﬂ’mez

W52)

=7 TR Xor 4T, D00 Xos +bral| + bay oV + sy (—03) X o

_ B+ Thal%, = byt | Xor + [Thybra + bl .

Die dritten Ableitungen sind offenbar symmetrisch, d.h.

X X X

yaBy = NsBay = NayfB -

speziell X,3vq —X,ayg = 0. Dann ist (der Koeff. von X,; verschwindet)

T T 79 T T T 16 T
fra T Toal'y = bay0a = Lo 5 + T35 0y = barbs =

9) R, =T

1) 0
oty = Uhya = Loy T T5al'ay — Tiglay = boyba — barbj

(: gJT(bB'ybao' - ba'ybﬁa))
7

Def. von b]!.

Analog zu (9) erhélt man aus X,gyq —X,qy3 = 0, dass in der Differenz der Koeffizient
vor N verschwindet, also:

(10) Fg,ybfa - Fg,\/bﬂg + bﬁ%a - ba%ﬁ =0 .

Die Gleichungen (9) heien Gauf-Gleichungen, und (10) nennt man die
Mainardi-Codazzi-Gleichungen.
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Gemif Herleitung sind (9), (10) dquivalent zu X,3,4 = X;ay3. Der Riemannsche
Kriimmungstensor

R:T,S xT,S x T,,S — TS

wird definiert durch
(11) RU,VYW = R;mUaV5W7X,T ,

wobel U = Upa X0,V = VX3, W = W, X,,. Ist Z = Z;X 5, so folgt aus (11) und
(9)
RU V)W - Z = Rl Us VW Z5 X, - X5 =t RaprsUa VW Zs ,

wobei

9
(12) Ropys = g(STRgéﬂ»y (:) bﬁ’ybaE — barbgs -

Fiir die GauB-Kriimmung gilt die Formel
K = det(bag)/W?, W?:=EG — F?,

d.h. mit obiger Setzung (vgl. (12))

Ri21g = ba1bia—bi1bos = — det(bag) = ~KW? = (13) K = —Rio12/W?

Der Tensor 4% Ordnung Ry s ist geméB (12) aus den Koeffizienten b, der Funda-
mentalmatrix der Zweiten Fundamentalform zusammengesetzt, und er entsteht aus
“Rgﬁﬁ{ durch Multiplikation mit gs;”. In der Definitionsgleichung (9) fiir R;Bv hat
man die Darstellung von R, By durch die Christoffel-Symbole zweiter Art und deren
erste Ableitungen. Aus (3) und (8) ergibt sich die Darstellbarkeit der Christoffel-

Symbole 2% Art in Termen von gap und erster Ableitungen davon, also:
R,gys = Terme in g,g sowie ersten und zweiten partiellen Ableitungen davon.

Wegen W2 = det(gag) ergibt (13) folgendes Schlussresultat:

Die geometrische Grofle K - definiert durch die Zweite Fundamentalform - hingt
nur ab von den Koeffizienten der Ersten Fundamentalform sowie deren ersten und
zweitern partiellen Ableitungen. Damit ist das Theoreme Egregium bewiesen. O

Wir wollen noch Formeln fiir K ableiten: Speziell betrachten wir eine orthogonale
Parametrisierung, d.h. per Definition F = X, - X, = 0. Dann ist

W? = &G
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und mit der iiblichen Symbolik ergibt (4):

Dt = X Xo = 3&,

ot = Xuw Xo = 3G = T2,
Tzt = Xuw Xo = Fu—g60 = —3éu,
To2 = X Xu = Fo—5Gu = —3Gu,
Tz = X -Xu = 1&,

Iy = Xpw Xo = 3G,

wobei hier (u1,u2) <> (u,v) ersetzt wurde. Daraus folgt fiir die Christoffel-Symbole

zweiter Art (s. (4)) und benutze (g,5) = ( g g >')

Fh = %5u/57 F%2 = %gu/ga
(14) % =-&,/2G, Tl =-G./2¢E,
Ty =136/ T3,=140G,/6.

(13) ergibt

K= _glg Ri212 (122) —glg 922 Rioy
_ _é R, ©) _% [rgm T3, + 4T3, — %19,
E . [; (Gu/G)u+ 5 (Eo/G)o+ THT + T35, — ThT], - F%F%]
=4 [(gu/g)u HESG)+ 5 (-E/0) - (E./8) + (GufOP5 ~ 5(6uf®) - (Eu/e)

~(56./0)-(~&,/9)]

— _ 1 _ (gU)Q (gu)2 gugu gvgv
- T [(g“/ Gt (ElG)o = 36G T 267 ~ 26G T 202

Mit Hilfe der letzten Gleichung rechnet man nach:

SATZ 5
Sei S regulare Fliche und X : U — S eine orthogonale Parametrisierung auf
U C R?, also F = X, - X, = 0. Dann gilt fiir die Gau-Kriimmung auf U

(5) K= g [ (Vi) o ()]
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wobei wie {iblich &, = %5 , etc. Bei isothermer Parametrisierung, also 7 = 0,
E =G =\ >0ergibt (15)

(16) K =-A2A(n\), A= 2+ 2

Bemerkung zu (16): Es ist jetzt

NI L N N o
E/VEG = 50 (AN)/ A = 50 (In X )—2&] (In N),
so dass
2

9 (eovEg) =22 ),

2

Uusw.

Die Gleichung von Gauf} (9) und von Mainardi-Codazzi (10) sind fiir die Flidchen-
theorie von derselben Bedeutung wie die Frenet’schen Formeln fiir Kurven, es gilt:

Theorem von Bonnet Sei V' C R? offen. Auf V seien glatte Funktionen
E,F,G, L, M,N ergeben mit £,G > 0. Man definiert formal die Christoffel-Symbole
sowie die anderen Groflen, die in den Gleichungen von Gaufl (9) und Mainar-
di/Codazzi (10) auftreten, und verlangt, dass diese Gleichungen gelten. Dann gibt
es zu jedem Punkt ¢ € V eine Umgebung U C V und eine Abbildung X : U — R?,
so dass X (U) eine regulire Fliche ist mit Koeffizienten &€, F,G bzw., £, M, N fiir I
bzw. I1. Ist U zusammenhéngend und X : U — R? eine andere Parametrisierung
mit denselben Eigenschaften, so gilt X = T'opo X mit einer Translation T : R® — R3
und einer orthogonalen Abbildung p : R? — R? mit det p > 0.

Beweis

Do Carmo, deutsche Ausgabe, p.243 f; allerdings fehlen dort Details, aber es gibt
Referenzen.

O

Folgerungen aus dem Theorema Egregium

(Alle Flichen S seien ab jetzt zusammenhingend)

Satz 6 (von Chern, 1945)

Sei S C R? eine regulire geschlossene (d.h. S ist kompakt) Fliche mit positiver
GauB-Kriimmung. Fiir die Hauptkriimmung gelte 0.E. k1 > ko, ko = f(k1) (oder
umgekehrt) mit einer monoton fallenden Funktion f. Dann ist S eine Sphiére.

Korollar 1

Ist S eine geschlossene regulidre Fliche mit GauB-Kriimmung K = const > 0, so ist
S eine Sphiére.
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Beweis von Korollar 1

Zunéchst kann man die Voraussetzung sogar noch etwas abschwéchen, denn es folgt
bereits aus K = const und der Geschlossenheit von S, dass K > 0 sein muss.

Dazu S C Bgr(0) und Ry = inf{R > 0 : S C Bg(0)} der kleinste Redius. S und
So := 0BR,(0)

haben einen Beriihrpunkt p € SNSy. Dann ist 7},S = TpSy, also liegt S ganz auf einer
Seite von (T),5) + p (affine Tangentialebene) und kann die affine Tangentialebene nur
in p beriihren. Das ergibt K > 0. K = 0 ist aber nicht moglich. Also ist K = k1k2.
O.E. sei k1 > kg Es folgt ke = K/k1 und f(k1) := K/kq féllt monoton. Chern’sche
Satz liefert die Aussage.

Korollar 2 Sind S, S zueinander isometrische Flichen, und ist S eine Sphire,
so ist auch S eine Sphiire, und zwar mit demselben Radius wie S.

Beweis von Korollar 2

S Spire heiBt K g = const (= 1/ Radius) und da S, S zueinader isometrisch sind,
stimmen die Ersten Fundamentalformen von S und S an entsprechender Stelle iibe-
rein, also nach dem Theorema Egregium Kg = const.

Nun benutzt man Korollar 1. g

Korollar 3

Sei S eine geschlossene Fliche mit positiver GauB-Kriimmung K. Ist dann die
mittlere Kritmmung H konstant, so ist S eine Sphiire.

Beweis von Korollar 3

Esist 2H = k1 +k9o = ¢, und K1k > 0 besagt, dass k1, ko dasselbe Vorzeichen haben,
O.E. k1 > Ko. Es ist ke = ¢ — k1 fallend, Chern’s Satz liefert die Behauptung. O

Beweis von Satz 6

Die Voraussetzungen K > 0,k1 > ko, ke = f(k1), f |, seien erfiillt. Da S kompakt
ist, nimmt x1in einem Punkt p € S sein Maximum an. Offenbar ist p dann Minimum
von kg. Wir behaupten: p ist Nabelpunkt, also es gilt * x1(p) = ka(p). Es folgt fiir
qe S

k() > r1(a) > ralg) > malp),

also mit x k1 = K9, jeder Punkt ist Nabelpunkt. Somit ist S Teil einer Sphére. Da
aber S kompakt und zusammenhéngend ist, muss S selbst eine Sphére sein.

ad *: Sei k1(p) > ka(p). Dann gilt k1 > k2 auch auf einer Umgebung von p (keine
Nabelpunkte dort), und ohne Beweis sei vermerkt, dass es dann lokal bei p eine
Parametrisierung X : R? D U — R3 von S gibt, so dass u — X (u,v),v — X (u,v)
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jeweils Kriimmungslinien sind, also etwa —N, = k1 Xy, —Ny = ko Xy, Xy - Xy = 0.
Es folgt F = 0 sowie

L = —Nu . Xu = /ilXu . Xu = Iﬂg,
M = —N,- X, = mXu - Xo = 0,
N = =N, - X, = reXy X, = KoG.

Aus den Mainardi-Codazzi Gleichungen (10) bekommt man

aw.
Ly ="0bi12 =" T5b:1 —I'T1bra + b1

(14) 1 & 1€

_ 1 _ 12 _/ - v - v
= I'yL-THN+ (Mu 5 5£+2 g/\/:>
=0
1 L N 1
£v25v<g+g>2gv(’€l+52)a

und entsprechend

(10) (14)1

Ny = baa =5

gu(lﬁ + Iiz) .

Andererseits ergibt £ = k1€ die Gleichung L, = E,k1 + E(K1)y, und aus N, = G, =
k2 + G(k2)y. Insgesamt ergibt sich

K1 E(Kk1)w
E,=2L = 2& 2
v U/Rl—i_l‘@ U/€1+I£2+ K1+ Ko
2&
—— gv = — (/{/1)1)’
K1 — R2

K2 L, G(K2)u

—9 —9
Gu Nu/ﬂl + Ko guﬁl Ty 1+ Ko

Schliefilich ersetzen in der Formel (15) fir K die Groflen &,, G, durch obige Terme,
es folgt:

o 1 [8<_251(,€)>+8< 2G 1@))}
T 2VEG 10, \ w1 —r2 VEG V) T 0y \ k1 — R2 VEGS "
-1 [ 28 2G 1

1
S g et s e ()t (m)ofi(usv) + (R2)ufa(us )
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mit geeignet definierten Funktionen fi, fo. Also:

—26GK = —

* % +(/i1)vf1(u, U) + (52)uf2(u7 U) .

Wegen K > 0 ist die linke Seite von #x < 0. Sei X (0,0) = p. Dann ist in (0,0)

(’il)v = (HQ)U =0, (Hl)vv <0, (52)uu >0

(da p Max. von k1, Min. von k), so dass die rechte Seite von #* > 0 ist, Widerspruch!
Die Annahme k1(p) > k2(p) ist falsch, es folgt *.

§4 Paralleltransport und geodétische Linien auf
Flachen

Es sei hier X : R? D Q — R? immer (Parametrisierung) eine(r) reguliren Fliche,
w: [a,b] — 2 eine Kurve im Parameterbereich und ¢ := X o w die zugehorige Kurve
auf X.

DEFINITION 5
Ein Vektorfeld V : [a,b] — R3 heifit tangential lings c, falls fiir alle ¢ € [a, b] gilt

V(t) S Tc(t)X .

V. := alle tangentialen Vektorfelder léings c.

Ein beliebiges tangentiales Vektorfeld V' = V(¢) € V. hat also die Darstellung (Sum-
mationskonvention)

V(t) = Va(t) X,a (w(t))

(Darstellung von V' (t) € Ty X durch die Basisvektoren X1 (w(t)), X,2 (w(t))). Die
Ableitung V'(t) ist i.a. nicht tangential. Deshalb definiert man fiir V' € V_ die kova-
riante Ableitung

DV

FOR
durch BY.(t) == P(c(t)) {4V (t)} wobei P(c(t)) : R* — T,y X die

orthogonale Projektion auf die Tangentialebene T, X bezeichnet. Es gilt dann
die Produktregel
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UVeV.: 24U -V)=8L.V+U-BY Sei V € V, Dann ist

d d . d L d
SV(E) = 5 (VX (@(0)) = 5 VX ((0) + V2L X (w(1))

= VaXoa (w(t) + VX 05 (w(t)ws(t)

wobei V, = % Va, ect.

Wir haben die Gaufi’sche Darstellungsformel (vgl. (1)’ in § 3)

X,a3= FlﬂXw +bapN,

also V(1) = [V, + Flﬂ(w(t))Vang]X,,y (w(t)) + V*¥qapwa(t)N, und fiir die kovariante
Ableitung folgt

(1) S () = V3 (1) + T 5(0(t) Va(t)(t)] X, (w(1))

Sei nun ¢ nach der Bogenlédnge parametrisiert, also |¢(s)| = 1. In Kapitel II, § 2,
Gleichung (3), wurde gezeigt (k4 geod. Kriimmung, x, = Normalkr.)

é(s) = rg(N(w(s)) x &(s)) + RN (w(s))

so dass %c’(s) = P(c(s))é(s) = kgN(w(s)) x é(s). Folglich ist die geodétische

Kritmmung x4(s) von ¢(s) 0 genau dann, wenn

ist. Mit (1) liest sich (2) (V:i=¢= Z(X ow) = X,, (w)w,, also V, = w,):

Sl

(3) Wy + T p(W)waws =0,y =1,2 .

DEFINITION 6

a) Man nennt Kurven X ow = ¢, die den Gleichungen (3) geniigen, Geodétische
auf X, und (3) heilen Differentialgleichungen der Geoditischen. Hier
wird nicht verlangt, dass ¢ nach der Bogenldnge parametrisiert ist.

b) Ein Vektorfeld V(¢) = V,(t)X,a (w(t)) € V. heifit parallel léings c,

falls % =0, d.h. falls

(4) Vo + T (w)Valp =0, v = 1,2 gilt

(vel. (1)).
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Bild einfiigen

Sind U, V parallele Vektorfelder aus V., so ist % U-v)= U-%—i—%-v =0;
(= |U(t)| = const mit der Wahl V' = U!) Speziell folgt fiir eine

Geoditische

d . .. _
a(C'C):O,

d.h.  |é(t)| = const. Jede Geodétische ist automatisch proportional zur
Bogenlidnge parametrisiert, und somit

verschwindet die geoditische Kriimmung, wenn man auf die Bogenléinge um-
parametrisiert (nur fiir diesen Fall war s, erklért.

Wir betrachten jetzt das Langenfunktional
b
L(c) := / l&(t)|dt, c = X ow : [a,b] — R3.
a

Sei V € V. ein tangentiales Vektorfeld ldngs ¢. Man variiert ¢ in Richtung von V,
d.h. man betrachtet eine Schar V(t,¢), (t,e) € [a,b] X (—ep,&0) von Kurven ¥(-,¢)
auf X mit

U(t,0) = c(t) (t,e) = V(t).

0
—U
’ 38’0
Diese Schar gewinnt man z.B. durch die Setzung W(t,e) = X (w(t) + eV (t)), V(t) :=

(DX,0) 1 (V(t) € R?. (GemiB V(t) € T, X ist V(t) wohldefiniert.) Man be-
trachtet nun die 1%€ Variation

d
HOL(‘I’('@)

der Lange L an der Stelle ¢ in Richtung V:

ol
- /ab Ic'(lt)|é(t)'af0 <§;\I’(t,a)> dt
B /ab Ié(lt)| {05 (af,o\ﬂ(t,a)) dt
V()

b1 "1 .. D
- /a\cwc<t>'v(t>dt—/a ) T

9
ot

d ['To 0 1/2
t=—— — W(t - —W(t dt
a= o [ v 5o

U(t,e)
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denn ¢ € V,, so dass ¢-V = ¢- %. Ist ¢ proportional zur Bogenldnge parametrisiert,
also |¢| = const > 0, und gilt V(a) = V(b) = 0, so folgt:

b
[t 2 aa= e [ 8 ) vy

— l¢I” 1/ V(t dt t)dt = —|é|” 1/ V(t ()dt::(SL(c,V).

Angenommen L(c) < L(¢) fir alle & : [a,b] — R? ¢ = X o @, mit
é¢(a) = c(a),é(b) = c¢(b). Ist ¢ proportional zur Bogenlinge parametri-
siert und V € V, mit V(a) = V(b) = 0, so erfiillen die Kurven

S
—~
o+

™
SN—

I

X(w(t) +eV(1), V(1) := (DXyry) V(1))
, Ula,e) =c(a),¥(b,e) = c(b), so dass L(c) < L(¥(-,¢)), mithin

0L(c,V) =

fiir alle V' wie oben; es folgt die bekannte Gleichung

die Kurve c ist eine Geodétische. Somit ergibt sich die Gleichung (2) fiir Geodéti-
sche als Euler-Gleichung des

Liangenfunktionals, wenn man sich auf Kurven beschrinkt, die propor-
tional zur Bogenlinge parametrisiert sind. Umgekehrt kann man zeigen,
dass Geoditische zumindest lokal die Linge minimieren. Allerdings muss
eine Geodatische nicht kiirzeste Verbindung auf der Fliche X zwischen ihrem
Anfangs- und Endpunkt sein! (Teile von Grofikreisen liefern Beispiele).

Beispiele fiir Geoditische

1.) Wir betrachten die Ebene X : (u,v) — (u,v,0), also die Fliche S = R? x {0}.
Nach den Gaufi’schen Darstellungsformeln gilt wegen X, = Xy = Xy =0

F’yﬁ =0
fir alle o, 3,7 € {1,2}, so dass sich die Gleichungen (3) fiir eine Geodéatische
c=Xow
reduzieren auf %W’y =0,7=1,2. Also ist w : [a, b] — R?
und damit natiirlich auch c: [a,b] — R3?, ¢ = X o w, affin linear.

2.) Geoditische auf dem Zylinder:
Sei Z der senkrechte Kreiszylinder iiber dem Kreis 22 4+ y? = 1.
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a) Jeder Kreis auf Z, den man als Schnitt mit einer Ebene parallel
zur ry-Ebene erhilt, ist eine Geoditische auf 7.
Beweis: Ist c(s) Parametrisierung eines solchen Kreises nach der Bo-
genlinge,
0.E. ¢(s) = (u(s),v(s),0), so ist ¢ parallel zur Normalen an Z in ¢(s), aus
der Darstellung
¢ = Kkg(N x ¢é) + kN folgt kg = 0.

b) Um weitere Geodiitische zu finden, wéhlen wir die Parametrisierung
X :R? — R3, X(u1,us) := (cosuq,sinuy, us) und beachten, dass X eine
lokale Isometrie ist, vgl. §1, die die Ebene auf Z abbildet. Es gilt:

Unter lokalen Isometrien werden Geoditische auf Geoditische abgebildet.

Denn: Isometrien erhalten die Erste Fundamentalform und damit die
Christoffel-Symbole, und nur diese gehen in die Gleichung (3) fiir Geodéti-
sche ein!

Also ergeben die X-Bilder von Geraden in der Ebene offenbar die Geodéti-
schen auf Z.

Sei p = X(0,0) = (1,0,0). Dann ist nach dem gerade Gesagten jede
Geoditische auf Z durch p das X-Bild von Geraden w(s) = s(a,b) in R?
durch (0,0),a? + b = 1.

a=0: X(w(s)) = (1,0 £ s) senkrechte Gerade durch p
b=0: X(w(s)) = (coss, £sins, 0) Kreislinie (vgl. a))
a#0#b: X(w(s))=cos(as),sin(as), bs) Helix durch p

3.) Geoditische auf S

Unter einem Grofkreis auf S? versteht man den Schnitt von S? mit einer Ebene
durch den Ursprung. Wie in 2.) a) iiberlegt man sich, dass fiir GroBkreise
kg = 0 gilt, diese als Geodétische auf 5?2 sind. Sei p € S? und ¢ : I — S? eine
Geodétische. Dann wird genau ein Grofikreis ¢ dadurch festgelegt,

dass er durch p gehen soll und dort ¢(0) als Tangentenvektor hat. Nach der
Eindeutigkeitsaussage fiir Geodétische

folgt dann Spur ¢ C Spur ¢.

Satz 7 (lokale Existenz und Eindeutigkeit von Geoditischen)
Es sei X : R? D Q — R3 eine regulire Fliche, S = X(Q). Ist p € S und

Wy € T,,S mit Wy # 0, so gibt es ein € > 0 und eine eindeutig bestimmte Geodatische
¢ : (—e,e) — S, die nach der Bogenldnge parametrisiert ist, mit ¢(0) = p und
C/(O) = W0/|W0’.

Beweis
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Es gelte X 1(p) = p € R? sowie wy := (DX;)"1(Wy/|Wp|). Dann 16st man das
Anfangswertproblem

Wy + I’lﬁ(w)d)awg =0,y=1,2,

w(0) =p,w(0) = wo,

was nach Sétzen iiber Systeme von gewohnlichen Differentialgleichungen auf ei-
nem passenden Intervall (—e,e) moglich ist. ¢(s) := X (w(s)) ist dann die gesuchte
Geoditische. Die Eindeutigkeit folgt ebenfalls aus der Theorie der gew. Dglen. [

Kommen wir zum Schluss zuriick zum Begriff des parallelen Vektorfeldes. Ist X :
R? O Q — R3 eine Ebene, etwa X (u,v) = (u,v,0), und
c: [a,b] — R3 eine Kurve darin, so sind alle Vektorfelder V (t) mit V3(t) = 0 tangen-

tial zu c.

Offenbar ist Z7 (t) = £ V(t), denn 4 V() € T,;)X = R? x {0}.

Parallelitat von V' langs ¢ heifit V(t) = 0, m.a.W.: Ist ¢ eine ebene Kurve, so sind die
zu ¢ parallelen Vektorfelder genau die konstanten Vektorfelder (in der entsprechenden
Ebene).

Satz 8

Es sei ¢ = X ow mit einer Kurve w : [a,b] — Q C R2 Ist Wy € T )X mit
einem t( € [a, b] fixiert, so gibt es genau ein paralleles Vektorfeld W € V, mit
W (ty) = Wp.

Beweis

Man 16st das lineare System Wv +Flﬁ(w)vaﬁ =0,v=1,2 , zur entsprechenden
Anfangsbedingung und setzt W (t) = W, (1) X,y (w(t)) . O

Man nennt W die Parallelverschiebung léngs ¢ von Wj.



