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Aufgabe 1

Es seien α, β : I → R3 di�erenzierbare Abbildungen auf einem Intervall I ⊂ R. Zeigen Sie:

(i) Die Abbildung α× β : I → R3 ist di�erenzierbar mit

(α× β)′ = α′ × β + α× β′.

(ii) Gelten mit den Konstanten a, b, c ∈ R die Beziehungen

α′ = aα+ bβ und β′ = cα− aβ,

so ist α× β konstant.

(iii) Beweisen Sie für u, v, w ∈ R3 die Identität

(u× v)× w = (u · w)v − (v · w)u.

Aufgabe 2

Seien a, b, c ∈ R mit a2 + b2 = c2 und a 6= 0. Betrachten Sie die durch

γ : R→ R3, s 7→
(
a cos

(s
c

)
, a sin

(s
c

)
, b
s

c

)
erklärte parametrisierte Kurve.

(i) Ist γ nach Bogenlänge parametrisiert?

(ii) Berechnen Sie die Krümmung und Torsion von γ.

(iii) Sei s ∈ R. Zeigen Sie, dass alle Geraden in Richtung des Normalenvektors von γ(s), die
durch γ(s) gehen, die z-Achse unter einem konstanten Winkel schneiden.

(iv) Skizzieren Sie die Kurve γ.

(bitte wenden)



Aufgabe 3

Seien I ⊂ R ein Intervall und α : I → R3 eine beliebig (nicht notwendig nach der Bogenlänge
parametrisierte) reguläre Kurve mit nirgends verschwindender Krümmung. Zeigen Sie, dass das
Frenetsche Dreibein (tα, nα, bα) gegeben ist durch

tα =
α′

|α′|
, nα =

α′ × α′′

|α′ × α′′|
× α′

|α′|
, bα =

α′ × α′′

|α′ × α′′|
.

(Hinweis : Parametrisieren Sie die Kurve nach der Bogenlänge und benutzen Sie Aufgabe 1.)

Aufgabe 4

(i) Zeigen Sie, dass die orientierte Krümmung einer beliebigen regulären ebenen Kurve α : I →
R2, t 7→ (x(t), y(t)) (I ⊂ R ein Intervall) gegeben ist durch

κα : I → R, t 7→ x′(t)y′′(t)− x′′(t)y′(t)
(x′(t)2 + y′(t)2)3/2

.

(ii) Zeigen Sie, dass die orientierte Krümmung einer regulären ebenen Kurve bei Umorientie-
rung das Vorzeichen wechselt.


