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Aufgabe 1

Seien Ω ⊂ R2 ein Gebiet, w ∈ Ω und X : Ω→ R3 eine parametrisierte Fläche. Zeigen Sie: Durch
die Abbildung

IIIw : TwX × TwX → R, (U, V ) 7→ Sw(U) · Sw(V )

wird eine symmetrische Bilinearform erklärt (dritte Fundamentalform von X) und es besteht die
Beziehung

IIIw − (κ1(w) + κ2(w))IIw + κ1(w)κ2(w)Iw ≡ 0.

Darin bezeichnen κ1,2(w) die Hauptkrümmungen von X bei w.

Aufgabe 2

Zeigen Sie die Parameterinvarianz des Flächeninhalts: Seien Ω, Ω̃ zwei Gebiete, X : Ω→ R3 eine
reguläre Parametrisierte Fläche, ϕ : Ω̃→ Ω ein Di�eomorphismus und X̃ = X ◦ ϕ. Dann gilt∫

Ω
|Xu(u, v)×Xv(u, v)| dudv =

∫
Ω̃

∣∣∣X̃ũ(ũ, ṽ)× X̃ṽ(ũ, ṽ)
∣∣∣ dũdṽ.

Aufgabe 3

Seien Ω ⊂ R2 ein Gebiet und X : Ω → R3 ein zweimal stetig di�erenzierbares parametrisiertes
Flächenstück. De�niere

Xε : Ω→ R3, (u, v) 7→ X(u, v) + εϕ(u, v)N(u, v),

wobei ε ∈ R, ϕ ∈ C∞
c (Ω) und N(u, v) der Normalenvektor von X in (u, v) sind. Zeigen Sie: Für

ein hinreichend kleines ε0 > 0 ist Xε für alle ε ∈ (−ε0, ε0) eine reguläre parametrisierte Fläche.
Man bezeichnet diese als eine Normalvariation von X.

Aufgabe 4

Sei Ω ⊂ R2 ein Gebiet. Als Minimal�äche bezeichnet eine parametrisierte Fläche X : Ω → R3

mit verschwindender mittlerer Krümmung H ≡ 0. In dieser Aufgabe wollen wir zeigen, dass sich
eine Minimal�äche auch dadurch charakterisieren lässt, dass für sie unter allen ihren Normalva-
riationen (vgl. Aufgabe 3) der Flächeninhalt extremal wird (Minimum oder Maximum!).

(bitte wenden)



(i) Es sei Xε eine Normalvariation von X gemäÿ Aufgabe 3. Zeigen Sie, dass für die Koe�-
zienten Eε,Fε und Gε der ersten Fundamentalform von Xε der folgende Zusammenhang
besteht:

EεGε − (Fε)2 = (E0G0 − (F0)2)(1− 4εϕH) +R,

wobei R = R(u, v, ε) mit limε→0R(u, v, ε)/ε = 0 ist.

(ii) Folgern Sie, dass für den Flächeninhalt A(ε) = A(Xε) gilt:

A′(0) = 0 ⇐⇒ H ≡ 0,

d.h. ε = 0 ist genau dann ein stationärer Punkt des Flächenfunktionals und der Flächen-
inhalt hat für X ein lokales Extremum, wenn die mittlere Krümmung verschwindet.


