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Einleitung

Ein klassisches Problem der Fluid Mechanik sind die Navier-Stokes Gleichungen
fiir Newtonsche Fluide (z.B. Wasser, Luft sowie die meisten Ole). Gegeben
sei ein Korper Q@ € R%, d = 2,3, in dem die FlieBbewegung innerhalb des
Zeitintervalls [0, T stattfindet, sowie eine Kraft f : [0,7] x Q — R?, die diese
beinflusst (z.B. Gravitation oder elektrisches Feld).

Gesucht ist das Geschwindigkeitsfeld v : [0, 7] x  — R? der Teilchenbewegung
sowie der Druck p : [0, T] xQ — R innerhalb des Fluids als Lésung des folgenden
Systems partieller Differentialgleichungen

—p% +vAv = p(Vu)v+ Vp—pf auf [0,7]x Q.

Hierbei beschreibt v € (0,00) die Viskositdt des Fluids und p € (0, 00) ist die
Massendichte, die als konstant angenommen wird, was fiir viele Fliissigkeiten
und Gase eine gute Approximation darstellt. Dies bedeutet insbesondere, dass
das Fluid inkompressibel ist. (Vv)v reprisentiert einen Wirbel, der bei langsa-
men Geschwindigkeiten vernachléssigt werden kann (Stokes Problem).

Obige Gleichungen sind das Ergebnis physikalischer Uberlgungen zu Massen-
und Impulserhaltung innerhalb eines Fluids, wobei die Annahme eines linearen
konstitutiven Gesetzes (Newtonsches Fluid) mafigeblich eingeht. Experimente
belegen ein solches Verhalten fiir strukturell einfache Fluide wie Gase und Fliis-
sigkeiten mit leichten Molekiilen.

Unser Ziel ist es die Existenz schwacher und starker Lésungen der Navier-
Stokes Gleichungen zu erarbeiten. Zunéchst ist es daher notwendig, die ,,natiir-
lichen“ Funktionenrdume bereitzustellen, in denen die Existenz verallgemeiner-
ter (schwacher) Losungen gezeigt werden kann. Argumente der Regularitiits-
theorie zeigen schliellich, dass es sich sogar um starke Losungen im klassischen
Sinn handelt. Beginnen werden wir dabei mit dem klassischen Stokes-Problem:
Finde v : Q — R? und p : Q — R mit

vAv =Vp—pf auf Q.

Hierbei handelt es sich um ein linearisiertes Problem unter Vernachldssigung
der Zeitabhingigkeit.
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Warnung.

Dieses Skript dient als ergdnzendes Begleitmaterial zur Vorlesung. Es kann und
soll den Besuch sowie eine Mitschrift der Vorlesung nicht ersetzen, und erhebt
keinen Anspruch auf Fehlerfreiheit oder Vollsténdigkeit.
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§ 1. Herleitung der Gleichungen

In diesem Kapitel werden wir ausgehend von den physikalischen Gesetzen der

Massen- und Impulserhaltung die Navier-Stokes Gleichungen herleiten.

Im Folgenden betrachten wir einen Kérper 0 C R?, ein zwei- oder dreidim-

sionales Gebiet, in dem wir den Fluss eines Fluids beobachten (Fliissigkeiten
und Gase). Wir leiten die Gleichungen fiir allgemeine Fluide her, begrenzen un-
sere mathematischen Untersuchen jedoch auf das Verhalten eines inkompressi-
blen (d.h. die Dichte is konstant) Newtonschen Fluids. Es bezeichne v(t, z) € R¢
die FieBgeschwindigkeit der Teilchenbewegung und p(¢, x) die Massendichte je-
weils im Punkt @ € Q zur Zeit ¢t € [0, T7.
Das Gesetz der Massenerhaltung besagt, dass die gesamte Masse einer Fliissig-
keit in einem festen Volumen V C  nur dann zu- oder abnehmen kann, wenn
durch die Oberfliche OV entsprechend viel Masse zu- oder abfliefit. Mathema-
tisch entspricht dieser Sachverhalt der Gleichung

d

— [ pdL? = —/ (pv - N)dH, (0.1)
dt Jy ov

wobei NV die duBere Einheitsnormale an 9V ist. Man beachte, dass FlieBbe-
wegungen in Richtung N, die Masse verkleinern, daher das Minus rechts. Wir

erhalten zunéchst mit dem Satz von Gauf
/ @dﬁd = —/ div(pv) dL4. (0.2)
v Ot v

Da V' C Q beleibig gewéhlt werden kann, folgt

0

8—5 + div(pv) = 0. (0.3)
Besitzt zudem die Fliissigkeit eine konstante Dichte, d.h. insbesondere, dass die
Fliissigkeit inkompressibel ist (durch Druckeinwirkung ist keine Volumenéinde-

rung moglich), dann vereinfacht sich (0.3) zu

dive = 0. (0.4)
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Wir wollen nun eine Formel fiir die Anderung des Impulses

% , pvdLe (0.5)

herleiten. Zunéchst erscheint auf der rechten Seite der Term
—/ pv - NvdH¥™t = —/ (pv @ V)N dHL, (0.6)
ov )%

wobei n ® € := n€T ist. Bei der Impulserhaltung spielt nicht nur der Massen-
zufluss durch die Oberfliche 9V, V' C € eine Rolle, sondern es muss zudem
die Kraft beriicksichtigt werden, die der Teil der Teil der Fliissigkeit auflerhalb
von V auf die Fliissigkeit innerhalb V' ausiibt. Diesen zusiitzlichen Impulsfluss
bezeichnen wir mit dem symmetrischen Tenser 7 € R?*¢. Die Kompenenten
7;,; von T geben den Fluss der j-ten Impulskomponente in die i-te Koordina-
tentrichtung an (man beachte, dass der Impuls jeder Komponente ein Vektor
ist, was eine Matrix ergibt). Uber die genaue Gestalt von 7 werden wir uns im

Anschluss Gedanken machen miissen. Diese Uberlegung ergibt das Integral

/ TN dHOY (0.7)
oV

welches ebenfalls hinzuzufiigen ist. Schliellich beriicksichtigen wir noch duflere

Krifte, z.B. die Gravitation, beschrieben durch
/ pf dLe. (0.8)
1%

Hierbei ist f : [0,7] — Q — R? die Beschleunigung, die von dufleren Kriiften
aufgebracht wird (im folgenden wird f kiirzer einfach als d&uflere Kraft bezeich-
net). (0.5) bis (0.7) ergibt zusammen

4 pvdl? = 7/ (pv @ V)N dH! +/
ov

TNde*w/ pfdc?. (0.9)
dt Jyv ov v

Nach Anwendung des Satzs von Gauf3 erhalten wir
8 d . d . d d
a(pv) ALt =— [ div(pv@v)dL+ | divrdL®+ [ pfdL® (0.10)
1% 1% 1% 1%
Die Beliebigkeit von V' zeigt

0
&(pv) = —div(pv @ v) + divT + pf. (0.11)



4 § 1.Herleitung der Gleichungen

Dies ist die Bewegungsgleichung. Die Erhaltungsgleichungen (0.3) und (0.11)
gelten fiir alle Fliissigkeiten und Gase. Wir wollen unsere Uberlegungen auf
inkompressible Fluide beschrinken, d.h. wir nehmen an, dass p konstant ist
und erhalten aus (0.11)

0
pa—z = —pdiviv®@v) +divt + pf
Man beachte, dass die Annahme einer konstanten Dichte fiir viele Fliissigkeiten

und Gase eine gute Approximation darstellt. Unter Zuhilfenahme von
div(v @ v) = (divv)v + (Vov)v

ist dies gleichbedeutend mit

ov

Por = —p(Vv)v+divt + pf

Physikalische Experimente zeigen, dass fiir inkompressible Fluide die Beziehung
T=-pl+0o (0.12)

gilt. Hierbei ist p = p(x,t) € R der hydrodynamische Druck innerhalb des
Fluids. Dieser héngt sowohl von der Temperatur als auch der Dichte ab. o =
o(x,t) € R¥4 st der Spannungstensor. Die Relation (0.12) fithrt uns auf

ov

P = —p(Vo)v — Vp+dive + pf. (0.13)

Schliellich bendtigen wir ein konstitutives Gesetz, dass es uns erméglicht den
Spannungstensor ¢ zur bestimmen. Experimente belegen, dass sich fiir struk-
turell einfache Fluide wie Gase und Fliissigkeiten mit leichten Molekiilen der

Tensor o aus Newtons Viskositétsgesetz berechnen lésst:

(Vo+voT). (0.14)

N | =

o =2we(w), €)=

Hierbei bezeichnet v > 0 die Viskositéit des Fluids, ein Maf} fiir die Zahfliis-
sigkeit (je grofer die Viskositéit, desto dickfliissiger ist das Fluid). Fluide, die
diesem linearen Gesetz gehorchen, werden als Newtonsche Fluide bezeichnet,
dazu gehoren viele Fliissigkeiten des Alltagsgebrauchs wie Wasser und die me-
siten Ole. Luft is ebenfalls ein Newtonsches Fluid. Man beachte, dass aus (0.14)

dive = vAv
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folgt. Wir erhlaten also insgesamt das folgende System partieller Differential-

gleichungen

(0.15)

_p% +vAv = p(Vo)v+Vp—pf auf [0,7]x Q,
dive =0 auf [0,7] x Q.

Zwei Annahmen sind wesentlich eingegangen:
e Die Dichte ist konstant,
e Die Beziehung zwischen o und €(v) ist linear.

Als Verallgemeinerung hierzu werden auch Nicht-Newtonsche Fluide untersucht
(diese sind jedoch nicht Gegenstand der Vorlesung). Hier nimmt man eine nicht-

lineare Beziehung zwischen ¢ und €(v) an, genauer gesagt

o = v(le(v)]e(v),

mit der verallgemeinerten Viskositétsfunktion v, die von der Scherrate |e(v)]
abhéngt. Hierbei unterscheidet man zwischen verdickenden Fluiden, v ist mo-
noton wachsend (z.B. Teig), und verdiinnenden Fluiden, v ist monoton fallend
(z.B. Ketchup, Blut). Ein beliebtes Modell hierfiir ist z.B.

v(le(v)]) = le(w) P2

Zwei Vereinfachungen von (0.15) sind méglich. Zum einen kann man die An-
nahme treffen, dass das Fluid geniigend Ziet hatte um seinen Gleichgewichtszu-
stand anzunehmen, was bedeutet, dass v unabhéngig von der Zeit ist. In diesem

Fall erhalten wir die Gleichungen

{ vAv = p(Vv)v+Vp — pf auf Q, (0.16)

divv =0 auf Q.

Dieses System partieller Differentialgleichungen ist als stationéres Navier-Stokes
Problem bekannt. Unter der Annahme eines langsamen Flusses ldsst sich der
Term (Vv)v im Vergleich zu den restlichen Termen vernachléssigen. Wir erhal-

ten ein linearisertes Problem

(0.17)

vAv =Vp—pf auf Q
diveo =0 auf £,

das klassische Stokes-Problem.

Wihrend bei gewohnlichen Differentialgleichungen Anfangswerte vorgegeben
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werden, muss bei partiellen Differentialgleichungen das Verhalten der Losung
auf dem Rand vorgegeben werden. Vielfach wird hier die einfachste Variante
angenomimen:

v=0 auf ON.

Betrachtet man das instationédre Problem (0.15), so muss wegen der Zeitabhén-

gigkeit zusétzlich zu den Randwerten
v=0 auf [0,T]x 00
ein Startwert vorgegeben werden:
v(0,-) =vy auf £,

mit einer Funktion vg : 2 — R4,

Wir beginnen mit der Untersuchung des klassischen Stokes-Problems. Bei Be-
trachtung des Problems erwartet man eine Losung (v, p) € C?(, R%) x C1(Q).
Dies ldsst sich jedoch nur iiber einen Umweg zeigen. Zunéchst wird das Pro-
blem umformuliert, was uns auf eine schwache Version von (0.17) fiihrt. Es wird
sich zeigen dass Hilbertraume besonders geeignet sind um lineare partielle Dif-
ferentialleichungen in schwacher Form zu 16sen. Es stellt sich also zunéchst die
Frage, wie wir einen Hilbertraum aus (differenzierbaren) Funktionen erhaten.

Dem werden wir in Kapitel 2 nachgehen. Natiirlich ist

(u,v) ::/qudx

ein Skalarprodukt, jedoch ergibt (C°(2), (-, -)) keinen vollstéindigen Raum. Zur
Begriindung betrachten wir das folgende Beispiel:

Sei Q := B (0) die offene Einheitskugel im R?. Fiir z € Q und n € N betrachten
wir die Funktionenfolge (uy,), welche gegeben wird durch

Jedes u,, ist offenbar stetig in Q mit |u,(z)| < 1 fiir alle z € Q. Ferner strebt
(un,) punktweise auf Q gegen die Funktion u : Q — R,

u(z) :z{ W o0 . (0.18)
0 ;3 =z=0
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Nach dem Satz von Lebesgue iiber die dominierte Konvergenz gilt daher
/ ’un(a:) - u(a:)‘2 dr = (up — u, up — u) — 0. (0.19)
Q

Daraus folgt, dass (u,) eine Cauchy—Folge in C°(€2) bzgl. der Norm || - ||2 ist,
die aber nicht konvergiert.

Denn angenommen, es existiert ein w € C°(Q) mit [u, — wl]z = 0. Wegen
(0.19) wiirde dann aber

/‘u(x)fw(x)fdzrzo = w=u L¥fi aufQ
Q

folgen, was wegen der Stetigkeit von w in € und wegen u € C°(Q\ {0}) zu dem
Widerspruch w = w in Q\ {0} fiihrt. (Das hiefle, dass w eine stetige Fortsetzung
von u auf ganz Q ist. Der Grenzwert lim,_,o u(x) existiert jedoch nicht.)
Unsere Beobachtungen fithren also zu dem Schlu8, dass schwache Normen (d. h.
solche, die durch Integrale definiert werden) mit klassischen Funktionenrdumen
(wie z. B. C?) nicht vertriglich sind. Unser erstes Ziel ist daher die Entwicklung
eines Hilbertraums, der aus Funktionen besteht, bzw. eines Hilbertraum deren
Elemente (in irgendeinem Sinn) differenzierbar sind. Damit kénnen wir mit
recht einfachen funktionalanalytischen Argumeneten die Existenz einer schwa-
chen Losung von (0.17) in diesem Raum zeigen. Dies erfolgt im ersten Teil von
Kapitel 3, wihrend danach der Frage nachgehen wieso diese schwache Losung
eine Losung von (0.17) im klassischen Sinn ist. Anschliefend beschéftigen wir
uns mit dem nichtlinearen Problem (0.16), die Argumente sind &hnlich zum
klassischen Stokes-Problem allerdings brauchen wir ein anderes Hilfsmittel um
die Existenz zu beweisen. Am Ende der Vorlesung widmen wir uns schliellich
dem zeitabhingigen Problem.






§ 2. Lebesgue- und Sobolev-Raume

Ziel dieses Kapitels ist es die ,natiirlichen® Funktionenrdume bereitzustellen,
in denen die Existenz schwacher Losungen gezeigt werden kann. Dabei handelt
es sich um Lebesgue- bzw. Sobolev-Raume, die integrierbare bzw. schwach dif-

ferenzierbare Funktionen enthalten.

Wir vereinbaren zunéchst einige Sprechweisen, welche aus der elemtaren Maf3-
theorie bekannt sind.

Sei X # 0 eine beliebige Menge und sei p : p(X) — [0,00] ein MaB iiber X
(wobei p(X) wie tiblich die Potenzmenge von X bezeichnet), d.h. p hat die
Eigenschaft:

p(A) < u(An)

neN

fiir alle A, A,, € p(X) mit A C {J,cn An- Nach Carathéodory heifit eine Menge
A € p(X) pu—messbar, falls fiir jedes B € p(X) gilt:

w(B) = (BN A)+ p(B\ A).

Eine Funktion u : X — R := R U {£oo} heiBit y—messbar, falls das Urbild
u~1(I) eines jeden Intervalls I C R eine y—messbare Menge ist. 2

Sei F eine Eigenschaft von Funktionen. Wir sagen, u habe p—fast—iberall (kurz:
p—f.d.) auf X die Eigenschaft E, falls die Menge

N :={z € X; u(x) erfiillt nicht E'}

eine pu—Nullmenge, also u(N) = 0 ist. Wir sagen auch, v habe in pu—fast-allen
(kurz: p—f. a.) Punkten x € X die Eigenschaft E.
Zwei Funktionen u,w : X — R sind demnach pf.{i. identisch auf X, falls

p({z e X; u(z) #w(x)}) =0

2 Ein (verallgemeinertes) Intervall in R ist ein Intervall, bei dem auch die unenlich fernen
Punkte oo als Grenzen zugelassen sind (z. B. (0, 00|, [—00, 0] = R).

9
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ist. Beispielsweise ist die charakteristische Funktion 1g von @ bzgl. dem ein-

dimensionalen Lebesgue-Ma$l £' f.ii. auf IR identisch der Nullfunktion.

Wir sind daran interessiert einen Hilbertraum bestehend aus Funktionen zu

definieren. Offenbar definiert

(u, ) ::/qudx

ein Skalarprodukt z.B. auf C°(Q) mit Q C RY. Wie wir bereits in Kapitel 1
gesehen haben, ist der Raum C°(Q) zusammen mit der Norm

== </Q |“|2dx);

nicht vollstdndig, d.h. wir erhalten keinen Hilbertraum. Wir miissen die zu-

grundeliegende Menge von Funktionen vergroflern um dies zu erreichen.

In diesem § wird uns die Frage beschéftigen, wie man integrierbare Funktionen
X — IR zu einem normierten Raum — welcher sinnvollerweise ein Banach—

Raum sein sollte — zusammenfassen kann.

Anscheinend sind schwache Normen (d. h. solche, die durch Integrale definiert
werden) mit klassischen Funktionenriumen (wie z.B. C°) nicht vertriiglich
sind.

Das liegt daran, dass der Wert eines Integrals unveréndert bleibt, wenn man aus
dem Integrationsbereich eine Nullmenge herausschneidet. Mit anderen Worten:

F. 1. identische Funktionen haben die gleiche Integral-Norm.

Betrachten wir die oben definierte Norm, so fillt auf, dass aus |ull2 = 0
nur u(x) = 0 fiir fast alle 2 € Q folgt. Lediglich fiir stetige Funktionen ergibt
sich daraus u(z) = 0 fiir alle z € Q. Die naheliegende Idee um die Definitheit
der Norm zu erreichen ist, die f.{i. identischen Funktionen zu einer Einheit
zusammenzufassen, also Aquivalenzklassen solcher Funktionen zu bilden:

Sei (X, i) ein Mafiraum und fiir eine py—messbare Funktion u : X — TR sei
W] :={w: X - R; ur~w}
die Aquivalenzklasse von u bzgl. der Relation

u~w <= u=w pf i auf X.
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Es gilt:

i) w ist p—integrierbar, d. h. es ist [y |u(x)|du(z) < oo, falls jedes w € [u]
p—integrierbar ist. In diesem Fall ist offenbar

/ }u(aj)| du(x) :/ ‘w(m)| dup(x)  fir alle w € [ul.
X X

i) 0] ={w: X > R; w=0 pf. i auf X}.

iii) Sind u, w: X — R p-messbar und p—f. i. endlich (d.h. p—fi. reell) auf
X, so machen [u+ w] und [cu] (c € R) Sinn.

Definition 2.1 (Fast iiberall definierte Funktion)
Eine u~f.i. (eindeutig) definierte Funktion von X — R ist die Aquivalenzklasse

[u] einer pu—messbaren und p—f. i. endlichen Funktion u: X — R.

Als Beispiel betrachte man die Aquivalenzklasse der Funktion u(z) = |757|

fiir jeden Vertreter kann in = 0 ein beliebiger Wert vorgegeben werden.

Wir vergessen also die Aquivalenzklasse [u] und reden von einer p—f.ii. ein-
deutig definierten Funktion w (spéiter werden wir auch wieder nur von einer
Funktion reden, wohlwissend, dass es sich dabei um eine Aquivalenzklasse von
Funktionen handelt). Diese kann natiirlich nicht mehr punktweise ausgewertet
werden; es gibt lediglich ein eindeutig bestimmtes Integral (sofern dieses exis-
tiert). Eine punktweise Auswertung ist demnach nur nach Wahl eines Vertreters
bzw. Représentanten fiir [u] moglich.

Bemerkung 2.1 i) Bine u—f.1. definierte Funktionu : X — Ristp.d. <, =
, >0, falls entsprechendes fiir jeden Vertreter der zugeh. Aquivalenzklasse
[u] zutrifft. Beispielsweise bedeutet [1g| = 0, dass jede mit 1o L'~f. .
auf R iibereinstimmende Funktion £'f. . identisch der Nullfunktion ist.

i) Sei Q C R? offen und u : Q — R sei eine LY-messbare Funktion. Dann
gibt es in [u] hichstens einen stetigen Vertreter (vgl. A.2.77). Allgemein
braucht eine solche Funktion also nicht einmal stetig zu sein.

Gibt es fir die fast iberall eindeutig definierte Funktion u genau einen
stetigen Vertreter (bzw. genau einen Vertreter der Klasse C* mit einem
k € [1,00]), so nennt man u selbst wieder stetig (bzw. von der Klasse
C*) und schreibt wie iiblich wieder u € C°(Q) (bzw. u € C*(Q)). (Man
beachte, dass diese Sprechweise nur dann Sinn macht, wenn es nur genau

einen solchen Vertreter gibt!)
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Definition 2.3 (Lebesgue—Raum)
Sei (X, u) ein Maffraum und sei 1 < p < co. Dann heifst der durch

LP(X;p) = {u: X - R; u pf . definiert mit ||ull, < co}

mat

[ullp := llullpx = (/X |U(x)\pdﬂ(x)> € [0,00]

erklirte normierte Raum (LP(X;p), || -|l,) der Lebesque—Raum der auf X bzgl.

dem Mafl p p—summierbaren Funktionen.

i) Sei N versehen mit dem Z&hlma$ p14. Dann sind die bzgl. py messbaren
Funktionen Folgen u := (u,) C R, und es gibt nur eine p4-Nullmenge,

namlich die leere Menge. Man erhélt hier

] ) (o) = >

und schreibt auch ¢ statt LP(N; ). Dann ist

n=1

well — ||u||p=<2\un(x)y”> <0

ist. Der Raum ¢P heiit der Raum der p—summierbaren Folgen. Insbeson-

dere ist ¢! genau der Raum der absolut konvergenten Zahlenreihen.

ii) Fiir Q C RY schreiben wir iiblicherweise LP(Q) statt LP(2; £4). Weiter
unten werden wir auch LP~Riume LP(Q)P = LP(Q,RP) fiir Funktionen

Q — RP (D € N mit D > 2) erkliren.

Satz 2.5 (Vollstandigkeit der Lebesgue—Raume)
Sei (X, p) ein MafSraum und sei 1 < p < co. Dann ist LP(X; ) ein linearer

Raum, welcher vermdge || - ||, zu einem Banach—Raum wird.
Insbesondere sind also (LP(Q), || - |I,) und (¢, | -|,) Banach-Riume.

Zum Beweis dieser Aussage benétigt man das folgende. °

Lemma 2.6

b Die Holder-Ungleichung gilt auch mit den Wahlen p = oo und ¢ = 1 (mit der Konvention
:= 0). Dies wird spéter klar, wenn wir den Raum L°(X; u) erkldrt haben. Entsprechendes
ilt fiir die Minkowski—Ungleichung.

8|~

[ogc}
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i) (Hoélder-Ungleichung)
Seien 1 < p,q < oo konjugierte Exponenten, d.h. es gelte % —|—% =1
(also ¢ = ;25 ), und seien u € LP(X;p) sowie w € L4(X;p). Dann ist
uw € LY (X p) und es gilt

/X ] dia(z) < Jluly [l

it) (Minkowski—Ungleichung)
Sei 1 < p < oo und seien u,w € LP(X;u). Dann ist auch uw + w €
LP(X; 1) und es gilt

[|u+ w”p < H“”p + Hpr
Beweis.

i) Seien s,t, 0, 8 > 0 mit o+ = 1. Wegen der Konkavitit des Logarithmus
ist dann (vgl. Fig. 2)

log(as + Bt) > alog s + Blogt,

also as + [t > s*tP.

Sind nun die konjugier-

logt
log(as+8t)
log s

ten Exponenten a := %

und 3 := % und wéhlen

wir s 1= /e, t .= y!/P

s asipt H mit x,y > 0, so erhalten

wir die Ungleichung:

1 1
xy < — 2P 4+ —y9. 0.1
Fig.2 Y p qy 1)

Natiirlich gilt (0.1) trivi-

alerweise, wenn & = 0 oder y = 0 ist. Seien nun ||ul|,, ||w], > 0 (sonst

ist die Behauptung trivial). Wir setzen nun z := % und y := H‘wLHl und
q
gelangen mit (0.1) zu
LojuP 1 Jwl
Jul ul [ul S ¢

lullp llwllq = 2 lully g llwllg
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und Integration iiber X liefert

1 1 1 1 1 1
e [ fwldn <5 o [t ¢ [l de=1,
Fall, Tl Jx p Tl Jx « Tull7 )

und damit die Behauptung.

ii

~—

Der Fall p = 1 ist offensichtlich. Sei also p > 1 und ¢ := ﬁ (d.h. p
und ¢ sind konjugierte Exponenten). Wir zeigen zuniichst, dass |u + w|P

integrierbar, also u + w € LP(X; u) ist. Es ist

u+wlP < (|ul + |w])” < (2max {|ul, |w|})"
= 9P rnanx{|u\p7 |w|p} < 2p(|u\p + |w|p)7

wobei Reprasentanten fiir u und w gewéhlt, und das Maximum punkt-
weise gebildet wurde, d. h. die Ungleichungen gelten p—f. ii. auf X. Damit

t/IU+%MPWAS2P<U/Iuwdu+:/lwwdu>,
X X X

also u +w € LP(X; u) gezeigt. Nun wird mit i)

ist

||u+w||g:/ \u+w\pdu:/ lu 4+ wP~u + w| dp
X X

s/me+MWHM+/me+wW*w
X X

1

S”“|P</X|“4'7«U|Q(p_l)dﬂ> +||w||p</x|u+w|(p_l)qd/$>

P
= (lullp + lwllp) I+ wll,

woraus die Behauptung fiir [ju+w||, > 0 unmittelbar folgt (sonst gilt das

Behauptete trivialerweise). (]

Beweis von Satz 2.5.

Sei u € LP(X;p). Ist ||ull, = 0, so ist w = 0 (genauer: [u] = 0). Ferner ist
lleu|l, = lell|lull, fir alle ¢ € R und wegen Lemma 2.61i) gilt die Dreiecksun-
gleichung, d.h. LP(X; i) wird vermdge || - ||, zu einem normierten Raum.

Sei dazu (un) C LP(X; ) eine Cauchy—Folge bzgl. |- ||,. Dann gentigt es zu zei-

gen, dass eine Teilfolge (un, ), von (u,) gegen eine Funktion u € LP(X; u) kon-

k
vergiert. Denn eine Cauchy—Folge mit konvergenter Teilfolge ist bereits selbst
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konvergent:

k
l|un — u”p <, — u”p + un, — un”p — 0.

Wegen der Cauchy-Bedingung fiir (u,) gibt es zu jedem k& € N ein Ny €
N, N, > k derart, dass

> uw, —uw ||, <278 =1 (0.2)
p
k=1 k=1

Setzen wir Uy, := uy, und w, = ZZ=1 |tg+1 —ug| fiir v € N, so ist wegen (0.2)
lwy||p < 1. Nach dem Lemma von Fatou ist dann

/ [limw, [P dp < 1iminf/ |lwy [P dp = lim inf [|w, [|) < 1,
x v v b'e v

d. h. lim, w, existiert fiir u—f.a. x € X. Damit haben wir
k k,l
() — ()| < [tnra(z) = Uy(2)] =50 fir pfoa 2 € X,
v=l

weshalb also () fir p—f. a. x € X eine Cauchy—Folge in R ist. Die punktweise
Grenzfunktion u(x) := limy ug(z) existiert fiir p—f.a. x € X ([u] ist dadurch
wohldefiniert). Bleibt zu zeigen, dass uw € LP(X; u) ist. Wieder unter Verwen-

dung des Lemmas von Fatou erhalten wir aus der punktweisen Konvergenz von

(wp):
/ lu —a,|P dp = / lim |ay — w,|P dp < liminf/ [ug — w, |P dp
b's x k ko Jx
P
= hmkmf ur —w ||y = (hmkmf |lax — ul,||p>
o k—1 _ _ p (0.2) oo B p ,
< hmklnfz 1Tj+1 — ], < ZQ i 5o,
j=v Jj=v

ergo u—u, € LP(X; p) tir alle v € N, und damit auch v € L?(X; i). Auflerdem
gilt w, — win LP(X; u). O

Unmittelbar aus der soeben durchgefiihrten Konstruktion ergibt sich:

Korollar 2.7 (Punktweise Konvergenz fast iiberall)

Seien 1 < p < 0o und (u,) C LP(X;u) eine Folge mit u, ~: u in LP(X;p).
Dann gibt es eine Teilfolge von (uy) (0. E. (uy,) selbst) derart, dass (nach Wahl
eines Vertreters) gilt:  u,(x) — u(x) fir p—f. a. v € X.
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Auflerdem sehen wir

Korollar 2.8 (Hilbertraum)
Der Raum L*(X; ) ist, versehen mit dem Skalarprodukt

(u, ) ::/uvdu,
Q

ein Hilbertraum.

LP—Konvergenz impliziert also punktweise Konvergenz fast iiberall (wenigstens)
fiir eine Teilfolge fiir ,, geeignete® Vetreter. Dabei bedeutet ., geeignet”, dass man
fiir jedes Folgenglied und auch fiir die Grenzfunktion einen beliebigen Repré-
sentanten zu wéhlen hat. Es ist demnach allgemein falsch, dass die Folge selbst

punktweise f. ii. konvergiert.

Bemerkung.
Ist p(X) < 00, so ist LP(X;p) D LY X;p) fir alle 1 < p < q < oo und es gilt
in diesem Fall

ullp < llullq p(X)HP~19,

Man iiberlege sich etwa fir X = R und p = L' Beispiele die zeigen, dass
w(X) < oo keine unnétige Voraussetzung ist (vgl. auch A.2b)).

Folgender Satz zeigt, dass sich jede LP-Funktion durch eine Folge glatter
Funktionen approximieren lisst (fiir einen Beweis sei auf GdV Kap 2 verwie-
sen).

Satz 2.9 (Dichtheit von C2° in LP)

Sei  C R? offen und sei 1 < p < co. Dann liegt der Raum C°(Q) dicht in
LP(Q), d. h. zu jeder Funktion u € LP(§) gibt es eine Folge (n,) C C°(Q2), so
dass 0, = u in LP(Q) gilt.

Zum Abschluss unseres Exkurses tiber LP-Rdume fihren wir noch lokale sowie
vektorielle Versionen ein, sowie das tberaus wichtige Fundamentallemma der
Variationsrechnung. Dieses wird uns in § 5 zu einem verallgemeinerten Ablei-
tungsbegriff fiir LP—Funktionen fiihren.

Definition 2.10 Seien Q C R? offen, und 1 < p < co. Wir definieren L ()

loc

als Menge der Lf. 1. auf Q eindeutig definierten Funktionen u : Q — R mit

u € LP(w) fir alle w & Q.
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Zur Erinnerung: w € ) bedeutet, dass W kompakte Teilmenge von Q ist. Als
Beispiel betrachte man die Funktion u(x) = 1/x mit Q@ = (0,1). Dann gehért u
(Q) aber nicht zu L*(2).

(Natiirlich lassen sich analog auch lokale Versionen von LP(X;u) definieren,

zur Klasse L},
wenn (X, p) ein Mafiraum mit einem normierten (oder auch nur topologischen)
Raum X ist.)

Fiir vektorwertige Funktionen u = (ut,...,u”): Q — RP (D € N) definieren

wir:
LP(Q)P = LP(Q,RP) = {u L Q — RP; v € LP(Q) fir alle v = 1,... ,D}

und versehen diesen Raum mit der Norm:

D 5
fully = ol = (z ||u”r|z)
v=1

Selbstredend tibertragen sich alle Eigenschaften der Riume LP(Q) auf die vek-
toriellen Versionen (Vollstindigkeit, Holder—Ungleichung, ...). Schliefllich kann
(P =17 (Q,RP) einfiihren. ©

man auch hier noch lokale Versionen L? loc

loc

Lemma 2.11 (Fundamentallemma der Variationsrechnung)
Sei Q C R offen und u € L}, () erfiille

/Qu(x)n(x) dex =0 fir alle neC(Q). (0.3)

Dann ist u = 0; genauer ist u =0 f. 4. auf Q. Ist dagegen
/ u(z)n(z)dx >0 fir alle neCF(Q),n>0,
Q

so ist u > 0 f 4. auf .

Bemerkung.
Fir die erste Aussage in Lem. 2.11 gibt es Pendants fir Funktionen u €
D
Lfoc(Q) :
Durch das Konzept der Aquivalenzklassenbildung ist es uns gelungen Banach-
und Hilbertrdaume bestehend aus Funktionen zu konstruieren zusammen mit
einer integralen Norm. Zur Uutersuchug von Differentialgleichungen miissen

wir jedoch mit differenzierbaren Funktionen arbeiten. Daher wollen wir nun

¢ In der Literatur finden sich auch die Bezeichnungen L, (2), Lé,oc(ﬂ) sowie entsprechende
Notationen fiir die vektoriellen Versionen.
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das Konzept der schwachen Ableitug einfihren. Hierbei werden wir von einem

punktweisen Verstindnis der Differenzierbarkeit abkommen.

Das folgende Konzept der ,schwachen Ableitung® ist begrifflich am einfachs-
ten zu verstehen. Seien u € C1(Q), wy, € L, (Q) und v € {1,...,d}, so dass
gilt:

/u&mdx: f/w,yndx fiir alle n € C°(Q). (0.4)
Q Q

Partielle Integration liefert dann:
O undr = / wyndz  fir alle ne C(Q).
Q Q

Also ist nach dem Fundamentallemma 2.11 w, = 0yu. Die linke Seite von (0.4)

macht auch fir u € Lj,.(Q) Sinn, und motiviert die folgende Definiton.

Definition 2.12 (Schwache Differenzierbarkeit)
Seien Q C R? offen, v € N& und k € Ny, und seien u,w” € L}, (Q). Dann

loc

heifst wY die y—te schwache (partielle) Ableitung von w, falls gilt

/u@”ndacz (—l)hl/w'yndm fir alle n e CF(Q); (0.5)
Q Q
u heifst k-mal schwach differenzierbar auf Q, falls fiir jedes v € N¢ mit |y| < k

eine Funktion w” € Llloc

(Q), welche der Beziehung (0.5) geniigt, existiert. Den
Raum aller k-mal auf 0 schwach differenzierbaren Funktionen u € L}, ()
bezeichnen wir mit W¥(Q). Insbesondere sei W°(2) := L} ().

loc

Bemerkung 2.13

i) In Definition 2.12 geniigt es zu verlangen, dass (0.5) fir alle Funktio-

p
loc

nenmn € CL”'(Q) gilt. Ferner lassen sich die obigen Konzepte auch in L
statt Llloc sowie fiir vektorwertige Funktionen (komponentenweise) formu-
lieren. Die entsprechenden Rdume vektorieller, schwach differenzierbarer
Funktionen bezeichnen wir wie tiblich mit W*(Q)P = W*(Q,RP). Die
FEigenschaften der skalaren Rédume W¥(Q) dbertragen sich sinngemdfl auf
Wk(Q)P.

ii) Per Definition ist W*(Q)) C Li, (Q), d. h. schwach differenzierbare Funk-
tionen sind Aquivalenzklassen L£4messbarer Funktionen Q — R. Zu u €
Wk(Q) gibt es hichstens einen stetigen Vertreter (die Gleichheit in Q bis

auf eine Nullmenge stetiger Funktionen impliziert Gleichheit dberall in
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iii)

iv)

v)

vi)

Q). Allgemein haben schwach differenzierbare Funktionen keine stetigen
Vertreter (vgl. Ubung).

Hat u € L}, .(Q) eine |y|-te schwache Ableitung w”, so ist diese nach
dem Fundamentallemma 2.11 eindeutig bestimmt, und man schreibt wie
iblich wieder 0"u statt wY, sofern sich die genaue Bedeutung von 07w aus
dem Kontext erschliefit. Ebenso verwendet man alle anderen Bezeichnun-
gen aus der klassischen Differentialrechnung fiir schwach differenzierbare

Funktionen.

Es ist C*(Q) ¢ Wk(Q), und die schwachen Ableitungen einer C*—Funk-
tion stimmen mit den klassischen Ableitungen iberein (bzw. werden von

jenen erzeugt).

Eine Funktion u gehért genau dann zur Klasse W (Q), falls gilt:
/Qudivndx = —/QVU -ndx fir alle n e C(Q)4.
Entsprechend ist u € WY(Q)P, falls gilt:
/Qu ~divnde = f/QVu cndx fir alle 1€ C(Q)P.

Dabei bezeichnet fir w := (w,)y=1,....p jetzt Vw die (schwache) Jacobi-

d
divw := (Zdivw”) e RP.
v=1 D

=1 =1,...,

Es gibt Funktionen u € L, (), die weder klassisch noch schwach diffe-

loc
renzierbar sind. Einfache Beispiele liefern charakteristische Funktionen.

Beispiel 2.14
Funktion mit uw € C*(Q\ {¢}). Dann ist i.a. sowohl u ¢ L}, .(Q) als auch
Vu ¢ L} ()9, wobei Vu die auf Q\ {€} existierende klassische Ableitung

loc

von u bezeichnet. Ferner braucht eine bis auf eine Stelle stetig differenzierbare
Funktion auch nicht in W(Q) zu sein (siehe Ubung).

Wir demonstrieren dies an dem folgenden Beispiel.

Fiir ein beschrinktes Gebiet Q C RY mit gendigend glattem Rand und mit 0 € €
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sowie s € R seiu: Q — R, gegeben durch

;i x#0

[a]*

0 ; z=0.

(0.6)

u(zx) ==

Dann ist u € C*(Q\ {0}) mit klassischer Ableitung Vu(z) = — oz fir alle
z € Q\ {0}. Falls s < d ist, ist u € LY(Q), und falls s < d — 1 ist, ist auch

Vu € LY(Q)4.

Lemma 2.15
Seien Q C R offen, £ € Q, s € R und u : Q — R, gegeben durch

1
T 3 TFE
u(x) = ‘.T - f‘
0 ;v =¢.
Fir k € Ny gilt dann:
ueWrQ) «— s<d-—k
Wir geben im folgenden noch zwei dquivalente Charakterisierungen der schwa-

chen Differenzierbarkeit an.

Satz 2.16 (Schwache Ableitung)
Seien Q2 C RY offen, v € {1,...,d} und u,w € L}, (). Dann sind dquivalent:

i) w ist die y-te schwache (partielle) Ableitung von u auf Q, also w = Ju.
i1) Es gibt eine Folge (u,) C C*®(Q2) mit

n n . 1
Up = u  und Oyun, — w in L, ().

iii) Fir 0 < |h| < 1 ist Alu L2f. 6. in Q definiert und es strebt

Af;u 220w in Li,.(9).

Bemerkung 2.17

i) Nach Satz 2.16 ist eine Funktion u € L}, .(Q) genau dann in W'(Q), wenn
eine der gleichwertigen Bedingungen i) oder i) aus dem Satz erfillt ist.

it) Analoge Aussagen gelten auch fiir hohere schwache Ableitungen.
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Bemerkung 2.18

Natiirlich kann man die Begriffsbildungen in diesem § — wie teilweise schon
erwihnt — sinngemdfl auf vektorwertige Funktionen u : Q — RP dibertragen.
Insbesondere gelten die oben gemachten Aussagen tber die schwache Differen-
zierbarkeit auch fir Funktionen u € W*(Q)P.

Schliefilich wollen wir die schwach differenzierbaren Funktionen zu geeio-
gneten normierten Rdume zusammenfassen und deren FEigenschaften kennen-
lernen. Insbesondere sei daran erinnert, dass wir an einem Hilbertraum inter-

essiert sind.

Die Riume Wk(Q) der k-mal auf Q C R? schwach differenzierbaren Funk-
tionen, die wir kennengelernt haben, sind ersichtlich lineare Raume. In Folgen-
den wird es darum gehen, geeignete Unterrdume auszuwdhlen, die wir mit einer
vollstindigen Norm versehen konnen. Dies geht so, dass man von Funktionen
und ihren schwachen Ableitungen (bis zur Ordnung k) die Zugehirigkeit zu den

Rdaumen LP () mit einem p € [1,00) verlangt.

Definition 2.19 (Sobolev—Raum)
Seien Q C R? offen, 1 < p < oo und k € Ng. Dann heifst der lineare Raum

WhP(Q) = {u € WH(Q); 97w € LP(Q) fir alle v € NE mit || < k}

der Sobolev—Raum mit Differenzierbarkeitsstufe k und Integrabilititsexponent
p. (Insbesondere ist WOP(Q) = LP(2).) Auf W*P(Q) betrachtet man fir 1 <
p < oo die Norm:

[ullip = [lul

Quk,p = ( > ||3VUH§>

[vI<k

Die Elemente von W*P(Q) heifen Sobolev-Funktionen. ¢

Bemerkung 2.20

i) Dass durch || - ||kp tatsichlich eine Norm auf WP (Q) erklirt ist, zeigen

einfache Rechnungen.

d Man erinnere sich daran, dass es sich bei den Elementen von W’“’(Q)7 die ja insbesondere
Elemente von L!(Q) sind, eigentlich nicht um Funktionen, sondern um Aquivalenzklassen
von Funktionen handelt. In der Literatur findet man hiufig auch die Bezeichnungen WIf(Q),
HFP(Q) oder HS(Q) Ferner werden die Rdume W¥2(Q) auch hiufig mit H*(Q2) bezeichnet,
weil diese dadurch ausgezeichnet sind, dass sie Hilbert—Raum sind (s. u.).
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i) Zu || - ||kp dquivalente Normen auf W*P(Q) werden gegeben durch:

ZH@'YUHP bzw. maxHa'Yqu

lvI<k
[vI<k

fiir uw € WEP(Q) (mit 1 < p < 00). Betrachet man die dadurch erkldrten
Normen, so dndern sich Konvergenzaussagen, Vollstindigkeit oder andere
topologische Begriffe natiirlich nicht. Die von uns bevorzugte Norm auf
W P(Q) hat den entscheidenden Vorteil, dass sie fir p = 2 von dem
durch
(u, V) = (U, V)wr2q) = Z / O"udvdx
Q

lvI<k
gegebenen Skalarprodukt auf W*2(Q) herrihrt.

Wir fiihren noch die folgende Bezeichnung ein, die uns spdter zum ,,Randver-
halten® von Sobolev—Funktionen fihren wird. Zundchst ist véllig unklar, ob und

wie man Sobolev—Funktionen ,Randwerte“ zuordnen soll.

Definition 2.21
Seien Q C R offen, 1 < p < oo und k € Ng. Dann bezeichnen wir mit W’”’(Q)
den Normabschluss des Raumes C°(Q) in W*P(Q) (also den Abschluss bzgl.
der Norm || - ||k.p):

Wk,p(Q) — W“l‘kp,
d.h. es ist u € WEP(Q) genau dann, wenn es eine Folge (n,) C C2°() gibt
mit

np L 0w in LP ()

fiir alle v € N& mit |y| < k.©
Man kann zeigen, dass wie erwartet WHP(Q) ¢ WHEP(Q) und WOP(Q) =
WOr(Q) = LP(Q) ist; ferner ist WhP(R%) = Whp(R?).

Entsprechend zu den Lebesgue—Rdumen, erkldren wir auch fir die Sobolev—
Riume lokale sowie vektorielle Versionen: Seien Q C R? offen, 1 < p < 00
und k € Ng. Dann setzt man:

wWEP(Q) = {u € WH(Q); 07u € L () fir alle v € N mit |y] < k‘} f

loc

¢ In der Literatur findet man hiufig auch die Bezeichnungen W;‘(Q), VVf‘p(Q)7 W;fo(ﬂ)
sowie entsprechende ,, H—Notationen®. Ferner sind die Bezeichnungen H* () bzw. H*(Q) fiir
die Hilbert-Réume W*:2(Q) gebriuchlich.

f Auch hier sind andere Bezeichnungen gebriulich: W;loc(ﬂ) bzw. entsprechende ,,H—
Notationen®.
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Fiir vektorwertige Funktionen u := (u',...,u”): Q — RP (D € N) definieren
wer:

v k,p .
WEP(Q)P .= WHP(Q,RP) = {u e pr(op; W €W fir alle }

v=1,....D

und versehen diesen Raum mit der Norm:

p

D
ullp = [l = (Z Hu”H’;,p)
v=1

Schlieflich erklirt man wie oben auch noch lokale Versionen VV;Z’CP(Q)D der
Riume W*P(Q)P sowie den Raum WP (Q)P. (Wie dies im Detail auszusehen
hat, diirfte ersichtlich sein).

Satz 2.22
Seien Q C R? offen, 1 < p < q < oo und k,l € Ng mit k > 1. Dann gilt:

i) Die Einbettugen
WEP(Q) — WhP(Q) — LP(Q)

sind linear und stetig.
ii) Ist L1(Q) < oo, so ist die Einbettung
Wka(Q) — Wkr(Q)
stetig.

iii) Fiir p < oo liegt W*P(Q) (bzgl. der Norm || - ||,) dicht in LP().

Beweis.

Die Aussage 1) ist vdllig trivial; bei der zweiten Einbettung pergisst* man ein-
fach, dass die Funktionen auch schwache Ableitungen in LP(QY) besitzen. Die
Aussage in ii) folgt sofort aus der Hélder—Ungleichung (Lem. 2.6 i)). Bleibt iii)
nachzuweisen: Nach Satz 2.9 liegt sogar C2° () dicht in LP(R2), aus

C=(Q) ¢ WFP(Q) ¢ WFP(Q) C LP(Q)
folgt dann natiirlich die Dichtheit von W*P(Q) in LP(£). O

Mit der Einbettung W*P?(Q) — LP(Q) (p < 0o) aus dem obigen Satz lift sich
nichts anfangen, da W*P?(Q) gem. Teil iii) von Satz 2.22 kein abgeschlossener
Teilraum von LP(SY) ist. (Andernfalls folgte ja W*P(Q) = LP(Q). Wie wir
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wissen, gibt es aber LP—Funktionen, die nicht einmal schwach differenzierbar
sind.) Andererseits ibertragen sich die funktionalanalytischen Eigenschaften
eines normierten Raumes (hier LP) nur auf abgeschlossene Unterrdiume. Aus
diesem Grund konstruieren wir eine andere Einbettung fiir W*P(Q), welche
den Ableitungseigenschaften Rechnung trdgt: Seien k € N und 1 < p < o0
fixiert. Fir

D = t{y € N§; || < k} (0.7)

definieren wir eine Einbettung ® : W*P(Q) — LP(Q)P durch

du = ([“)"Yu)MSI€7 (0.8)

wobei (8'Yu)|7|<k 0. E. in Zeilenform angeordnet sei. Fir k =1 hat man dann
beispielsweise

Pu = (u, 01U, ..., 8du) = (u, Vu).

Offenbar ist |[ullx., = |Pull, fir allew € W*P(Q), und es gilt:

Satz 2.23
Die durch (0.8) definierte Einbettung @ : W*P(Q) «— LP(Q)P ist eine lineare

Isometrie und der Unterraum W*P(Q) ist abgeschlossen in LP(2)P.

Beweis.

Bis auf die Abgeschlossenheit sind alle Aussagen trivial. Wir zeigen diese ex-
emplarisch fiir k =1 und tberlassen dem Leser den allgemeinen Fall. Sei also
() C WEP(Q) eine Folge, so dass Puy, = (U, V) in LP(Q)1H konver-

giert, also
U 2w in LP(Q)  und  Vau, —=: v in LP(Q)?

mit Funktionen u € LP(QY) und v € LP(Q)?. Wir miissen zeigen, dass wieder
u € WHP(Q) ist. Offensichtlich muss dann gerade Vu = v erfiillt sein. Sei dazu
n € CX(Q)? beliebig. Dann ist

/udivndx:hm/umdivnd:c:flim/Vummd:c:f/vondx,
Q m JQ m Jo Q

also ist u schwach differenzierbar mit schwacher Ableitung Vu = v, womit die
Behauptung folgt. O

Damit tibertragen sich nun die funktionalanalytischen Eigenschaften des Raum-
es LP(Q)P (mit D wie in (0.7)) auf den Raum W*P(Q). Man bekommi:
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Korollar 2.24

Fiir alle k € Ng und 1 < p < oo ist WEP(Q) ein Banach-Raum (bzgl. der
Norm || - ||k.p). Ferner sind W*2(Q) sowie Wk2(Q) Hilbert-Riume bzgl. dem
Skalarprodukt (-, ), aus Bem. 2.20.

FEin niitzliches Kriterium um zu erkennen ob eine Funktion in einem be-
stimmten Sobolev-Raum liegt ergeibt der folgende Satz.

Satz 2.25 (Differenzenquotienten)
Seien Q C R? offen, 1 < p < oo, u € L} (Q) und v € {1,...,d}. Dann sind

loc
aquivalent:

i) Die y—te schwache Ableitung du von w ist von der Klasse Li (Q) (bzw.
von der Klasse LP(2)).

i) Fir jedes w € Q gilt:

||A’;u||p;w <c¢ firale heR\{0} mit|h| < dist(w,d)
mit einer Konstante ¢ = c¢(w) > 0 (bzw. mit einer von w unabhdngigen

Konstante ¢ > 0).

In diesem Fall gilt die Abschdtzung:
1A ullpseo < 10yl oin,
fir jedes w € Q und fir alle h € R\ {0} mit |h| < dist(w, ON), und es strebt

RN\.0 .
Ai/‘u —= Oyu in LY (Q). (0.9)

Offenbar ist W*P C LP. Diese Aussage lisst sich jedoch deutlich verbessern,
weshalb wir Finbettungen zwischen Lebesgue- und Sobolev-Rdaumen studieren.
Unter einer Einbettung versteht man eine Abbildung j : X — Y zwischen zwei
normierten Raumen (X, |- ||x) und (Y,| - |ly) mit X CY und j(z) =z €Y.

Uns interessieren Einbettungen, die stetig oder kompakt sind:
o Fine Einbettung heifst stetig, falls ||j(x)|ly < c||lz||x fir alle x € X gilt;

e FEine Einbettung heifft kompakt, falls beschrinkte Folgen (x,) vermdge j
auf kompakte Folgen abgebildet werden (d.h. (j(z,)) hat eine in'Y kon-
vergente Teilfolge, falls (x,,) in X beschrinkt ist).

Folgender Einbettungssatz ist fir die Regularititstheorie von enormer Be-

deutug und stellt ein zentrals Werkzeug der Vorlesung dar.
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Satz 2.26 (Sobolev) Sei Q2 C R offen. Dann sind die Einbettungen

L#5(Q) 5 p<d

Whr(Q) c N
') 5 p>d, LYN) <

stetig, d. h. fir c(d,p) > 0 gilt

[ull 4 < e(d, p) [Vl ; p<d

suplu| < e(d.p) LT | Vul, 5 p>d
fiir alle w € W2 (Q).

Sei Q C R? offen und beschrinkt. Offenbar sind dann auf dem Raum
WP (Q) die Normen lull1,p und

[ullyirrn = [Vl

daquivalent. Man arbeitet daher auf diesem Raum mit letzterer Norm. Insbeson-
dere gilt.

Korollar 2.27 Sei Q C R® offen und beschrinkt. Der Raum WY2(Q) ist verse-
hen mit dem Skalarprodukt

(u,v) :z/Vu-Vvdx
Q

ein Hilbertraum

Korollar 2.28 Sei Q C RY offen. Dann gilt

L7 (Q) ; kp<d

Wk (Q) c _
cmQ) mE]No,OSmgkf%,Ed(Q)<oo

(beachte: im zweiten Fall muss gelten k — % >0 = kp>n).

Falls der Rand 02 von Q0 werniinftig” ist gelten bei beschrdinkten Geibieten
auch entsprechende Einbettungen fir die W*P-Rdiume.

Satz 2.29 Sei Q) C R? offen und beschrdnkt mit Lipschitz-Rand. Dann sind die
Einbettungen
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S Ld‘%igz) . p<d
'@ 5 p>d
stetig, d. h. fiir e¢(d,p,Q) > 0 gilt
[ull an < e(d,p, ) JJullip 5 p<d
supll < cld.p )l p>d
fiir alle w € WHP(Q).

Korollar 2.30 Sei Q C R offen und beschrdnkt mit Lipschitz-Rand. Dann gilt

Lo/ (Q) ; kp<d

cmQ) melNo,ogmgk—g, kp>d

WhP(Q)

Interessant ist schliefilich noch folgende Frage: ist eine Folge in W*P be-
schrankt, so ldsst sich i.a. keine konvergente Teilfolge auswdhlen, da der Satz
von Bolzano-Weierstraf$ nur in endlich-dimensionalen Rdumen gilt. Eine schwd-

chere Aussage ist allerdings richtig, wie der folgende Satz zeigt.

Definition 2.31 Seien X und Y Banachrdume und T : X — Y ein stetig
linearer Operator. T heifit kompakt, falls fiir jede in X beschrinkte Folge (xy,)
die Folge (Tx,) eine (in'Y ) konvergente Teilfolge besitzt.

Satz 2.32 (Rellich-Kondrachov) Sei Q@ C R? offen und beschrinkt und 1 <
p < d. Dann st die Einbettung

) d
WiP(Q) c LY(Q) fir alle t < dpfp

kompakt.

Bemerkung 2.33  a) Man beachte, dass die obere Grenze der Exponenten,
fiir die man kompakte Einbettungen bekommt, gerade der Sobolev- Ezponent

1st.

b) Iterativ erhilt man die Kompaktheit der Einbettung W*2(Q) c L*(Q) fiir

alle t < df’zp.

¢) Wiein Satz 2.29 gelten auch hier analoge Aussagen fiir die Riume W*P ()
mit Lipschitz-Rand im Fall einer beschrdnkten Menge €).
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Bisher haben wir Randwerte von Sobolev-Funktionen im folgenden Sinn in-
terpretiert: u = uy auf OQ genau dann, wenn u—uy € WHP(Q), wobei WP (1)
der Abschluss von C§°(Q) in WP(Q) ist. Wir werden zum Ende dieses Kapitel
eine prazisere Definition von Randwerten erarbeiten und sehen, dass diese mit

der uns gewohnten tbereinstimmdt.

Notwendig dazu ist ein “verninftiger’Rand 02 von Q. Unter allgemeinen
Bedingungen ist die Aussage falsch. Einen Beweis findet man in [Ad], Thm.
3.18.

Satz 2.34 Sei Q) ein beschrinktes Gebiet und geniige einer inneren Kegelbedin-
gung. Dann gilt fir k € N und 1 < p < oo: C%(Q) ist dicht in WFP(Q).

Bemerkung 2.35 a) Fine innere Kegelbedingung bedeutet, dass es EINEN
Kegel gibt, der in JEDEM Randpunkt so angelegt werden kann, dass
der gesamte Kegel in ) liegt. Dies schliefst z.B. exponentielle Spitzen
aus. Fine innere Kegelbedingung ist unter anderem erfillt, wenn 02 ein
Lipschitz-Rand ist.

b) Im Gegensatz zu Satz 1.6 gibt es hier eine Folge (u,), bestehend aus
Funktionen, die bis zum Rand glatt sind mit ||ty —ul|k,p — 0 bei m — oo.
In Satz in 1.6 erhielt man nur (u,,) C WEP(Q) N C>(Q).

Im Folgenden bendtigen wir Rdume von Funktionen die iber den Rand inte-
grierbar sind, d.h. fir Q C R? offen sei LP(09):= Menge aller H?~'-messbaren
Funktionen mit

| fllLe o) == (/ LfIP del) < oo.
a0

Fiir C'-Funktionen definieren wir den Operator B : CY(Q) — LP(0Q) durch
Bu := u|oq und erhalten (vgl. [Alt])

Lemma 2.36 Sei u € C1(Q) mit Q C R? offen und beschrinkt mit Lipschitz-
Rand. Dann gilt

1Bullra0) < c(d, p, D)||ullwir().

Fiir u € WYP(Q) betrachten wir eine Approzimationsfolge u,, € C*(£)
und || um — ul|1p — 0, deren Existenz nach Satz 2.35 gewdhrleistet ist. Aus
Lemma 2.36 folgt, dass (Buy,) eine Cauchy-Folge in LP(0Y). Der Limes dieser
Folge, der nich von der speziellen Wahl der Folge abhingt, wird nun als Spur
von u bezeichnet.
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Definition 2.37 Der Operator B — W1P(Q) — LP(02) (Q C R? offen und
beschrinkt mit Lipschitz-Rand, 1 < p < oo) mit Bu := LP(0Q)-Limes von
umloa ((um) Approzimationsfolge zu u) heifit Spur-Operator.

Bemerkung 2.38 Es lisst sich zeigen (vgl. [Mo], Thm. 3.6.3), dass Bu fiir
u € WHP(Q) N CO(Q) die klassische Spur von u auf O ist.

Der folgende Satz zeigt nun die Aquivalenz der beiden Randwert-Begriffe.

Satz 2.39 Sei Q C R? offen und beschrinkt mit Lipschtz-Rand. Dann gilt fiir
1<p<
Whe(Q) = {u e W'P(Q); Bu=0}.






§ 3. Das klassische Stokes-Problem

Ziel dieses Kapitels ist die Entwicklung einer Existenztheorie fir das klassische
Stokes-Problem, welches den langsamen Fluss eines Newtonschen Fluids be-
schreibt. Der Rieszsche Darstellungssatz in einem geeigneten Hilbertraum fiihrt
uns auf die Fxistenz einer schwachen Lisung, wihrend Argumente der Regu-
laritatstheorie zeigen, dass es sich um ein starke Ldésung im klassischen Sinn
handelt.

Gegeben sei ein beschrinktes Gebiet Q C RY, d € {2,3}, und eine Kraft
f:Q — R% Das klassische Stokes Problem liest sich nun als: finde ein Ge-
schwindigkeitsfeld u : Q — R® und eine Druckfunktion p : Q@ — R mit

Au=Vp—f aufQ,
divu =0 auf Q, (SP)
u=20 auf 082.

o Im Gegensatz zu Kapitel 1 haben wir die Viskositit v und die Dichte p
der Einfachheit halber auf 1 gesetzt, fiir die mathematische Untersuchung

macht das keinen Unterschied;

o unter der Annahme eines langsamen Flusses wurde der Term (Vu)u ver-

nachldssigt, das Ergebnis ist eine lineare Gleichung;

o wir betrachten Randwerte ug = 0, spdter werden wie sehen, dass beliebige

Randwerte sehr einfach auf Nullrandwerte zuriickgefiithrt werden konnen.

Man erwartet, dass die Losung (u,p) zur Klasse C%(Q,R?) x C1(Q) gehort.
Dieses Ergebnis ldsst sich jedoch nur tiber einen Umweg erreichen. Wir lei-
ten zundgchst die schwache Version der Gleichung (SP) her. Diese hat hat den
grofien Vorteil, dass wir uns die Eigenschaften der Hilbertrdume zu Nutze ma-
chen kénnen. Auflerdem verschwindet die Druckfuntion aus der ersten Glei-
chung.

Ein wesentliches Hilfsmittel dazu ist der Satz von Gaufs.

31
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Satz 3.1 (GauB) Sei Q C R? offen und beschrdnkt.

a) Firuec CYQ,R?) gilt

/divudﬁd:/ w- N dHE,
Q o9

wobei N die duflere Einheitsnormale and 0§ bezeichnet.
b) Fiiru € WHL(Q,R?) gilt
/ divudl? = [ Bu-NdH*!,
Q Gle)
wobei Bu die Spur von u bezeichnet.

Wir nehmen an, wir hitten eine Lisung der Gleichung (SP) und multipli-
zieren mit einer Testfunktion p € C§° (2, RY) mit divp = 0. Es folgt

/Auwpda::/prpdzf/f-gpdx. (0.1)
Q Q Q
Wegen div(Vu ) = Au - ¢ + Vu : Vo erhalten wir mit Satz 3.1
/ Au-pdr = / div(Vu ) dz —/ Vu: Vedz
Q Q Q
= Vuap-Nde_l—/Vu:V<pdx
a0 Q

:—/Vu:V@dx.
Q

Auflerdem ist div(pp) = pdive + Vp - = Vp - ¢ und damit

/Vp-(pdxz/div(pgp)da::/ pp - NdHIt =0.
Q Q a0

Insgesamt is (0.1) also dquivalent zu

/QVu:Vgodac:/wapdm (0.2)

fiir alle ¢ € C(Q,RY) mit divy = 0. Benutzt haben wir allerdings nur die
erste Gleichung von (SP). Zusditzlich miissen wir noch div(u) = 0 auf Q und

u =0 auf O fordern. Dazu definieren wir

WLA(QRY = o e G (L RY : dive =0} € Wh2(Q,RY).
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Offenbar haben Elemente dieses Raums Nullrandwerte und sind auch divergenz-

frei. Fir unsere Zwecke bendtigen wir einen Hilbertraum.

Lemma 3.2 Der Raum Wé{f(Q,Rd) ist ein Hilbertraum zusammen mit dem
Skalarprodukt

(u,v) = / Vu: Voudz.
Q

Beweis.
Da (Wi{f(QRd), (-,-) ein abgeschlossener Unterraum des Hilbertraums
(WL2(Q,R?), (-,-)) ist geniigt der Beweis der folgenden Aussage.

e abgeschlossene Unterrdume von Hilbertrdaumen sind Hilbertrdume,

Sei X mit Skalarprodukt (-,-) ein Hilbertraum und Y abgeschlossener Unter-
raum (man beachte, dass (-,-) auch auf Y wohldefiniert ist). Sei (y,) eine
Cauchyfolgen in'Y beziglich der durch (-,-) induzierten Norm. Dann ist (y,)
auch Cauchyfolge in (X, (-,-)) und damit konvergent in X (da Hilbertriume de-
finitionsgemdf$ vollstindig sind). Da'Y abgeschlossen in X ist muss der Limes
in'Y liegen. D.h. jede Cauchy-Folge in'Y ist konvergen und damit ist (Y, (-,-))

vollstindig, also ein Hilbertraum.

Lemma 3.3 Firu € Vi/dli’f(Q,Rd) und f € L*(Q,R?) ist Gleichung (0.2) dqui-

valent zu
/ Vu:Vedr = / f-odx  fir ale p € Wéi’f(Q,Rd).
Q Q

Beweis.
Nach Definition ist

Wl2(QRY) = (o e Co(Q, RY) - divo =0} . (0.3)

Zu ¢ € Wji’f(Q,Rd) gtib es also eine Folge (p,) C C§°(Q,RY) mit divep, =0
und
[ Vo=@ de — 00— o,
Q

(0.2) ergibt
/ Vu:Vgond:r:/ [ ondz.
Q Q

Wir wollen jetzt auf beiden Sieten zur Grenze tbergehen. Es gilt da Vu €
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L2(Q,Rd><d)

/Vu:Vapndx—/Vu:dex §/|Vu|\V(cpn—ga)|dx
Q Q

< (/QVu|2dx> (/ V(g |2d$>1_>07

wobei wir die Ungleichung von Hélder benutzt haben. Auflerdem ist wegen f €

L2(Q,RY)
S/Ifllson—wldx
Q

’/Qf-@ndx—/gf-wnd:v |
< (/Q|f|2dx)2(/ |<Pn—¢|2d$>2 |
(Lia) ([ - )’ —o

wobet wir im letzten Schritt die Ungleichung von Sobolev benutt haben (vgl. Satz

2.26). Es folgt
/Vu:V(pdx:/f~g0d9:
Q

fiir alle ¢ € de(Q R%). O
Wir kommen damit zur schwachen Fomulierung von (SP). Gesucht ist eine
Funktion u € W;lf (Q,RY) mit

/ Vu:Vedr = / f-pdx  fir alle p € Wj{f(ﬂ,Rd). (WSP)
Q )

Man beachte, dass in dieser Formulierung Tetsfunktionen und Lésung zuer
selben Klasse gehoren. AufSerdem ist die Druckfunktion verschwunden. Im fol-

genden Satz wird die eindeutige Fxistenz einer schwachen Ldsung formulier.

Satz 3.4 (Schwache Lésung)
Sei f € L*(Q,R%). Dann existiert genau eine Lisung u € Vi/(}i’f(Q,Rd) von
(WSP).

Definieren wir

=/f-sadx,

so erhalten wir eine stetige lineare Abbildung von Wd (Q R?) — R. Die Ste-
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tigkeit folgt hierbei aus

Lf(¢)|=|/ﬂf'80d1‘

CONEOr N
< [ 17lvlde < </ﬂ|f| dx) (/Qw dx)
< c(/ﬂuﬁdx)Q (/Q|W|2dx>2 — Cllgl).

In der letzten Ungleichung wurde der Satz von Sobolev benutzt (vgl. Satz 2.26).
Wir konnen also (WSP) auch lesen als: Finde u € Wdllf (Q,RY) mit

Die Lésung dieses Problems liefert der Satz von Riesz. Die Menge der stetig
lineare Abbildungen von einem normierten Raum X in den Grundkérper R wird

im folgenden mit X* bezeichnet.

Satz 3.5 (Darstellungssatz von Riesz)
Sei (H, (- )) ein Hilbert—-Raum und sei T € H*. Dann g¢ibt es genau einen
Vektor w € H mit

(w,) =T auf H und |ul = [T .
Die Abbildung H — H*, x — (x,-) ist also ein isometrischer Isomorphismus.

Bevor wir Satz 3.5 beweisen, formulieren wir folgendes Hilfslemma.

Satz 3.6 (Orthogonalzerlegung, Projektionssatz)

Sei H ein Hilbert—Raum und U C H ein abgeschlossener Unterraum. Dann ist
H=UesU",

d. h. jeder Vektor x € H hat eine eindeutige Zerleqgung der Form x = u + u™
mit u € U und ut € UL,

Beweis.
Zundchst beweisen wir: sei x € H, dann existiert w € U mit ||z — u|| =
dist(z,U). Sei (uyp) C U eine Minimalfolge, d. h. es gelte

|z — || = dist(z, U).

Wir zeigen, dass (up) konvergiert, indem wir uns tiberlegen, dass es sich um

eine Cauchy—Folge in H handelt. Dazu betrachten wir v¥ = %(un + um) fir
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+

n,m € N. Da U Unterraum ist, ist v= € U, und wir erhalten mittels der

Parallelogrammidentitit:
lz = un|? + |z = um|? = & —vF =07 | + [l — vt + 07|
= 2l|lz — v | + 2/l [I* = 2/l — v |* + %Hun — Um?
> 2 dist(x, U)? + %Hun — 2.
Demnach wird
w1 < 2]l = wn|? + 2]z — un | — 4dist(z, U)? =™ 0,

womit (uy,) also eine Cauchy—Folge in H ist. Wegen der Vollstindigkeit von H
ezistiert ein w € H mit w = lim, u,, und da U abgeschlossen ist, ist bereits
uwel.

Wir zeigen jetzt ut =2 —u € UL, Fiir allet € R, alle z € U gilt

lut 1 = llz = ull* < flo = (u+t2)]?

= [lut |1 = 2t(ut, 2) + ¢ 2]

Es folgt

2,1 2 g

¥<u ,2) < ||z]|* fir allet > 0,z € U.
Ersetzen wir z durch —z so gilt auch

2,1 2 g

—;(u ,2) < |z||* fiir allet > 0,2z € U.
und damit

20,1 2 o

;\(u 2 < |z|I° fir allet > 0,z € U.

Mit t — oo erhalten wir (ut,z) = 0 fir alle z € U, d.h. u* € U*t. Damit
ist H = U + U*. Die Direktheit der Summe ist schliefilich Konsequenz von
UNU+={0} (ye UNU*, soist (y,y) =0, also y = 0). O

Beweis von Satz 3.5.
Sei x € H beliebig und sei S : H — R, y — (x,y). Mit der Ungleichung von
Cauchy-Schwarz wird ||S) e < ||| fir alle x € H. Fir x # 0 ist andererseits

S(”T””) = ||z||, insgesamt also ||S||ec = ||z| fiir alle x € H. Dies zeigt, dass
die Abbildung H — H*, x — (x,-) eine isometrische Injektion ist. Bleibt die
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Surjektivitit zu zeigen: Sei dazu T € H*\ {0} und U := ker T = T~ ({0}).
Da T stetig ist, ist U abgeschlossen und nach Satz 3.6 ist H=U @ U+.

Wir zeigen nun, dass dim U+ = 1 ist. Wegen T # 0 ist offenbar dim U+ > 1.
Seien ug € UL\ {0} und w € UL beliebig. Dann ist

T T
Tw——wuo =0 <= w——wuerﬂUl,
TUO TUO

und daher w = 7?5; ug, da UNUL = {0} ist. Mithin ist U+ = span {ug}, also
dimU+ = 1.

Sei nun x € H. Wegen H = U @ span {ug} existieren ein v € U und ein A € R
mit © = v+ Aug und es ist Tx = ATug. Wegen

(uo, ) = (uo, v) + AJuo||* = Aluo|®

folgt X = |Juo||~*(uo, z). Damit haben wir Tx = (u,z) fir alle x € H gezeigt,
wobei u 1= 740y ist. O
lTuoll

Mit Satz 3.5 folgt direkt die eindeutige Ldsbarkeit von (WSP). Unbefriedi-
gend ist, dass wir die Druckfuntion perloren® haben. Um die Druckfunktion zu

rekonstruieren kommen bendtigen wir das folgende Hilslemmoa.

Lemma 3.7 (Bogovskii) Sei U C R? und f € L*(Q,RY) mit [, fdz = 0.
Dann existiert genau ein F € Wh2(Q,R%) mit

divF=f, |F

2 <l fll2:
Satz 3.8 (Druckfunktion)

Sei f € L*(Q,R?Y) und u € Wdli’f(Q,Rd) Lésung von (WSP). Dann existiert
genau eine Druckfunktion p € L*(Q,R) mit [, pdx = 0 und

/Vu:Vapda::/p-diwpdx—I—/f-cpdm fdrallegoEWLQ(Q,Rd).
Q Q Q

Beweis.
Wir definieren T,y € (WH2(Q,RY))* durch

Ty, r(p) == / Vu:Vedr — / [ pd.
Q Q
Da u Lésung von (WSP) ist, gilt

Tus=0 auf Wj{f(Q,Rd).
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Wir betrachten den Operator
A:WH(Q,RY 3 v dive € L2(Q,RY).

Dieser Operator ist linear und stetig und aus Lemma 3.7 wissen wir, dass er
surjektiv ist, d.h. Im(A) = L(Q). Wir betrachten den konjugierten Operator
A L2(Q) — WY2(Q,RY), d.h. es gilt

{0, A"w) 12 may = (A, W) 12(0)
fiir alle p € WH2(Q,RY) , w € L3(Y). Es gilt die Gleichheit
[Ker(A)]*: = Im(A*).
DaT, ; auf Ker(A) = W;i’f(fl, R?) verschwindet muss er (bzw. F € W;j (Q,RY)

mit T,y = (F,-) vgl. Riesz) daher im Bild von A* liegen, d.h. es existiert
p € L3(Q) mit

Tu s (@) = (0, F) = (0, A"P)yir1 2 ray = (A0, P)12(0) = /deiwdx-

Offenbar gilt diese Gleichheit auch auf Ker(A) = W;i’s(QRd) und damit auf
ganz WE2(Q,RY), d.h.

/Vu:V(pdz:/p-div<pda:—|—/f~<pd:1: fir alle € WH2(Q,R%).
Q Q Q

Nehmen wir an, es gebe Funktionen py,ps € L23(Q) die obige Gleichung erfiillen.
Dann gilt

/(p1 —py)-divepdz =0 fiir alle p € W2(Q,RY).
Q

Die Funktion p1 — py ist daher schwach differenzierbar mit schwacher Ableitung
0. Ergo ist p1 — p2 konstant und, wegen Mittelwert 0, muss diese Konstante 0

sein. D.h. p1 = ps. ([

Nachdem Satz 3.4 und Satz 3.8 die eindeutige Existenz einer schwachen
Lésung (u,p) € W;i’f(Q,Rd) x LE(Q,R) zeigen, wollen wir zur starken Losung

zuriickkehren. Deren Existenz folgt im Wesentlichen aus dem folgenen Resultat.
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Satz 3.9 (SSP)
Sei f € Wr2(Q,RY) fiir k € Ny und u € W32 (Q,RY) Lisung von (WSP).
a) u gehort zur Klasse W12 (Q,RY).

loc

b) p gehort zur Klasse W2 (Q,R).

loc

Mit dem Satz von Sobolev folgt
Korollar 3.10

Seiu € Wdli’f(Q, R%) Losung von (WSP), p € L?(Q2) die Druckfunktion aus Satz
3.8 und d € {2,3}.

a) Sei f € WH2(Q,RY), dann gilt
Au=Vp—f fast iberall auf Q.

b) Sei f € W32(Q,RY), dann gilt u € C%(Q,RY) und p € C*(Q,RY)

In a) erhalten wir u € Wi’f (Q,RY), pe VVﬁ)f, sowie mit Hilfe von Satz 3.8

/Au~g0dz:/Vp~gpdzf/f'<pdx
Q Q Q

fiir alle ¢ € C§°(Q,RY). Mit dem Fundementallema der Variationsrechnung
(siehe Lemma 2.11) ergibt sich

Au=Vp—f fast iberall auf Q2.

Bevor wir zum Beweis von Satz 3.9 kommen bendtigen wir noch ein Hils-

lemma.
Lemma 3.11 Sei f : [0, Ry] — [0,00) eine monoton wachsende Funkion mit
fr)<AR-7r)"“+0f(R) firale0<r<R<Ry
mit Konstanten o, A > 0 und 0 € [0,1). Dann ezistiert ¢ = c¢(A, o, 0) mit
fr)<c(Ro—r)"% firale0<r< Ry.

Beweis.
Wir definieren fir 7 € (0,1) und k € N

to:=7r, tig1:=t; +(1—7)T(Ro—7), i=0,...k—1.
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Es ergibt sich

A(tl - to)_a + ef(tl) = A(l — T)_Q(Ro - T)_a + ef(tl)
<AL =7)"%(Ro—7) "+ 0 (At — 1)~ + 0f(t2))
A(]. - T)_Q(R() - T)_a + A9(1 - T)_a’T_a(R(] - ’I’)_a + 92f(t2)

und wir erhalten induktiv

k
A o
f(?") S W(RO — ’{‘)_a Z @t + ekf(tk)
i=0
Wihlen wir T, so dass
b
T

ist, konvergiert obige Summe bei k — oo und es folgt wegen 0 < 1 und f(ty) <

f(Ro)
f(r) <ec(A0,0)(Ry— )¢,

also die Behauptung. O

Beweis von Satz 3.9.
Zundchst sei k = 1. Wir betrachten ¢ := App mit

Ang(x) = -+ (9(z + hey) — g(x)) .

S

Ist p € W;;Q(Q,Rd) mit h < dist(spt(p), Q) so ist p € W;Z?Q(Q,]Rd) und wir

v v

erhalten aus (SSP)

/Q(Vu(x + he,) — Vu(z)) : Vodr = /Q(f(x + he,) — f(x)) - p(z)dx (0.4)
fiir alle € W2(Q,RY) mit h < dist(spt(), ).
Wir betrachten fir 0 < r < R < Ry mit Kugel Br,1+n € ) eine Abschndeide-
funktionn € C§°(Br) mit 0 <n<1,n=1 auf B, und |Vy| <c¢/(R—r). Wir
definieren ¥ := h=*(n2Apu) und erreichen, dass 1 € WY2(Q, R?) ist. Zuldssi-
ge Testfunktionen miissen jedoch divergenzfrei sein. Zu g := h™ !t div(n?Apu) €
L*(Bg) mit [ gdx =0 existiert (nach Lemma 3.7) ¥ € W12(Bp,RY) mit

divw = g = htdiv(n?Apu) = h'Vn? - Ayu
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zusammen mit
1712 < cllgll2- (0.5)

Wir definieren ¢ :== 1 —¥ € W;j (0, RY) und erhalten nach Einsetzen in (0.4)

/ | ALVul? de = / (Vu(z + hey) — Vu(z)) : ¥ dx
BR BR

+ /B o+ hey) = S(@) e + / (F(x+ hey) — f(x)) - da

Br
= J1+ Jo + J3. (06)

Die drei Integrale auf der rechten Seite werden separat abgeschdtzt. Es ist

1
Jy = ApVu - W dx < 7/ |AhVu|2dac—|—2/ |hW|? da

Br 2 Br Br
1

< f/ |AhVu|2dx+ch2/ lg|? da
2 Br Br
1

= 7/ |AhVu|2dx+c/ |V Apul? da
2 BR BR
1/ 2 ¢ 2

< - |ARVul dm—l—i/ |Apul dx
2 JBr (R=7)*Jp,
1/ 2 ¢ 2

< - | ARVl d:chi/ |Vu|® dx
2 JBg (R—T)Z BRro+h
1

S —

AquderL/ Vul? da
Q/BRM o+ s [ 194l

1

f/ |ALVul|? dz +
2 /B,

IN

(0.7)

wobei wir die Youngsche Ungleichung?® benutzt haben sowie (0.5) und Satz 2.25.

Analog erhalten wir mit der Holderschen Ungleichung

Jy = Ahf.hwxg(/ |Ahf|2d:c> (/ h!l/|2dx)
Br Br Br
< v de)2<c/ Vqum)z
(/Q| i s [
C
<

R—r~ (R-n? (08)

IN

Man beachte, dass wir f € Wh2(Q) und u € WH2(Q,R?) benutzt haben.

afiir a,b > 0 ist ab < Ta? + %bQ, wobei 7 > 0 beliebig gew#hlt werden kann.
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Schliefilich ist

) | N N
to= [ g e < (/BRmhﬂ da:) (/BRW da:)
= (/ Vf|20lav>2 (/ |V772Ahu2da:>2
Q Q

3 c 3
< Vf2dx> (/ wﬂm)
(L R JoV
c c
< < . .
“R—r ~ (R—r)? (09)
Fiigen wir (0.6)-(0.9) zusammen, erhalten wir
/ |ALVu|* da S/ AR Vul? dx
B, Br
< 1/ ARVul? dz + —— (0.10)
-2 Br h (R — 7')2 '

richtig fir alle 0 < r < R < Ry. Benutzen wir Lemma 3.11 fir w(r) =
I [ARVu|? dz, so folgt

A 24 <#
/BT| AV "= Ro—1)?

fir alle r < Rgy. Aus Sato 2.25 folgern wir Vu € Wli’f(BRo,RdXd) und wegen
der Beliebigkeit von Br, daher Vu € WE2(Q, R, also u € W22 (Q,RY).

loc loc
Mit dieser Kenntnis, untersuchen wir die Druckfunktion. Wir betrachten ¢ :=

0, ., b, ...,0) mit ¢ € C(Q)

/ poypde = [ Vu' -Vodz —l—/ flodx  fir alle ¢ € WlQ(Q)
Q Q Q

Mit dem Satz von Gauss ergibt sich hieraus

/Qpavqbdm:—/QAu”qbdx+/Qf7¢dx
_ _/Q(Azn — ) da.

Ergo ist p schwach differenzierbar mit schwacher Ableitung

Oyp = Au¥ — f7.
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Da ~ beleibig war folgt
Vp=Au—f

und aus u € W2 (Q,RY) und f € L2(Q,R?) erhalten wir Vp € L3, (2, R?)
und p € WH2(Q).

Die Aussage von Satz 3.9 fiir beliebige k folgt jetzt aus einer Iteration dieser
Aussage. Wir demonstrieren dies fiir k = 2, sei also f € W22(Q). Wir wissen
bereits u € WlQO’CQ(Q,Rd) und p € VVﬁ)CQ(Q) Aus ¢ € CP(L,RY) folgt auch
dvp € C(Q,RY), v € {1,...,d}, und damit

/ Vu:Voypde = / f-0,pdr  fir alle € C°(Q,RY)
Q Q

mit div p = 0. Man bachte, dass sich auch div ¢ = 0 auf 0, Gbertragt. Partielle
Integration (Satz von Gauf) liefert

/ Voyu: Vepdr = / O f - pdx  fir alle p € C5°(Q,R)
Q Q
mit dive = 0. Die Definition von W;i’g(ﬂ, R?) ergibt
/ Vo,u: Vodr = / Oy f-dx  fir alle p € Wc}i’z(Q,Rd).
Q Q

D.h. Oyu ist schwache Losung der selben Gleichung mit f ersetzt durch 0. f.

Die selbe Argumentaton wie in obigem Beweis zeigt unter Verwendung von
/ Vo,u:Vedr = / Oypdiv o dx +/ Oy f-@dx  fir alle ¢ € Wl’Q(Q,Rd),
Q Q Q

dass Dyu zu Klasse W22 (S, RY) gehdrt sowie dp € Wﬁ)g(Q) Die Beliebigkeit

loc

v e {l,..,d} beweist u € W22(Q,RY) gehort sowie p € W22 (Q). O

loc loc
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In diesem Kapitel werden wir den ,konvektiven Term® (Vu)u in unsere Unter-
suchung einbeziehen. Das Ergebnis ist eine nichtlineare Gleichung und der Satz

von Riesz muss durch ein anderes Argument ersetzt werden.

Gegeben sei ein beschrinktes Gebiet Q C R?, d € {2,3}, und eine Kraft
f:Q — R Gesucht ist ein Geschwindigkeitsfeld u : @ — R? und eine Druck-
funktion p: Q — R mit

vAu = p(Vuw)u+Vp—pf  auf Q,
divu =0 auf €2, (NSP)
u=20 auf 0.

e Die tatsdichlichen Werte von v und p sind lediglich fir die Findeutigkeit
einer Ldésung von Bedeutung, daher werden wir sie ansonsten der Fin-
fachheit halber auf 1 setzen;

o Im Gegensatz zum letzten Kapitel spielt es hier keine Rolle wie schnell

die Bewegung ist;
o Durch den Term (Vu)u ergibt sich eine nichtlineare Gleichung.

Zundchst leiten wir die schwache Formulierung von (NSP) her. Wir nehmen
an, wir hitten eine Lisung der Gleichung (NSP) und multiplizieren mit einer
Testfunktion ¢ € C5°(2,RY) mit divp = 0. Es folgt

1//Au~g0dm:p/(Vu)u-godx+/Vp~<pdm—p/f~<pdw. (0.1)
Q Q Q Q
Wie zuvor st
v | Au-pder=—-v | Vu:Vedz.
Q Q

sowie

/Vp-apda::O.
Q

45
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Schliefilich erhalten wir wegen divu = 0

/(Vu)u-cpdxz—/u@u:Vgadx.
Q Q

Insgesamt is (0.1) also dquivalent zu

V/Vu:chdx:p/u®u:V<pdx+p/f-<pdx (0.2)
Q Q Q

fiir alle p € C§°(Q,RY) mit dive = 0.

In der schwachen Formulierung ist eine Funktion u € W;WQ (Q,R?) gesucht mit
y/Vu:V(pdxzp/u@u:Vnpdx—&—p/f-godx (WNSP)
Q Q Q

fiir alle ¢ € Wji’f(Q,Rd). Durch Approzimation von Funktionen der Klas-
se Wdli’f(Q,]Rd) mit glatten Funktionen ist wie in Kapitel 2 der Ubergang von
Cs°(Q, RY) mit div ¢ = 0 mdglich.

Satz 4.1 (Schwache Lésung)
Sei f € L*(Q,R%). Dann existiert mindestens eine Losung u € Wj{f(QRd)
von (WNSP).

Bevor wir zum Beweis kommen bendtigen wir noch ein entscheidendes Werk-

zeug, das den Satz von Riesz ersetzt.

Satz 4.2 (Leray-Schauder-Prinzip) Sei X ein Banachraum und T : X — X
ein stetiger kompakter Operator, im allgemeinen nichtlinear.

a) Sei U C X abgeschlossen, beschrinkt und konvex sowie T(U) C U. Dann
hat T einen Fixpunkt in U.

b) Liegen alle potentiellen Lisungen der Gleichung

z = ATz, A€ 0,1]

in einer Kugel B,.(0) C X, so hat die Gleichung
rz=Tx

zumindest eine Losung x* € B,(0).

Das Leray-Schauder-Prinzip ist eine Folgerung des Brouwerschen Fizpunkt-
satz
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Satz 4.3 (Brouwer) Sei U C R™ abgeschlossen, beschrinkt und konvex sowie
T:U — U stetig. Dann hat T einen Fixpunkt in U.

Beweis von Satz 4.3.

a) Sei k € N fiziert. Da U beschrankt ist, ist T(U) kompakt, ldsst sich als durch
endlich viele Kugeln mit Radius 1/k dberdecken. D.h. es existiert N = N (k)
und x1,...,xn € T(U) mit

Da U konvez ist und T(U) C U, ist die konvex Hiille Uy, von {z1,..,xn} Teil-
menge von U. Wir definieren

dist(z, U\B1 (zi))z;

>, dist(x, U\By(z;))

Jk:U—>Uk,x»—>Z

1
k
Offenbar ist Ji stetig und fir x € U ist

2 dist(z, U\By (z:))||; — =]

— <

< (0.3)

> =

Hierbei haben wir benutzt, dass fir x € Bi(x;) ||v; — «|| < 1/k ist wihrend
ansonsten dist(z, U\B%(xi)) =0 gilt. In jedem Fall aber

dist(z, U\B1 (z;))||lz; — 2| < dist(z, U\B%(azi))%

Die Abbildung JioT : Uy — Uy hat nach dem Brouwerschen Fizpunktsatz einen
Fizpunktsatz x* C U, C U. Da U beschrinkt ist und T kompakter Operator,
existiert eine Teilfolge (x*¥1) C (z*) mit

Tid — 2z eU, 11— oo,
man bachte T(U) C U sowie, dass U abgeschlossen ist. Aus (0.3) folgt

1

2 = TaM || = | o Ta — Tah] < -,

1
ergo x = limy ™ € U. Da T stetig ist folgt

Tz =limTaM = x,
l

d.h. T besitzt einen Fizpunkt x € U.
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b) Wir definieren

~ { Tx , falls |Tz|| <,
Ty =

ﬁr ,  falls | Tx|| > r

Offenbar ist T : B,.(0) — B,.(0) stetig und kompakt. Die Kompaktheit sieht man
wie folgt: Ist (x,) C B,.(0) beschrinkt so existiert eine Teilfolge (T,,) C ()
mit TZ, — y € X, da T kompakt ist. Stetigkeit von T ergibt

[ v ssilsn
" e . Jalls gl >

Nach a) ezistiert ein Fizpunkt x* € B,(0) von T. Wir zeigen, dass x* auch

Fizpunkt von T ist: Nehmen wir an || Tz*| > r. Dann ist

~ r
¥ =Tx* =MTz*, A=——€[0,]]
I T]|

sowie ||z*|| = ||[Tx*|| = r. Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung z* €

B, (0). Demnach muss || Tz*|| < r sein und damit
ot =Ta* = Ta*

sowie x € B,.(0). d

Beweis von Satz 4.1: Definieren wir

so erhalten wir eine stetige lineare Abbildung von Wj{f(Q,Rd) — R. Nach
dem Satz von Riesz (Satz 3.5) existiert eine eindeutig bestimmte Funktion F €
Wjif(Q,Rd) mit

Lf(¢)=<F’<P>=/QVF5V€0d1’

fiir alle ¢ € Vi/dli’f(Q,Rd. Auch die Abbildung

Lygu () ::/u®u:Vg0dx
Q
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gehort zur Klasse (Vri/;i’f(Q,Rd)) , denn

Lusu(@) < [ a1Vl da < ( / |u|4dx) ( / |V<p|2dx)
Q Q Q

< d[Vullo[[Vell2.

Hierbei haben wir die Ungleichungen von Holder und Sobolev benutzt. Man

beachte die stetige Einbettung
Wl,Q FEN L6 [N L4

fird =2 und d = 3. Nach dem Satz von Riesz existiert daher eine eindeutig
bestimmete Funktion U € W(}lf (Q,RY) mit

Lugu(p) = (U, ¢) = /QVU : Vodx

fiir alle ¢ € W;lf (2, RY). Dies Funktion hingt (in nichtlinearer Weise von) u

ab, d.h. es existiert eine (nichtlineare Abbildung)
AW RY) - Wi(QRY), ue U
Zusammengefasst ist (WNSP) dquivalent mit finde u € Wj{f(ﬁ, R?) mit
(u, ) = (Au, ) + (F, )
fiir alle p € Wéi’f(ﬁ, R?), was gleichbedeutend ist mit
(u—(Au+F),¢) =0
fiir alle ¢ € Wj{f(ﬂ, R?). Dies is dquivalent zu
u=Au+F =:Tu. (0.4)

Offenbar ist T ein nichtlinearer Operator von Wdllf (Q,RY) — W;WQ (,RY). Zu-
ndchst miissen wir zeigen, dass T kompakt ist, d.h. beschrinkte Folgen (v,) C
Wdllf (2, R?Y) werden auf kompakte Folgen (Tv,,) C Wdllf (2, RY) abgebildet. Wir
missen also zeigen: (vy) beschrinkt = (Tvy,) hat eine konvergent Teilfolge.
Zundchst benutzen wir den Satz von Kondrachov: Ist (vy,) in Wji’f(Q,Rd) be-
schrinkt, so gibt es nach Satz 2.32 eine Teilfolge (0,,) C (v,), die in L*(£, RY)
konvergent ist (beachte d € {2,3}). Wir zeigen, dass (T0™) in Wéi’f(ﬁ, R?) kon-
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vergiert. Wir berechnen fiir ¢ € Wj{f(ﬁ, R?) mit der Ungleichung von Hélder

(T~ T3, ) = (45" — 47" ) = [ (" @ T~ 5" @ 1) Vpds
Q

:/ﬁm@)(ﬁm—ﬁ”):Vgod:c—i—/(f)m—ﬁ")@)f)":chd:r
Q Q

} } }
< {(/ |1~}m‘2|1~}m _ ﬂn|2 dx) + (/ ‘@n|2|1~}m —f)n|2 d.%‘) } (/ |V<p|2 d.%‘)
Q Q Q

< [0 = 0"{la (10" [la + 2™ ) ol yirn 2

Da T in den Raum W;WQ (2, RY) abbildet ist die Wahl p = To™ —To" zuldssig,
d.h.

(To™ —To", To™ = To") < [0 — 0" {4 ([[0" |l + [[0™ [[4) [TO™ = TO" ||y,

& T =T lyrre < 10" = 0™l (10" |4 + 107 ]|4) -

Die Beschrinktheit von (3,) in L*(Q,R?) ergibt

n,Mm— 00

[T0™ — T0" ||jj12 < Cllo™ — "4 0.

Daher ist (T0™) eine Cauchy-Folge in VoVii’f(Q, RY) und damit konvergent. Also
ist T' kompakt.
Um das Leray-Schauder-Prinzip anzuwenden fehlt uns noch eine weitere Eigen-
schaft von T': betrachten wir Lésungen uy € W;i’f(ﬂ, R?) (deren Existenz unklar
ist) von

u=Nu

fiir X € [0,1]. Wir miissen zeigen, dass

sup [[ux [l < 00 (0.5)
A€0,1]

ist. zundchst multiplizieren wir die Gleichung uy — A(Auy + F) = 0 skalar (in
Wdli’f (2, RY)) mit uy und erhalten

<’LL)\,U>\> — /\<AU)\,U)\> = >\<F, ’U,)\> = )\/ f UM dx.
Q
Hierbei ist

(Auy,uy) = /Qu)\ Quy : Vuydr = Z/ﬂu&u&@zuf\ dx
%,



§ 4. Das stationdre Navier-Stokes Problem o1

L i i\2 7. 1 )2
= Z g/gu)ﬂz(ui) dx = Z §/Qu>‘ -V (u})? da.
2% j
Der Satz von Gaufl ergibt
1 . ; 1 . ’
(Auy,uy) = — zj: i/ﬂdlvm\ (u})?dx + zj: B /Q div(uy(u})?) dz =0
wegen uy € W;i’f(Q,Rd). D.h. es gilt

[uall3 e = (ur,un) = A/Qf ~uxdre <A fllzlluallz < eAllfll2llunlly .z,

wobei wir die Ungleichungen von Hélder und Sobolev benutzt haben. Insgesamt
haben wir (0.5) gezeigt. Nach Satz 4.3 existiert eine Funktion u € W;lf (Q,RY)
mat

u= Au+ F,

was nach Wahl von A und F bedeutet, dass u Lisung von (WNSP) ist. O

Der folgende Satz zeigt die Eindeutigkeit der Lisung, allerdings unter Re-
striktionen an die Parameter v und p, die wir daher in die Uberlegungen mit
einbeziehen miissen.

Satz 4.4 (Eindeutigkeit)
Unter der Voraussetzung
2t p*v 2| fll2 < 1

existiert genau eine Lisung von (WNSP). Hierbe ist uy die optimale Konstante
der Sobolev-Ungleichung, d.h.

._ lloll4
Ky = sup .
peri2(ara) Vel

Beweis.

Nehmen wir an, wir hitten zwei Lésungen uy, us € Wé{f(ﬁ, R%) von (WNSP).
Wir betrachten v :=uy — ug € Wj{f(ﬂ, R%) und erhalten

V/Vv:V@dx:p/(m@ul—uz@uz):V(pdm
Q Q

:p/(v@)ul—i—uQ@v):Vgpdx
Q
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fiir alle v € Wi{f(QRd), Die Wahl ¢ = v fiihrt uns auf

V||1;H?;VL2 = p/Q {v®@us: Vo+us ®v: Vo} do

< plllv@wull2][Vollz + flug © vll2[|Vol[2}

< p{llollallualla + fluzllafivlla} [Volla

< pap {lualla + [luzlla} [ Vo]13

< wip {IVurllz + | Vuzll2} [ Vol3. (0.6)

Im Beweis von Satz (4.1) haben wir gezeit, dass schwache Lisungen u Lisungen
von u =Tu= Au+ F sind mit

ullyirre < pall f]l2-
Dies ist hier zu erstzen durch vu = pAu+ pF' sowie
p
lellns < 21 f

Benutzen wir dies fiir uy und ug, so erhalten wir aus (0.6)

2
0
V||U||%/i/l,2 < 2M§7||f||2||v“124/12a
was dquivalent ist zu
(1 =210 72| fll2) l[0][31.2 <O

Laut unserer Voraussetzung ist die Klammer positiv, daher folgt ||v|| ;1.2 = 0,
was die Behauptung liefert. O

Wie in Satz 3.8 des letzten Kapitels wollen wir nun die Existenz der Druck-

funktion p zeigen, die Arqgumente erfolgen analog zu vorher.

Satz 4.5 (Druckfunktion)
Sei f € L*(Q,R?) und u € Wj{f(Q,Rd) Lésung von (WSP). Dann existiert
genau eine Druckfunktion p € L*(Q,R) mit [, pdx = 0 und

/Vu:Vgpdx:/p-divgodx—i—/f~g0dx
Q Q Q

fiir alle o € WH2(Q,R%).

Beweis.
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Wir definieren T, 5 € (WL2(Q, RH)* durch

Ty 1(p) := / Vu:Veodr — / URU: V(pdxf/ fedr.
Q Q Q
Da u Lésung von (WSP) ist, gilt
Tuy =0 auf WiZ(Q,RY).
Wir betrachten den Operator
A:WH2(Q,RY) 3 v dive € L2(Q,RY).

wie im Beweis von Satz 8.8 existiert genau ein p € L3() mit
Tu5(9) = (0, A"D)yirr 2o ray = (A9, D) 12(0) = /deivsodw
fiir alle o € WH2(Q,R%), d.h.
/Vu:Vapdx:/u®u:V<pdx+/p~divg0dx+/ fpdx
Q Q Q Q
fiir alle v € Von’z(Q, R%). Eindeutigkeit erfolgt wie zuvor. O

Man beachte, dass es zu jeder Ldsung u passend ein p gibt. Gibt es mehre-
re Losungen u, so gibt es auch mehrere Losungstupel (u,p) € Wdli’f(Q,Rd) X
L2(Q,R). Wir wollen nun zur starken Lisung zuriickkehren, diese folgt im we-

sentlichen aus dem folgenen Resultat.

Satz 4.6 (SNSP)
Sei f € Wk2(Q,R?) fiir k € Ng und u € Wi{f(Q,Rd) Lésung von (WNSP).

a) u gehért zur Klasse Wlijl’Q(Q,Rd).
b) p gehort zur Klasse Wl’zf(ﬂ, R).

Mit dem Satz von Sobolev folgt wie in Kapitel 3.

Korollar 4.6
Sei u € W;i’f(Q,Rd) Lésung von (WNSP), p € L*(Q) die Druckfunktion aus
Satz 8.8 und d € {2,3}.

a) Sei f € WH2(Q,RY), dann gilt

Au=—(Vu)u+Vp— f fast iberall auf Q.
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b) Sei f € W32(Q,RY), dann gilt u € C%(Q,RY) und p € C*(Q,RY).
Beweis von Satz 4.6: Wir argumentieren analog zu Satz 3.9. Zundchst sei
k = 1. Wir betrachten ¢ := App mit

Apg(x) == — (g9(z + he,) — g(2)).

S

Ist p € W;i’i(Q,Rd) mit h < dist(spt(p), Q) so ist p € Wdli’f(Q,Rd) und wir
erhalten aus (WNSP)
/ (Vu(z + hey) — Vu(z)) : Vodx
Q
= / (u(z + hey) @ u(r + hey) —u(z) @ u(z)) : Vo(z) dz (0.7)
Q

- /Q(f(x +hey) = f(2)) - p(a) du

fir alle o € W12(Q,R?) mit h < dist(spt(p), Q).

div
Wir betrachten fir 0 < r < R < Ry mit Kugel Br,1n € Q) eine Abschndeide-
funktionn € C§°(Br) mit 0<n<1,n=1 auf B, und |Vy| <c¢/(R—r). Wir
definieren ¥ := h=*(n2Anu) und erreichen, dass v € WY2(Q, R?) ist. Zuldssi-
ge Testfunktionen miissen jedoch divergenzfrei sein. Zu g := h~ ' div(n?Apu) €
L3(Q) mit fBR gdx =0 ezistiert (nach Lemma 3.7) ¥ € W 2(Bg,R%) mit

div¥ = g = h= div(n?Apu) = h1Vn? - Ayu
zusammen mit
1¥][1,2 < cllg]l2- (0.8)

Wir definieren ¢ := 1) —W € Wdlii (0, RY) und erhalten nach Einsetzen in (0.7)

/ AL Vul? doe = / (Vu(z + hey) — Vu(z)) : ¥ dx
BR BR

+ /B (et hey) = f@) e+ /B (& + hey) — f(x)) -0 de

R

/Q (Vu(z + hey) — Vu(z)) : Vo dz (0.9)

+ / (u(z + hey) @ u(x + hey) —u(z) @ u(z)) : V(¢ — &) dx
Q

= Ji+Jo+ J3+ Jy4. (OlO)
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Die Integrale Ji, Jo, J3 werden wie zuvor abgeschdtzt mit dem Ergebnis

1
J1+Jo+ J3 < 5/ ‘Ahvu‘Zdl‘+ (0.11)

_°c
Br (R—7)?

Widmen wir uns dem Term Jy, der aus dem Auftreten des konvektiven Terms

resultiert. Fs ist
Jy = / Ap(u©u): V(*Apu — ) dx
Q

=2 AhuQU:Vn2®Ahudx+2/nQAhuQU:AhVudx
Q Q

—2/ Apu®u: hV¥ dx
Q
=:2J + 2J7 — 2J3,
wobei n © & := % MRE+E®n) das symmetrische Tensorprodukt bezeichnet.

Die Integrale werden getrennt betrachtet und wir erhalten unter Verwendung

der Ungleichung von Young sowie Satz 2.25

c

R —

Ji

IN

/ [nApu ® ul|Apul d
r Br

C

—_ Abu2dx+/ Apu © ul? dz
ey, 1wl [ sl

c
< — Vqua:—&—/ Apu © ul? de
G Vel [ s

< = +/ nApu® ul® de
Br

IN

(R —r)?

Um den verbleibenden Term abzuschdtzen benutzen wir die Ungleichung von
Sobolev es folgt im Fall d € {2,3}2

3

/ [nApu©ul*dr < c (/ IV (nApu© u)|? dx)
BR BR

3

§C</ ‘Vnﬁ‘Ahu@u‘%dx-i-/ |V(Ahu®u)dx>
Br Br

. 3 3

< Apul?d 6d

- (R - T')2 </BR | hU| $> (/BR ‘U| x)

+c (/ |ARVul|ul d:c) +c </ |[Apul||Vul dx>
BR BR

@Man beachte die Ungleichung (a + b)? < ¢(q)(a? + b?) richtig fiir alle a,b > 0 und alle
q 2> 0.
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c 3
< — Vqum—&—c(/ AVuudx)
(R—r)Q/Q‘ | BRl nVullul

4

3 c 3

+c /Vu2dx) <+C</ AVuudx) .
([ v G el 18wl

Weiter schitzen wir ab mit der Ungleihcung von Hélder fir p = % und p' =4

sowie der Ungleichung von Young® mit p = % undp' =3

5 4 5 4
c (/ |ALVul|u| dx) <c (/ |ALVu|3 dx) </ |u4dm> < c/ |[ALVu|s dz
BR BR BR BR

§7’/ |ALVul? dz + ¢(7) dx
Br Br

<7 [ JANTuP do s efr),
Br
wobei T > 0 noch beliebig ist. Das heifit wir haben

2J1§27/ ApVal?de 1+ A7) 0.12
4 BRl h I (R*T’)Q ( )

bewiesen. Mit der Ungleichung von Young sehen wir

|JZ| §/ \nAhu®u\|AhVu|dx§T/ \AhVu\2da:+c(T)/ nApu © ul? dr
Br Br B

R
c(7)
ng/ ApVul? de + ———, 0.13
[y g (013)
wobei wir im letzten Schritt die Argumentation von Ji benutzt haben. Im fol-

genden schitzen wir den letzten Term ab: es ist fiir Cy € R bel. (beachte, dass
VS Wl’z(Q, R?) ist sowie den Satz von Gauf und die Youngsche Ungleichung)

Jf:/(AhuQu—C’h):hV&T/dmgc/ |Apu ®u— Cy||hVY| dz
Q B

R

SC(T)/ IAhuQu—Ch|2dx+r/ WV |? de.
Br B

R

Wiahlen wir Cp = (Apu @ u) g, so ist nach der Sobolev-Poincaré-Ungleichung
(vgl. GdV)

3

C(T)/ |Apu ©u— Cy|*de < cT) </ |V(Ahu®u)|% da?) 7
Br Bgr

bEs gilt fiir a,b > 0 und p € (1, 00) die Ungleichung ab < Ta? + C(T)bp/ fiir alle 7 > 0.
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was wie zuvor abgeschdtzt werden kann mit dem Ergebnis

e(7)

c(t Apu@u—C 2d:c§7'/ ApVul? de + ——2—.
<>A%|h Al vy 7

Nach Wahl von ¥ ergibt sich (vgl. (0.8))
7'/ |hVY|? dx < CT/ IV (n?Apu)|? do
Br Br

< CT/ 772|AhVu|2 dx—l—m'/ |Vn2Ahu|2dgg
Br Br

(R—r)2

< CT/ | ARVul? dz + 772/ |Vu|? da
Br r)? Ja
T

SCT/ n?| AR Vul? dm—l—L/ |Apul? do
Br Br

C
(R —
C

<ecr 2IALVu? de + ———.
<o [, PTR

Wir haben (ersetze falls ¢ > 1 ist T durch 7/c)

J3§7'/ Al de + ) 0.14
4 BR| h | (R*T)Q ( )

Fassen wir (0.11)-(0.14) zusammen und wdhlen wir T geniigend klein fiihrt dies
auf

3 c
2IA Vuzdx<f/ ApVul? de + ———.
/BRU| h | =7 BR| h | (R—r)?

Benutzen wir Lemma 3.11 fir w(r) := [5 |ApVul*dz, so folgt

A 24 <;
/BT,| hvu| T = (RO—T)Z

fiir alle r < Rg. Aus Satz 2.25 folgern wir Vu € W1’2(BRO,RdXd) und wegen

loc

der Beliebigkeit von Bg, daher Vu € W 2(Q,R¥), also u € W22(Q,RY).

loc loc

Mit dieser Kenntnis, untersuchen wir die Druckfunktion. Wir betrachten ¢ :=

0,.,0,...,0) mit $ € C3°(?) und erhalten

/Qpamdx:/QVW~V¢dx—/9(u®u)7-v¢dx+/gfwdx.

Mit dem Satz von Gauss ergibt sich hieraus

/Qp&yq&da::—/QAu”’qbd;v—k/Qdiv(wu)ﬂﬁdm—k/ﬂfﬁbdm
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=— /Q(Avﬂ —diviu®u)y - u— f7)oda.
Ergo ist p schwach differenzierbar mit schwacher Ableitung
Oyp = Au” —diviu @ u), — 7.
Da ~ beleibig war folgt
Vp=Au—diviu®u) — f

und aus u € W22(Q,RY), div(u ® u) € L2, (Q,R? und f € L*(Q,R%) erhalten

loc loc
wir Vp € L2, (Q,R?) und p € WH2(Q).
Die Aussage von Satz 4.6 fir beliebige k folgt jetzt aus einer Iteration dieser
Aussage. Wir demonstrieren dies fir k = 2, sei also f € W*2(Q,R9). Wir
wissen bereits u € VVle’cQ(Q,Rd) und p € VVllof(Q) Aus ¢ € C§°(,R?) folgt

auch 8,¢ € C(Q,RY), v € {1,...,d}, und damit

/Vu:V&Ygodx:/(u-u):V&,apdm—k/f-avgodx
Q Q Q

fiir alle o € C$°(Q,RY mit divy = 0. Man bachte, dass sich auch divp = 0
auf Oy tbertrigt. Partielle Integration (Satz von Gauf) liefert

/ Vo,u: Veodr = / Oy(u-u): chdm+/ Oy f - pdx
Q Q Q
fiir alle ¢ € C$°(Q,RY) mit div p = 0. Definition von Wh2(Q,R%) ergibt
/ Vo,u: Veodr = / Oy(u-u): Vgodx+/ Oy f - pdx
Q Q Q

fir alle ¢ € W;;S(Q,Rd). Im Gegensatz zur linearen Gleichung in Kapitel 3
ist dies erhalten wir fir Oyu nicht die selbe Gleichung wie zuvor mit f ersetzt

durch 0y f. Dies liegt daran, dass
Oy(u®@u) =0, u®@u+u® du # 0yu® dyu.

Jedoch verhdlt sich der Term O0y(u ® u) besser als Oyu @ O,u, so dass wir

trotzdem wie zuvor argumentieren kénnen und erhalten u € Wl?;’f(Q,Rd) s0-

wie p € Wfof(Q) O
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Dieses Kaptiel enthdlt das allgemeinste Modell mit Zeitabhingigkeit und kon-
vektivem Term. Die hier besprochene Methode zum Ezistenzbeweis fiir schwache
Lésungen ldsst sich auch fiir beide stationdre Modelle anwenden ist jedoch deut-

lich komplizierter.
Gegeben seien
e cin beschrinktes Gebiet Q C R, d € {2,3};

e Fin Zeitintervall [0,T], T > 0, wir definieren den parabolischen Zylinder
QT = [O,T] X Q,‘

e cine Kraft f: Qr — R%;
o Startwerte ug : Q) — R<.

Gesucht ist ein Geschwindigkeitsfeld v : Qr — R? und eine Druckfunktion
p:Qr — R mit

—p%t +vAu = p(Vu)u+ Vp - pf auf Qr,
divu =0 auf Qrp, (INSP)
u=0 auf [0,T] x 092,
u(0,) = ug auf €,

o Wie iblich setzen wir v und p auf 1,

e Durch die zusdtzlich Zeitabhdngigkeit miissen wir neue Funktionenrdume

einfiihren.

Zundchst leiten wir die schwache Formulierung von (INSP) her. Wir neh-
men an, wir hdtten eine Lisung der Gleichung (INSP) und multiplizieren mit
einer Testfunktion ¢ € C§°(Or,R?), O := (=00, T) x Q, mit divy = 0. Man
beachte, dass sich die Divergenz nur auf die Ortsvariable und nicht auf die

Zeit bezieht. Die Testfunktion ist bewusst i.a. ungleich Null fir t = 0 um die

60
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Startwerte mit zuberiicksichtigen. Wir erhalten

—/ uy - pdx dt + Au - pdxdt (0.1)
T QT

:/ (Vu)u - o dz dt + Vp-pdxdt — fedrdt.
T Qr Qr

Wie zuvor ist
/ Au - pdxdt = —/ Vu : Vedzdt,
T T
da @ auf 0 fiir alle Zeitpunkte gleich 0 ist. Ebenso erhalten wir wieder

Vp-pdxdt =0
Qr

sowie

/(Vu)u~godxdt—/ u®u: Vodrdt.

Von Interessant ist lediglich der erste Term: hier ergibt sich

T
/ ut-godxdt:/ /ut-godacdt
Qr 0 JQ
T T
:—/ /u~<ptdxdt+/ /(u-go)tdxdt
0o Jo o Jo
T T
:f/ /Uogatdxdt+// (u- @) dtdx
0o Ja aJo

7—/ u'gotdmdt—/UO'go(O,~)dx.
T Q

Insgesamt is (0.1) also dquivalent zu

/ Vu:Vgodxdt:/ u®@u: Vodrdt+ f-pdxdt
Qr T Qr (02)
+/ u-cptdxdt+/uo-<p(0,~)dx
T Q

fiir alle ¢ € C$°(Or,RY) mit divp = 0.
Bevor wir die schwache Lésung definieren, miissen wir einen geeigneten Funk-

tionenraum definieren. Um zu gewdhrleisten, dass das Integral

Vu : Vedzdt
QT
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existiert, sollten Vu und Vo zur Klasse L?(Qr, R¥*%) gehoren und auflerdem
sollten sie divergenzfrei sein. Daher betrachten wir Funktionen

u € L*(0,T; Wy (2,RY).

Elemente von L?(0,T; V(i/;lf(Q, R9)) sind Abbildungen, die reellen Zahlen Sobo-

levfunktionen der Klasse W;“? (2, RY) zuordnen
[0,T] 5t ul(t,-) € W2 (Q,RY).

Allgemein definiert man fir einen Banachraum (X, | - ||x) den Bochner-Raum
Lr(0,T;X), 1 <p < oo durch

T
LP(0,T;X) := {w :[0,T] — X, w Bochner-messbar mit / |w(t)||% dt < oo} .
0

Hierbei heifit eine Funktion w : [0,T] — X Bochner-messbar, falls es eine Folge

von Treppenfunktionen (w,) gibt mit
wn () —w(t)||x =30 fiir fast alle t.
Genauer gilt sogar (vgl. [Ze])

o Man definiert das Bochner-Integral von w durch

T T
/ w(t)dt = lim/ wy (t) dt.
0 " Jo

e FEs gibt eine Folge von (wy) von Treppenfunktionen mit

wy, —w in LP(0,T; X).

e LP(0,T;X) ist ein Banachraum zusammen mit der Norm

1
T »
[wllreo,7;x) = (/0 ||w(t)||xdt> -

e Ist (H,(-,-)) ein Hilbertraum, so ist L>(0,T; H) ist ein Hilbertraum zu-
sammen mit dem Skalarprodukt

(w0, ) 201 = /0 (w(t), v(t)) dt.
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Betrachten wir den Raum L*(0,T; W;{S(Q,Rd)) s0 gelten die gewiinschten
Figenschaften (Nullrandwerte, Divergenzfrei) punktweise fiir fast alle t € [0,T).
Auflerdem erhalten wir.

Lemma 5.1 Sei Q C R? offen und beschrinkt und T > 0. Dann gilt.
a) Fiir alle 1 < p < oo ist LP(0,T; LP(2,RY)) = LP(Q7,R?).

d) Der Raum L*(0,T; Vonli’i(Q, R%)) ist ein Hilbertraum zusammen mit dem
Skalarprodukt

(u,v) = Vu : Vodzdt.
Qr

¢) Die Einbettung

{ue 20,1 Wi2 (@ RY), u € L2(0, T3 W32 (2, RY)"}
2d

— L*(0,T; L*(Q,RY), s< s

ist kompakt (siehe [MNRR], Lemma 2.48).

In der schwachen Formulierung ist eine Funktionu € L*((0,T); W;i’f(ﬂ, R%))

gesucht mit

Vu:chdxdtz/ u®u: Vodrdt+ f-eodxdt
Qr T Qr

(WINSP)
+/ u-gotdxdt—i—/ uo - ¢(0,-) dz
T Q
fiir alle p € C§°(O7,RY) mit divy = 0. Da das Problem aufgrund der Zeita-
bleitung nicht mehr symmetrisch ist und wir punktweise Eigenschaften der Test-
funktionen bendtigen ist passender nur mit glatten Testfukionen zu arbeiten.

Satz 5.2 (Schwache Lésung)

Sei f € L*(Qr,R%). Dann exzistiert mindestens eine Losung
u e L?(0,T; Vi/;i’i(Q,Rd)) von (WINSP).

Die Hauptidee besteht im Galerkinverfahren: wir approzimieren den Lo-
sungsraum L*(0, T; W;ﬁ(Q, R%)) durch einen endlichdimensionalen Unterrraum.
Dann losen wir das Problem in diesem Unterraum, was recht einfach ist. Schliefs-
lich haben wir eine Folge (u™) von Hilfslosungen. Natiirlich ist das Ziel zu
zeigen, dass (u) gegen eine Funktion u konvergiert und u sollte zur Klas-
se L2(0,T; Wc}i’g(Q,Rd)) gehdren sowie Lisung von (WINSP) sein. Wie zeigt

man eine solche Konvergenz? Recht leicht sieht man die Beschrinktheit uy
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in L2(0,T; Wc}i’i(QRd)). In endlich-dimensionaln Rdumen kénnte man eine
konvergente Teilfolge auswdhlen. Der Satz von Bolzano-Weierstraf$ greift hier
allerdings nicht.

Zum Beweis von Satz 5.2 miissen wir noch einige Hilfsmittel entwickeln:

o Wir benétigen eine geeinte Approzimation von L*(0,T; Wdlzf(Q, R%)) durch

eine Folge endlich-dimensionaler Unterrdume.

o Wir werden eine abgeschwdchte Version des Satzes von Bolzano-Weierstrafs

fiir Hilbertraume entwickeln.

Wir widmen uns zundchst dem zweiten Problem, da wir dies auch zur Lo-
sung des ersten bendtigen werden. Zundchst fiihren wir den Begriff der schwa-
chen Konvergenz ein, dazu folgende Motivation: Wir betrachten den Raum
X :={? der quadratisch summierbaren Folgen iiber R. Dieser ist offensichtlich
unendlich—dimensional; eine Basis wird gegeben durch die Folgen e,, := (6nm)m

(n € N). Es ist ||en]|l2 = 1 und
len —enll2 = || (Onm — 6nm), ||, = V2 firale N>n>1,

also ist die Folge (e,) keine Cauchy—Teilfolge, und kann damit auch keine

normkonvergente Teilfolge besitzen. Fir jede Folge x := (z,,) € X gilt aber
(T,en)0 = Ty =0,
weil Y oo_ 2, < oo ist. Dies ist gleichbedeutend mit (vgl. Satz 3.5)
olen) =0 firale pe X*
und motiviert die

Definition 5.3 (Schwache Konvergenz)
Sei (X,]|-||) ein normierter Raum. Eine Folge (x,) C X heifit schwach kon-
vergent gegen ein x € X, falls gilt

o(xn) = p(x)  fir alle ¢ € X*.
In diesem Fall schreiben wir x,, — x.

Man beachte, dass im Fall eines Hibertraums H nach Satz 3.5 schwache

Konvergenz x,, — x dquivaelnt ist zu

(Tn,y) = (x,y)  fiir alle y € H.
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Das schwache Analogon zur Bolzano—Weierstrafi—Figenschaft in unendlich—

dimensionalen normierten Riumen (X, || - |) lautet dann:
k
Tp, — X €X
(zn) C X, sup|lz,|| <00 = * (0.3)
n fiir eine Teilfolge (mnk)k.

Einen Raum X, in dem (0.3) gilt nennt man auch schwach (folgen—) kompakt.

Es folgen ein paar elemtare Eigenschaften der schwachen Konvergenz.

Lemma 5.4

Seien X ein normierter Raum, (x,) C X eine Folge und x € X. Dann gilt:
i)  Der schwache Limes von (x,,) ist, falls er existiert, eindeutig bestimmdt.
i) |, -z >0 = z, %
ii) T, Yr = |z < limninf llzn]|  (Unterhalbstetigkeit).
w) T, x = supl|z,| <oo (Normbeschrinktheit).
n

Ist X ein Hilbert-Raum, so gilt die partielle Umkehrung von i):
Ty x € X und ||| = |z = |zn— 2| = 0. (0.4)

Sei X ei Hilbertraum U C X abgeschlossen und konvez, dann ist U schwach

abgeschlossen.

Bemerkung.
Die Aussagen aus Lemma 5.4 gelten natiirlich erstrecht bei starker Konvergenz.

In diesem Fall hat man statt i) allerdings die stirkere Aussage
T, 5 x (stark) in X = |z| = lim ||z,
n

Dies ergibt sich aus der Tatsache, dass in jedem normierten Raum auch die

Dreiecksungleichung nach unten, also

[zl = llyll| < lle =yl

fiir alle x,y € X gilt.

Lemma 5.5
Seien H ein Hilbert-Raum und (x,) C H eine Folge, so dass lim, ¢(x,) fir
alle p € H* existiert. Dann ist (xy,) schwach konvergent in H.
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Als Hilfsmittel bendtigen wir .

Satz 5.6 (Hahn—Banach)
Seien (X, ]|]]) ein normierter Raum, U C X ein Unterraum und T € U*. Dann

gibt es eine Fortsetzung T € X* von 7, d.h. Ty =7 und ||T]|cc = ||7]|co-

Beweis: [Al] Satz 4.14 und Satz 4.15.

Satz 5.7 (Banach—Steinhaus)

Seien X ein Banach—Raum, Y ein normierter Raum und (T,,) C ZL(X,Y)
eine Folge stetiger linearer Operatoren derart, zu jedem x € X eine positive
Konstante ¢ = c(x) existiert mit sup,, [|[Thx| < c. Dann ist die Folge (T),)

beschrinkt (bzgl. der Operator—Norm), d. h. es ist

sup || Tn|leo = sup sup ||Thz| < oc.
n n zeB

Beweis: GdV Kapitel 5.

Beweis von Lemma 5.5 Wir zeigen zundchst, dass (zy) beschrinkt ist. Wir
betrachten die kanonische Abbildung

1: X = X x>y,

in den Bidualraum X** := (X*)* von X, d.h. jedem x € X wird eine stetige
lineare Abbildung 1, : X* — R zugeordnet, wobei 1, = @(x) fir alle p € X*
ist. Wegen |10 < ||plloollz] st

1
laloo = sup 122

<||lz|| firalle ze€X,
pex\{o} l#lloo

weshalb 1 eine Einbettung ist. Man nennt © die kanonische Einbettung von X
i X** und schreibt X — X**.
Nach dem Satz von Hahn—-Banach 5.6 konnen wir zu jedem x # 0 ein ¢ € X*
so wihlen, dass ||¢|leo = 1 und o(x) = ||z||, also ||wz@|| = ||| ist. Mithin ist 2
eine lineare Isometrie . Sei nun T, =15, : X* — R fir eine Folge (z,) C X.
Dann st

Tl = ’4,0(1:”)’ <c firalle neN, pe X"

nach dem Satz von Banach—Steinhaus 5.7 also sup,, [|Ty]|cc = sup,, ||zn] < oo.
Fir einy € H gehort (-,y) zu H*, d. h. die Abbildung o, die gegeben ist durch
o(y) := lim,(z,,y) ist wohldefiniert und linear. Mittels der Ungleichung von
Cauchy-Schwarz wird |p(y)| < limsup,, ||z,[||ly|| und es ist sup,, ||z, < oo,
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und damit ¢ € H*. Nach dem Satz von Riesz 3.5 existiert daher ein x € H mit
v = (-, x), also

o(xn) = (Y, xn) = (y,2) = (x) fir alle y € H.
O

Wir kommen jetzt zu der schwachen Version des Satzes von Bolzano—Weierstraf
in Hilbert—Rdumen, welcher besagt, dass in Hilbert—Rdumen das schwache Aus-

wahlprinzip (0.3) gilt.

Satz 5.8 (Schwaches Auswahlprinzip in Hilbert—R&umen)
Seien H ein Hilbert—-Raum und (x,) C H eine beschrinkte Folge, d.h. es
gelte sup,, ||z, || < co. Dann ist (z,) schwach (folgen—) kompakt in H, d. h. es

. : . . k
ezistiert eine Teilfolge (xnk) von (x,) und ein x € H, so dass x,, — x.2

Bevor wir zum Beweis kommen, fiihren wir noch einen nitzlichen Begriff ein:
Wir sagen, ein normierter Raum X sei separabel, falls X eine abzdhlbare Teil-
menge = besitzt, so dass 5 = X ist. Mit anderen Worten soll es eine in X
dicht liegende Menge = geben, die gleichzeitig abzdhlbar ist. Fin einfaches end-
lichdimensionales Beispiel ist R, da Q ja bekanntlich dicht in R liegt.

Lemma 5.9
Ist H ein Hilbert-Raum, und U C H ein separabler Unterraum.

a) Dann ist U selbst ein Hilbert—Raum.

b) Gilt das schwache Auswahlprinzip fir alle seperablen Unterrdume von H,

so gilt es auch in H.

Beweis.

a) Sei (xy,) Cauchy-Folge in U, dann ist (x,) auch Cauchy-Folge in H und
damit konvergent gegen x € H. Zu zeigen bleibt x € U. Sei e > 0 gegeben, dann
gibt es x,, € U mit n = n(e) so dass

€

o= zall < £

Zux, € U gibt es wegen der Seperabilitit von U ein &, € = (dabei gelte 5 = U)
mit
€

2

2 Man beachte, dass in Hilbert—Raumen folgenkompakt und tberdeckungskompakt gleich-
bedeutend sind, dies jedoch fiir schwach folgenkompakt i. a. falsch ist; es sei denn, der Raum
ist separabel.

len —&nll <5 = llz =&l <e
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d.h. x lisst sich durch Elemente von = approzimieren also x € U = Z.

b) Sei (xz,) C H eine beschrinkte Folge, d.h. es gelte sup,, |zn| < oco. Wir
betrachten den seperablen Unterraum U = W Dann ist (z,) CU
beschrinkt und daher existiert eine Teilfolge (x],) die schwach konvergent ist
gegen ein v € U es folgt firy € H mity=w+vecUd UL

(@0, y) = (2, w) = (u,y),

d.h. z, — u. O
Daher gentigt es Satz 5.8 fiir sperable Raume zu beweisen.

BEWEIS VON SATZ 5.8.
Sei H separabel. Dann gibt es eine abzihlbare Menge = := {&1,&2,&3,...} C H,
so dass & = H ist. Wegen sup,, ||z, || < oo ist ((zn,&1)) eine beschrinkte Folge

in R. Nach dem Satz von Bolzano—Weierstraf$ existiert daher der Limes
o := lim (a}. &)

1
n

fiir eine Teilfolge (x}) von (z,,). Desweitern kénnen wir aus (xL) eine Teilfolge

(22) wdihlen, so dass auch

o? = lim (22, &)

ezistiert. Sukzessive so fortfahrend erhalten wir fiir jedes k € N eine Folge (zk),

so dass
o :=lim (2, &)
ezistiert, wobei (zX) eine Teilfolge von (zE~1) ist (setze (20) = (z,)). Wir

betrachten nun die Diagonalfolge ((,,) := (a'). Dieselbe ist ab einem gewissen

Index ng = no(k) € N eine Teilfolge von (zX), und daher
of =lim (C,, &)  fir alle keN, . (0.5)

Seien nun M := sup; ||lz;]|, £ € H und e > 0 beliebig. Da = nach Voraussetzung
dicht in H liegt, kinnen wir & (k € N fest) so wdhlen, dass

e
1€ — &)l < BN

ausfallt. Fiir beliebige m,n € N erhalten wir dann mittels der Ungleichung von
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Cauchy—Schwarz die Abschditzung

‘<Cm7€> - <<TL7£>| < ‘<<’ma§k> - O4k| + |<<n7£k> - ak‘
+ (G € = &) | + (G € — &)
< (G i) — aF[ + (G €6) — 0| +e,
weil offenbar ||C,]| < M fir jedes n € N ist. Zusammen mit (0.5) ergibt sich
daraus, dass ((Cn,§>) C R fiir jedes € € H eine Cauchy—Folge ist, so dass also

lim,, (¢, &) fiir jedes € € H existiert. Daraus folgt die Behauptung mit Lemma
5.5 und Satz 3.5. O

Zur Losung des ersten Problems betrachten wir Funktionen der Form

N

Moy =3 0 (@), NeN,

r=1
wobei ¢ € C0,T) gilt. Die Funktionen w” wéhlen wir als geeignetes ONS von
W2 (R,

Satz 5.9
Ez existiert eine Folge (A\;) C R und eine Funktionenfolge (w,) C de (Q,RY)
mit

i) w" ist Eigenvektor zum Eigenwert X, des sog. Stokes-Operators:
(W, @) i1 = )\T/ w'-pdr  fir alle p € Wd 2(Q,RY),
Q
i) [owrwsdr =0y fir aller,s € N,
1) 1< A <A< ... und A\ — 00,

) (e,
v) (wy) it eine Basis von W;l-’s(Q,Rd).

Beweis: Die Konstruktion erfolgt iterativ, zundchst betrachten wir

>W12 = 05 fiir alle r,s € N.

1
— = sup / lv[?de < 1.
A1 veW 2 |lv=1

Es existiert nach Definiton des Supremums eine Folge (vg) € W;i’i(Q,Rd) mit

1
/|vk|2da:—> Ll =1
Q A1
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Wir wdhlen nach Satz 5.8 und Kondrachov eine schwach konvergente (0) C

(vg) mit
oy — w'in WH2(Q,RY)
oy — w' in L2(Q,RY)

mit einer Funktion w! € Wéi’f(Q,Rd) (vgl. Lemma 5.4 vi). Es folgt

1
—:/ |w!|? da.
A Ja

Wegen Lemma 5.4 iii) ist ||w!|| < 1. Tatsdchlich ist [|w!|| = 1, sonst wiirde die
Punktion w = w!/|w!]| € W;ZFUQ(Q,R”Z) den Bedingungen

1 1
ol =1, [ wPdo= i [ o do> 5
Q w12 Ja A

geniigen, was ein Widerspruch zur Definition von A1 ist. Zu zeigen ist noch,
dass (w', \1) auch i) erfiillen. Dazu betrachten wir eine beliebige Funktion o €
W;{S(Q,Rd) sowie

1
D(t) = Ly tol? da.
(t) <w1+t@,w1+t<p>/9|w + Ll dw

Es folgt

:igﬁ(t)‘ _ 2 [w' - pde(w!,wh) =2 [ |w]? da(w!, )
dt t=0 (wh, wl)2

= 2/ wl Spd'r_ %1<w1,§0>7
Q

0

was dquivalent ist zu
A1 / wh - pdr = (W', )
Q

fiir alle ¢ € W;j(QRd). Ersetzen wir w' durch v/Ajw' folgt die Behauptung

firmr,s =1.

N

Nehmen wir an, die Konstruktion der ersten N € N Eigenvektoren (w"),—, mit

zugehérigen Bigenwerten (A )N_; sei abgeschlossen sowie ii)-iv). Wir definieren

whN .= {v € W(}i’f(QRd); (W) =0, i=1, ...,N}.
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Wir finden wie in obiger Konstruktion w™ ! € W;lf (Q,RY) mit

1
/|wN+1\2dac: sup /|v|2dm =: .
Q veWN Jlufl=1Ja AN+1

Da WN konvex und normabgeschlossen ist, ist wN+t1 € WV, d.h.

(WhoVthY =0, i=1,..,N.
Wie im ersten Teil des Beweises zeigt man
AN+1/ WV pda = (WM @)
Q

fiir alle o € WN . Ist o € (W)L, s0 ist ¢ € span {w',...,w™ }, d.h.
N
)\N+1/ WV ©dr = Ay41 Zo‘i/ WL L dr
Q = Q

N
= AN+1 Zai/\i<wN+1,wi> =0= /\N+1<wN+1, ),
i=1

1

da w',...,wN FEigenvektoren sind. Somit haben wir

>\N+1/ W pdr = (W, )
Q

fiir alle o € W2 (Q,R?). Zuletzt miissen wir wieder wN T durch /Ay 0N !
ersetzen.

Wir zetgen noch, dass die Folge A\ monoton wachsend ist und gegen unendlich
strebt. Dabei folgt aus WNT1 c W

1 1
= sup / lv|? dx < sup / lv|*de = —
ANFT wew N+ |o)j=1 0 VEWN Ju]|=1 /0 AN

und damit die Monotonie. Nehemn wir an (X.) sei beschrinkt, es folgt dass
lim, A, =: X existiert. Wegen ||w"|| = 1 erhalten wir mit dem Satz von Kondra-

chov die Ezistenz einer konvergenten Teilfolge w™ mit
Wt —rw i L2(Q,RY),  k — oo, (0.6)
Dies zeigt fiir r; # 1y

2= (W™ —wh W —w) =\, / W' (W — W) dx
Q
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— A, / W' (W — W) de.
Q

Aus (0.6) und der Beschrdnktheit von A, folgt, dass die rechte Seit gegen Null
konvergiert, ein Widerspruch. Dies zeigt

lim A\, = oo.

T—00

Zuletzt miissen wir noch zeigen, dass (wy) eine Basis ist. Wir definieren
X :=span {w17 nwl, }
und nehmen an X # V(i/dli’f(Q,Rd). Dann ezistiert W € X+, d.h. (¥, w") =0

fir alle r € N. Wir konnen dabei annehmen dass ||¥|| = 1 ist (sonst normiere

man). Als Konsequenz ist

1
/ W|>dr < sup / lv|?dr = — — 0.
Q veWr jlv]=1J9 Ar

Daher ist = 0, ein Widerspruch zu ||¥|| = 1. Somit ist (w,) eine Basis von
W12 (Q,RY). O

Nach diesen Vorbereitungen sind wir in der Lage Satz 5.2 zu beweisen.
Schritt 1: Approximation

Wir definieren
N

uN(t,z) = eN(tw'(x), NEeN,

r=1

mit den Funktionen w" aus Satz 5.9 und noch unbekannten ¢~ : [0,T] — R.

Wir suchen uN als Lésung von

/VuN:Vwrdx:—/uiv-wTdm—k/uN@uN:Vufdx
Q Q

uN

Q
+/ f-w'de, r=1,...,.N (0.7)
Q
(07 ) = PNUO

Hierbei ist PN der Projektionsoperator

PN Vi/;i’f(Q,Rd) — HY := span {wl, ...,wN}
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N

I OESY </Qwi-vdx) W

i=1

Benutzen wir die Summenschreibweise fiir u”™ und die Orthogonalitit aus Satz

5.9, so ergibt sich aus (0.7)

dN
cf.V/VwT:Vwrdx:— ‘r /wr.w’"daj—FZcf\rcg/wl@wk:Vwrda:
Q dt Jo T Q

+/ frwdr, r=1,..,N (0.8)
Q

N N

ZcﬁV(O)wi = Z (/ w* - ug dx) w'.

i=1 i=1 9

Benutzten wir auch in der zweiten Gleichung die Orthogonalitit, erhalten wir

de
%:ci\’)\r—l—Zcfvcfy/wl@wk:Vwrdx+/f~wrdac, r=1,..,N
T Q Q

cN(0) = / w'eugdr, r=1,...,N. (0.9)
Q

Wir missen zeigen, dass (0.9) eine Lisung auf [0,T] besitzt. Betrachten wir

die vektorwertige Funktion CN = (¢N)N_,, so ist (0.9) dquivalent zu
dcN
= BN, oMy +LeN + ¢,
CN(0) = cp. (0.10)

Dies ist eine gewdhnliche Differentialgleichung mit Bilinearform B, linearer
Abbildung L und zwei Vektoren &y, co. Aufgrund der Bilinearform ist die rechte
Seite (als Funktion von C™ ) nur lokal Lipschitz-stetig, d.h. der Satz von Picard-
Lindeldff liefert nur eine lokale Lésung, was fiir unsere Zwecke nicht ausreicht.

Hierbei hilft folgendes Lemma (vgl. Zeidler [Ze])
Lemma 5.10 Gegeben sei die gewdhnliche Differentialgleichung
v =F(ty), y0) =y
mit F stetig in t und Lipschitz in Y. Eine potentielle Lisung erfiille
ly(t)| < C  fiir alle t € [0,T). (0.11)

Dann existiert eine globale Losung auf dem Intervall [0, T).
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Wir miissen also die Beschrinktheit der CY int zeigen (unter der Annahme
ihrer Ezistenz). Dazu multiplizieren wir die r-te Gleichung von (0.7) mit c¥
und summieren die Gleichungen auf. Unter Verwendung von u” = Ziv 1 cNwr
folgt

/Vu VY dm——/ut ‘U da:+/uN®uN:VuNdx
Q

/fuda;

Nach Konstruktion ist u™(t,-) € W;i(Q,Rd) fir alle t, so dass der Term

fQ uN @ uN : Vul dz verschwindet und wir

2dt/|uN2dx+/|VuN2dx*/f u® dx

erhalten. Integration tber [0,s] mit 0 < s <T liefert

/ lu® ( |2d;v+/ |VuN|? doe = f-u™ dadt.
s QS

Wegen f € L?(Qr) lisst sich die rechte Seit abschitzen durch

1 S

f/ |f|2dxdt+7-/ /|uN\2dzdt

T JQs 0 Ja
1 S

gf/ |f|2d:cdt+Tc/ /|VuN|2dxdt,
T JQs 0 Ja

wobei wir die Ungleichung von Sobolev benutzt haben. Wihlen wir 7 = 1/2c,

/|u |2dx—|—/ \VuN|2dx§c/ | f|? da dt
Qs Qr

s

ergibt sich

fiir alle Dies impliziert

u™ € L=(0,T; L*(Q,RY)  uniform, (0.12)
u™N € L*(0,T; Wc}i’g(Q,Rd)) uniform. (0.13)

Aus (0.12) kinnen wir jetzt leicht (0.11) herleiten: Es ist wegen Satz 5.9

N N
FREHREED ST R ST =l
Q r=1 Q r=1
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fir alle r € {1,.., N}. In Kombination mit (0.12) folgt (0.11).
Lemma 0.11 zeigt also die Existenz einer Losung u”™ € L%(0,T; W;i’i(Q,Rd))
von (0.7). Auferdem haben wir mit (0.12) und (0.13) zwei sehr niitzliche a

priori Abschdtzungen.

Schritt 2: Schwache Konvergenz

Um die Existenz einer Losung zu beweisen bendtigen wir einen schwachen Li-
mites von uN. Dazu geniigt es uns die Beschrdnkheit von u” (im passeneden
Raum) zu wissen und zu einer Teilfolge tiberzugehen (vgl. Satz 5.8). In (0.13)
haben wir bereits die Beschrinktheit von u in L2(0,T; W;ﬁ(Q,Rd)). Zusdtz-
lich taucht in unserer Gleichung der Term u; auf. Wir miissen also noch ul¥
beschrinken. Wir benutzen eine beliebige Testfunktion

@ € L2(0,T; W22 (Q,R%)) mit

el 20,722 ey < 1

und erhalten aus (0.7)

/VuN:Vwrdx:—/uiv~wrdm+/uN®uN:Vwrda:
Q Q Q

+/PNf-w’“da;, r=1,.,N
Q
was wiederum

/uiv's&dm:—/VuN:V@dm—i—/uN@UN1V90d$+/PNf"de
Q Q £ @

fiir alle ¢ € W;l-’g(Q,Rd) ergibt. Hierbei ging mafgeblich ein, dass (w") eine
ONB des W;j (2, RY) ist (vgl. Satz 5.9). Man beachte, dass fiir p = w, mitr >
N alle Integrale verschwinden abgesehen von fQ uN @u®N : Vo dx, weshalb auch
dieses Integral gleich Null sein muss. Somit haben nur die ersten N Elemente
der Basis einen Beitrag. Man beachte, fiir v € L*(Q,R?) die Ungleichung

N

2
1ol = [ 1PYopay =Y ([ vewtdn) oiay
Q Q

i=1

o0 2
<3 (/wdw) Py = [ ol dy = ol
=1
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Wir erhalten

PNf.pdx
Qr

< </ |PNf|2dxdt> (/ |<p|2dccdt>
Qr Qr
<c (/ |f2d;z:dt) (/ |V3cp|2dazdt)
T Qr

1

gc(/ |f2dxdt)2.
Qr

Weiterhin folgt mit den Ungleichungen von Hélder und Sobolev W32« wloe

T
< / 1™ 12 [ Vol sy

/ uN @ulN : Vodzdt

T

T T
< C/ ”v@”W?’J(Q) dt <c (/ HVQDHQVV&Q(Q) dt + 1) <c
0 0

wenn wir (0.13) verwenden. Zuletzt sehen wir

< c(/ |VuN2d:Cdt) (/ |V<p|2dxdt> <ec
T Qr

Insgesamt folgt fiir die (L?(0,T; WS’{f(Q,Rd))*—Norm von ulY

Vu :pdrdt
Qr

|ul¥||* = sup / ul - pdrdt <c. (0.14)
llell<1 T

Betrachten wir (0.12), (0.13) und (0.14) mit Lemma 5.1 so folgt die Existenz

einer Teilfolge (i) C u™ mit

v —wu in L20,T;W;2(Q,RY)) (0.15)
@ —u in L*(0,T; L*(Q,RY)) (0.16)

mit einer Funktion u € L*(0,T; Wdlzg (2, R?)), wobei wir natiirlich Satz 5.8 be-

nutzt haben.

Schritt 3: Grenziibergang
Zundchst betrachten wir Testfuktionen der Form

P(t,x) = g(t)w" (x)
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mit g € C§°(—00,T), so folgt aus (0.7)
/ Vu : V(gw") dr = —/ ul - gw” dsc—i—/ uN @u’ : V(gw") dx
Q Q Q
+/ frgw"dz.
Q
Integration iber [0,T) ergibt
Vol Vi dedt = —/ uiv-z/)dxdt—&—/ uV @u Vi dedt

Qr T T

+ fYdxdt
Qr

fiir alle v mit obiger Gestalt. Es folgt aus (0.16)
[u @ u™ —u @ ull L0102
< ™ @ (u™ = w102y + lu® (W —u)|lL 072

T T
< [ Mulzeco 6 = syt + [ ¥ aolla® = ullo d
0 0

T % T T
< (/ ||u%4<mdt> +</ ||uN||%4<mdt> (/ ||uN—u%4<mdt)

und daher
uN @uN —u®u in LY0,T; L*(Q,RY)). (0.17)

1 1
2 2

Dies ergibt

/ uN @ u Vi dr dt — u®u: Vipdrdt. (0.18)
T Qr

Man beachte dabei die Abschitzung (beachte ¢ = g(t)w,(x))

T
g/ [ @ u™ —u@ul L2 (0) VY| L2 (o) di
0

/ (W @u® —u@u): Vi dedt

T
< lglommlorllzae [ 10" © ¥ —uo e dt
0
Andererseits sehen wir mit (0.15)

vl Vip de dt — Vu : Vi dzx dt. (0.19)
Qr Qr
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Letzendlich erhalten wir

T T
/ ui\[%!}dxdt:// (uN-ng)tdtdx—// uN - g'w" dt da
Qr aJo aJo
T
= /uo cw'dz g( )7/ /uN~z/Jtdacdx.
Q o Jo

Wegen (0.15) und PNug — ug in L?(2,RY) folgt
/ uiv~1/1dx—>—/u0-1/1(0)dx—/ u - Yy do de. (0.20)
T Q T
Zusammengefasst impliziert (0.18)-(0.20)

Vuszdxdt:/ u®u: Vidadt + f-Ydxdt
T Qr

_/Qu().w(o)dx_/ u -y de de

Qr

fiir alle 4 der Menge

N
Y = {Zgw", g € C5°(—00,T), NEN}.

r=1

Wir zeigen nun, dass'Y dicht in der Menge C5°(Or,R?) liegt bzgl. der Norm
in L2((0,T), W;j (,R9Y). Dann sind beliebige Testfunktionen ¢ € C§°(Or,R?)
zuliissig und der Beweis ist abgeschlossen. Sei p € C§°(Op,RY) mit divy =0
als ¢ € L*((0,T), Wdl“? (Q,R?)). Dann egistiert eine einfache Funktion

= Z XA (8) ek, (0.21)
k=1

wobei Ay, eine disjunkte Zerlegung von [0,T] ist und py, € de (Q,R?) mit

[¥m = @l L2 0.r01.2) < 305+ (0.22)
( )

Wegen xa, € L?(0,T) und C§°(0,T) dicht in L*(0,T) liegt (vgl. Satz 2.9)
ezistiert (gx)py C C3°(0,T) mit

m
Z Ixar = grllallonllyie < 2 (0.23)
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Kombinieren wir (0.22) und (0.23), so folgt
e — ng@k||L2(o,T;ﬁ/L2)
k=1

<lle- meLZ(o,T;V"Vl,z) + |l Z(XAk - gk)wkHL2(0,T;VT/1~2)
k=1

m
1
<l = Ymllozaing + 3 ar = grllallorllyns <

k=1

Wir haben also Y ;- gror — @ in LQ((O,T),W;{I%(Q,R‘I)) gezeigt. Wegen
i € Wdlzi (Q,R?) kann es durch endliche Linearkombinationen der Basis (w,)
approximiert werden, ergo lisst sich ¢ durch ein Element ausY approzimieren.

Dies beweist schliefslich Satz 5.2. (]

Im folgenden wollen wir ein paar Eigenschaften der schwachen Lisung stu-
dieren. Das folgende Lemma ist dazu sehr nitzlich.

Lemma 5.11 Sei 0 < T < 00, 1 < p < oo und X ein Banachraum. Weiterhin
sei M dicht in LP(0,T;R) und Xo dicht in X. Dann ist

span {¢(t,z) = g(t)p(x); g € M, ¢ € Xo}
dicht in LP(0,T; X).

Der Beweis von Teil erfolgt wie am Ende es Beweises von Theorem 5.2 (fiir
Details siehe [Nau], Satz 2.4). Inbesondere folgt damit, dass die Menge

span {¢(t, z) = g(t)p(x); g € C3°(0,T), ¢ € C3°(Q,RY)}

dicht in LP(0,T; VOVLT’(Q,Rd)), 1 < p < oo, liegt. Also liegt auch C§°(Qr,R?)
dicht in LP(0,T; W1P(Q,R?)). Die Aussagen gelten natiirlich auch fir diver-
genzfreie Funktionen.

Lemma 5.12 Seiu € L?(0,T; Wc}i’i(Q,Rd)) Lésung von (WINSP). Dann gilt
a) u € L2d%2(QT,Rd);
b) Opu € LP(0,T; Wyl (Q,RY))* fiir p = T2,

c) ue C%0,T; L2(,RY)), d.h. u(t, ) — u(to,-) in L*(Q,R?) fir t — to;

d) u(0,-) = up fast dberall auf Q.
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Beweis.
a) Wir wissen u € L>®(0,T; L2(Q,R%)) N L2(0, T; W2(Q, RY)) und damit ist
im Fall d > 3 unter Verwendung der Holderschen Ungleichung mit g und d%d2

und der Ungleichung von Sobolev

T
/ |u|2%dxdt=/ /|u|2%\u|2dxdt
Qr 0 Q

d—2

T Z 2a a
s/ (/ |u2dx> (/ |u|d2dx> dt
0 Q Q
Sc/ (/ |u|7=2 dx) dtgc/ /|Vu|2dxdt§c.
0 Q o Ja

Im Fall d = 2 benutzen wir zundchst die Ungleichung
1 1 .
[vlla < clloll3 IVoll3, v e Wh2(Q). (0.24)

Hierbei geniigt es den Fallv € C§°(Q2) zu betrachten, da die allgemiene Aussage
dann durch Approzimation folgt. Fir v € C3°(§2) ist
@

v} (z) = v (21, 22) = 2/ v(&1, x2)01v (&1, x2) d&a

—0o0

und damit

2 (2) < 21 (wa),  11(ws) = / (€, 22) |910(€1, 22) | dEy.

—00

Analog gilt auch

P (2) < 20n(e1),  vala) = / " ol &) 100021, )| dé.

— 00

Insgesamt folgt

/ \v\4d:v §4/ vi(z2)va(x) doy das
R2 R2

<4 (/_D; yl(@)d@) (/_O; va(z1) dx1>

< A|[3]|01v]l2]|02v]|2

< Allvl3Ivol3
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was (0.24) impliziert. Wir erhalten

T
/ lu|* dx dt < c/ (/ |u|2d:c) </ |Vu|2dx) dt
T 0 Q Q
T
Sc/ / |Vu|? dz dt < c.
0o Ja

b) wir wissen nach a) u @ u € L%(QT,R”{). Aus der Gleichung folgt fiir
p=4H2>2

/ u - g dz dt
T

fiir alle p € C§°(Qr, RY) mit div ¢ = 0. Da C3°(Qr, R%) dicht in LP(0,T; WP (2, R%))
liegt (vgl. Lemma 5.11) konnen wir durch

< clVollLaor) + clleliz@r + cllVellLr@r

< llVellLr@r = cllell Lo o rir

/ Uy - pdx dt = —lim u-ptdrdt
T ™ JQr

ein lineares Funktional auf LP(0,T; W;i’fj(ﬂ,Rd)) definieren,
d.h.
O € LP(0,T; Wyb(Q,RY)* = L (0,T; W2 (Q,RY)),

fiir die Dualititsbeziehung siehe [Ze] Proposition 23.7.
¢) Eine Variante des Satzes von Sobolev fiir Bochner-Rdume besagt (siehe
[Nau], Satz 3.4)

{ue L'0,T;Y), dyue L'(0,T;Y)} C C°(0,T;Y)

fiir einen Banachraum Y. Wir wihlen Y = W;;g(Q,Rd)* und erhalten durch
die Inklusion W 2(Q, RY) =2 W 12(Q,RY)* € WP (Q,RY)* schlieflich

u € CO0,T; WP (Q,RY)"). (0.25)
Wir wollen die Stetigkeit aber beziiglich L*(Q,R?) zeigen. Sei also (t1,) C [0,T]
mit ty — to und u(ty, ) € L*(Q,RY) fiir alle k € N. Wegenu € L>=(0,T; L?>(Q,R%))

ist u(ty,-) beschrankt in L?(Q,R%). Auferdem folgt aus (0.25)

u(ty, ) — ulte,-) in WHP(Q,RY)*. (0.26)
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Wir wissen also

h’?l/ u(tkv ) . dex =0, pE Wl’p(Qde)'
Q

Zu v € L2(Q,R?) ezistiert (vy,) C C(Q,RY) mit v, — v in L2(,RY), so

dass

< +

lim/ u(ty, ) -vdz lim/ u(te, ) - (v —vpy,)de lim/ u(ty, ) - vy dx
ko Ja k- Ja kJa

m—00

< sup [[ulty, ) 2llvm — vlz —"0.
k

Der Satz von Riesz ergibt u(ty, ) — u(to, ) in L*(Q,RY), also istu € C9 (0, T; L*(Q, RY)).

d) Wir wissen

Vu:demdtz/ u@u: Vipdrdt+ f-vdxdt
Qr T Qr

—/u0~1/1dx—/ u - Yy dx dt.
Q T

fiir alle Testfunktionen (x,t) = g(t)p(x) mit g € C5°(—00,T) und ¢ €
Cs°(Q,RY) mit divy = 0. Betrachten wir eine Funktion g. mit g.(0) = 1
und g.(t) =0 firt > e. Dann ist

e—0

lim ge Vu : Vodzdt =0,
Qr
lim geu®u:Vodrdt =0,
e—0
Qr

lim ge [ - pdxdt =0.
e—0 Q
T

Wir betrachten noch das letzte Integral und approximieren w mit Hilfe des
Steklov-Durchschnitts

1 [t+h
up(t,z) = E/ u(s,x)dx, h>0.
t
Es folgt (vgl. Ubung A 20 und 22) fiir alle p > 0
o up — u in L2(0,T — p; WH2(Q,R%));
o Oy(up) = (Byu)n, — Opu in L2(0,T — p; Wh2(Q,R4)*);

o uy(t,") — u(t,-) in L2(Q,RY) fir alle 0 <t <T — p.
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Die dritte Konvergenz bedarf einer Erliuterung: sei o € L*(Q,R?), so gilt

/ R(t,) - pde = — // )ds - @dm—// (t+ sh,-)ds-pdx
:/0 /Qu(t—i-sh,-)-<pdwds.

Wegen u € C9(0,T; L*(Q,R%)) nach ¢) erhalten wir
lim / u(t+sh,-)-<pdx:/u(t7~) cpdr firalle0<t<T—p.
h—h Jo O

Auferdem folgt aus u € L>(0,T; L?(Q, R?))

/Qu(t—i— sh,) - pdr| <|lu(t + sh,-)|2ll¢ll2 < cllell2

unabhdngig von h. Majorisierte Kovergenz ergibt

hm/uh gpdx*/u(tf)wpdx
Q

und daher up(t,-) — u(t,-) in L2(Q,RY) fiir alle 0 <t <T — p.
Es folgt (siche Ubung A 22 fir Schritt 3)

/ u - Py dr dt = lim up - Py da dt
Qr h JQr

= lim (up, - V)¢ da dt — lim O (up) - dx dt
m JQr Qr

= lim (uh ¥)edrdt — hm/ ((Opu)p, ) dt

:—hm/ up, - ) (0 dac—/ (Opu, ) dt

. /Q u(0,-) - (0, ) d — /0 "o vy

Wegen dyu € LP(0,T; W;i’g(Q,Rd))* und ¢ € W;if(Q,Rd) ist

T
lim (Opu, ) dtdt =0

e—0 0
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und es folgt insgesamt

/uo-goda:—/ u(0,+) - pdr =0
Q T

fiir alle ¢ € C§°(Q,R?). Das Fundamentallemma der Variationsrechnung zeigt
ug = u(0,-) fi. O

Wir kénnen die Klasse der zuldssigen Testfunktionen noch ausdehnen. Au-

Ber im Fall d = 2 ist die Losung selbst aber nicht zuldssig.

Lemma 5.13 Sei u € L?(0,T; W;;S(Q,Rd)) Lésung von (WINSP). Dann er-
fullt u die Gleichung

T
/ Vu:Vgodx:/ u®u: Vodr + f-cpd:c—/ (Oru, @) dt
T Qr 0

Qr
fiir alle ¢ € LP(0,T; WP (Q,RY)).

Beweis.

Aus dem Beweis von Lemma 5.12 wissen wir

T
/ u~<ptdxdt:—/ (Oru, @) dt.
T 0

fiir alle ¢ € C$°(Qr,R?) und damit

T
Vu:Vgpdx:/ u®u: Veodr + f-godac—/ (Oru, ) dt
0

QT T QT

fiir alle p € C5°(Qr,R?). Seip € LP(0,T; Vi/dli’g(Q, R%)). Dann existiert (¢,,) C
Cs(Qr,RY) mit (sieche Lemma 5.11)

om — @ i LP(0,T; WiP(Q,RY),

om — @ in L2(0,T; Wy (. RY),

om — ¢ in L*(Qr,RY).

Einsetzen von @, und Grenzibergang ergibt

T
Vu:Vgodx:/ u®u: Veodr+ f-(pdx—/ (Oru, ) dt
0

Qr Qr Qr

fiir alle ¢ € LP(0,T; W;Z.f(Q,Rd)). O
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Im Folgenden werden wir den Druck rekonstruieren.

Satz 5.13 (Druck)
Seiu € L2(0,T; W(}lf(ﬂ, R%)) Lésung von (WINSP). Dann existiert p € CO (0, T; LP(12)),

p= —djf, mit

Vu:Vgodxdt:/ u®u: Veodrdt+ f-pdzdt
Qr T Qr

+/ u~<ptdxdt+/ ug - <p(0,~)da:—|—/ POy div o dx di
T Q T

fiir alle p € C3°(O7,RY).

Beweis.

Sei p(t, ) = g(t)w(x) mit g € C(0,T) und ¢ € C(Q,RY) mit diveyp = 0.
Es gilt

/ u~1/)g'dxdt:/ Vusvwgdzdt—/ u®u: Vigdrdt— f-vgdxdt
T T T Qr
= Vuszgdmdt—/ u®u: Vygdrdt— VF :Viygdxdt
Qr Qr Qr
= — Q:Viygdxdt
Qr

was gleichbedeutend ist mit
T T
u-wdx)g'dt:—/ (/Q:V¢dw) gdt
/o (/Q 0 Q (0.27)

Wir definieren

a(t) :zLu(t,)-d)dm
B(t) ::/QQ:Vd)dm

T T
/ ag dt = —/ Bg dt (0.28)
0 0

ist fiir alle g € C§°(0,T). Da o und 3 zur Klasse L'(0,T) gehoren folgt hieraus

so dass wegen (0.27)
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o' = 3. Demnach gilt (vgl. GAV Satz 7.5)

o(t) = a(0) + / "Bs)ds, te(0.T). (0.29)
0
Definieren wir .
Q) = [ Qs
und folgern aus (0.29)

/ ((U(t, ) —u(0,) -9+ Q1) : vw) dz =0
Q

fir alle ¥ € C(Q,RY) mit divep = 0. Nach Lemma 5.12 ¢) ist Q(t) €
LP(Q,R¥) 50 dass wir durch Approzimation

/Q (tu(t, )~ u(0.)) -6+ Q1) : Vo) dz =0 (0.30)

fiir alle ¢ € Wé{f'(Q,Rd) erhalten. Mit Hilfe von Lemma 3.7 folgt wie im
Beweis von Satz 3.8 die Existenz von p(t) € LP(Q) mit [, p(t) dz =0 und

/Q ((u(t, )~ u(©.9) -0+ @ : Vo) da = / B(t) dive da (0.31)

Q

fiir alle ¥ € WP (Q,R?). Zu zeigen belibt die schwache Stetigkeit von p(t) €
LP(Q) beziiglich t. Sei v € LP (Q) beliebig. Dann existiert nach Lemma 3.7
Y e WH'(Q,RY) mit divy = v — (v)q, so dass

/Q () vda = /Q () (dive + (v)a) dz = /Q 5(#) div i dz
= [ttt = 0.9) - 6+ (1) 70 do.

Man beachte nun u € C°(0,T; LP(Q,R?%)) und Q € C°(0,T; LP(Q,R¥*4)). Es
folgt
t—‘to

lim [ p(t)vdx = / (o) vda
Q Q

fiir alle v € LP'(Q), ergo p € CO(0,T; LP(Q,R?)). Sei nun g € C3°(—o0,T)
und 1 € C$°(,RY), so ergibt sich aus (0.81)

[ () = u0.) g0+ @2 V) da = [ jt) divly'v)da

Q
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fir alle t € (0,T) und Integrarion dber (0,T) liefert
/ u - g drdt +/ u(0,-) - g(0)¢p dx — Q:V(gy)dx = / p(t) div(g'v) du.

T Q QT Q
Also gilt

Vu:chdxdt:/ u®u: Vodrdt+ f-edxdt
Qr T Qr
+/ u'gotdxdt+/u0~<p(0,~)dx+/ PO divedrdt
T Q Qr

fir alle ¢ der Klasse
Y :=span {g¢, g € C3°(=00,T), ¢ € C°(Q,RY)} .

Da diese aber dicht liegt in der Klasse C§°(Or,R?) (siche Lemma 5.11), kénnen

wir beliebige Testfunktionen einsetzen.

Bemerkung 5.14 (Regularitit)

e Fiir schwache Losungen u € L*(0,T; W;{S(Q,Rd)) von (WINSP) lassen
sich unter gewissen Zuastzvoraussetzungen an die Daten folgende Regu-
larititsergebnisse zeigen (siche Temam [Te], Kap. 3.5)

i) u e L®(0,T; W2 (Q,RY));
i) dyu € L2(0,T; W2(9,RY) N L>(0,T; L2(9, RY));
iii) p = Op € L>(0,T; WH2(Q, RY)).

Es gilt also

—%—kAu:(Vu)u—i—Vp—f

punktweise f.i. auf Qr.

e FEs ist immernoch ungeklirt ob C°°-Losungen existieren, falls alle Daten
beliebig glatt sind. Dieses Problem gehort zu den 7 Millenium-Problemen,
auf deren Lésung das Clay Mathematics Institute of Cambridge einen

Preis von jeweils einer Million Dollar ausgesetzt hat.
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