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Einleitung

Viele Fragestellungen aus Physik, Technik oder den Wirtschaftswissenschaften
sowie innermathematischer Disziplinen (Geometrie, partielle Differentialglei-
chungen, Variationsrechnung etc.) fiihren auf unendlichdimensionale Extrem-
wertaufgaben, bei denen es darum geht, in einer Klasse von moglichen ,,Zustén-
den® jenen mit minimaler ,,Energie“ zu bestimmen, wobei die ,,Energie“ durch
ein Funktional reprasentiert wird. ? Die ,,Zustédnde” werden in der Regel durch
Funktionen einer oder mehrerer Verdnderlicher reprisentiert, und das Funktio-
nal ist ein Integral, das in einer durch das Problem gegebenen Weise Ablei-
tungen bis zu einer gewissen Ordnung dieser Funktionen involviert. Da man
in unendlichdimensionalen Réumen (,Funktionenrdumen®) arbeitet, ist nicht
klar, ob und unter welchen ,natiirlichen* Bedingungen solche unendlichdimen-
sionalen Extremwertaufgaben losbar sind. Andererseits konnen auch partielle
Differentialgleichungen (speziell nichlineare) oft nicht mehr ohne tieferliegende
funktionalanalytische Hilfsmittel gelost werden.

Wie sich herausstellt, konnen derartige Probeme héufig auch nicht mehr in
Funktionenrdumen klassisch differenzierbarer Funktionen gelost werden. Tat-
séchlich gibt es oft auch nur singuldre Losungen, was beispielsweise in der Ma-
terialtheorie durch Loch— bzw. Rissbildung beschrieben wird. Bei Problemen
mit geometrischem Hintergrund gibt es dagegen oft topologische Griinde, die
gegen die Existenz einer iiberall differenzierbaren Losung sprechen.

Unser Ziel ist es, die ,natiirlichen“ Funktionenrdume bereitzustellen, in de-
nen die Existenz verallgemeinerter (distributioneller) Losungen fiir vieler sol-
cher Problemstellungen unter gewissen Bedingungen unschwer bewiesen wer-
den kann. Unsere Uberlegungen werden uns dabei in die Theorie der Sobolev—
Réume fiihren.

Die Frage, ob bzw. unter welchen Bedingungen die so gewonnenen verallgemei-
nerten Losungen — welche a priori noch nicht einmal stetig sind — tatséchlich
bessere Eigenschaften haben, oder sogar klassische Losungen produzieren (sog.
»Regularitidtstheorie), ist ungleich aufwendiger und kann im Rahmen dieser

Vorlesung nicht angegangen werden.

2 In der Physik hat man z. B. ,Energien® wie Arbeit, elektrisches Potential etc., wihrend
in den Wirtschaftswissenschaften die ,,Energie“ ein Kostenfunktional ist.
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Warnung.

Dieses Skript dient als ergdnzendes Begleitmaterial zur Vorlesung. Es kann und
soll den Besuch sowie eine Mitschrift der Vorlesung nicht ersetzen, und erhebt
keinen Anspruch auf Fehlerfreiheit oder Vollsténdigkeit.
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§ 1. Einfiihrung und Beispiele

In der allgemeinsten Form liest sich ein Variationsproblem als

Ju] == /QF(x,u(x), Vu(z), Vu(r)) dz — min

u=¢ aufdQ

mit © C R™ und einer gegebenen Randfunktion ¢ : @ — R (Vu bezeichnet
den Gradienten und V2u die Hesse-Matrix). Gesucht ist also eine Funktion
u* : Q — R mit u*(x) = ¢(x) fiir alle x € 9Q und

J[u*] < J[v]

fir alle v : @ — R mit v(z) = ¢(x) fir alle z € 9Q. Auch Probleme mit
vektorwertigen Funktionen u : © — RY (N > 2) sind weit verbreitet (und
natiirlich sind auch Funktionale, die Ableitungen hoherer Ordnung enthalten

denkbar). Am h&ufigsten begegnet man Minimierungsaufgaben der Form
Ju] == /F(Vu) dx — min.
Q

Beispiele aus Physik und Ingenieurwissenschaften

Ein Volumen Q C R3 wird von einer Newtonschen Fliissigkeit durchflossen (da-
zu gehoren z.B. Wasser und Ole sowie die meisten Fliissigkeiten des Alltagsge-
brauchs). Sei u* : Q@ — R? das Geschwindigkeitsfeld der Teilchenbewegung und
f: Q — R3 die einwirkende Kraft (Gravitation, elektrisches Feld). Dann ist u*
Minimierer des Funktionals (p € (1, 00))

J[u] :/Q{(1+ \e(u)|2)§ _f-u} dz

uw.d.N. divu = 0 auf Q

zu gegebenen Randwerten ¢ : 92 — R3. Dies enspricht einer verallgemeinerung

des klassischen Stokes-Problems (p = 2). Der Exponent p sowie die Randfunk-
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2 § 1. Einfihrung und Beispiele

tion ¢ konnen experimentell bestimmt werden. Zur Notation:

|P|:=(P:P)z, P:Q:=tx(PTQ)= ZZPZJQ” fiir P,Q € RN*"

ou;
8:171'

(Vu—f—Vu , leU—Z

w\»—u

e(u) =

Sei Q@ C R™ (n € {2,3}) ein elastisch-plastischer Kérper (d.h. nach Deforma-
tion kehrt er nur sehr langsam in den Ursprungszustand zuriick). Sei z € Q
ein Punkt vor der Deformation und T seine Position nach Deformation. Die

Verzerrung wird dann durch
u(z) =T —x
beschrieben. Dann ist ©* Minimierer von
/{|e w)| In(1 + € (w)]) + (divu)?} dz
D Lo
€”(u) = e(u) — ﬁ(dlv u)l
zu gegebenen Randdaten .

Geometrie
Minimalflichenproblem: Finde eine Funktion u* : Q — R (Q C R?) so dass

J[u] = Flidche des Graphen von u := / V1+|Vul?dz
Q

minimal wird. Dabei soll u = ¢ auf 9f) gelten. Es lésst sich zeigen, dass die

Graph(u)

Minimierung des obigen Funktionals dquivalent zur nichtlinearen partiellen Dif-
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ferentialgleichung

div L =0 auf
V14 |Vul?

ist.

Wirtschaftswissenschaften
Eine Option (hier der einfachste Fall: europiische Call-Option) ist das Recht
eine Aktie an einem ZUKUNFTIGEN Zeitpunkt (t = T) zu einem HEUTE
(t = 0) festgelegten Preis E zu kaufen. Ist der Wert S der Aktie zum Zeit-
punkt 7" gréfer als £ machen wir einen Gewinn von S — E. Die Black-Scholes
Theorie (die mit dem Nobelpreis fiir Wirtschaftswissenschaften ausgezeichnet
wurde) beschiftigt sich mit dem Preis C' = C(S,t) fiir dieses Recht auf einem
gleichgewichtigen Markt. Hierbei gilt
% + %UZSQ% —|—7“Sg—g —rC =0 auf[0,00) x [0,T]
C(S,T)=max{S — E,0}, C(0,t)=0,

C(S,t) = Sfir S — oc.

Hierbei ist 7 > 0 der risikolose Zins. Fiir den Aktienpreis S = S(¢) wird eine
Brownsche Bewegung angenommen. Dies ist ein stochastischer Prozess bei dem
Aktienrenditen normalverteit sind mit Varianz o. Obige Gleichung lasst sich
(im Gegensatz zu fast allen Variationsproblemen und PDEs) analytsich 16sen
und erfreut sich daher in der Praxis grofler Beliebtheit obwohl die Annahmen
des Modells (normalverteilte Renditen) bereits Mitte des letzten Jahrhunderts

empirisch wiederlegt worden.

Digitale Bildverarbeitung
Wir betrachten ein gestortes Schwarz-Wei3-Bild, dass durch eine Funktion f :
R? O Q — R beschrieben wird (€ = [0, a] x [0, b]). Dabei gibt der Funktionswert
f(z) an wie dunkel der Grauton im Bildpunkt z ist (je heller desto grifler
der Wert). Um die Stérung moglichst gut zu beseitigen minimiert man das
Funktional (o > 0)

E¢[u] ::/Q{(u—f)eroquF}dx.

Dabei steht (f —u)? fiir den Abstand zum urspriinglichen Bild und |Vu| ist ein
MaS fiir die Glattheit des entrauschten Bildes.
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Bisher haben wir ausgeblendet in welcher Klasse von Funktionen die Va-
riationsproblemegelost werden. Dieser Frage ist der grofite Teil der Vorlesung

gewidmet. Beispiel: Wir suchen Minimerer v* : 0 — R von

/ |Vul|? de
Q

zu Randdaten ¢ : 2 — R in einer Klasse C: d.h.

/|Vu*|2dx§/|Vu|2dx
Q Q

fiir alle u € C mit u = ¢ auf 9. Man hat die Vorlesttung das C = C'(Q2) sein
sollte. Die Existenz eines C''-Minimums lisst sich jedoch nicht direkt zeigen.
Haben wir eine stetige Funktion f : K — [0,00) und eine kompakte Menge
K C R" so lisst sich einfach die Existenz eines Minimums von f auf K zeigen:
Wir betrachten eine Minimialfolge (zx)reny C K 2, d.h.
k—oo .
f .

flzy) — yngf(y)
Eine solche Minimalfolge existiert nach Definiton des Infimums immer. Da K
kompakt ist, kénnen wir eine konvergente Teilfolge (T )ren C (Tk)ren Wihlen
mit Limes « € K (hierzu benotigt man Bolzano-Weierstraf). Es folgt

=1 Tp) = li = inf
flo) = lim f(zp) = lim f(zg) = inf f(y)

und damit die Minimalitdt von . Um unser Argument auf die Variationsrech-

nung auszudehnen miissen wir C'(Q) mit einer Norm versehen. Die Wahl
lull := lulloo + Vullo

fiihrt auf einen vollstdndigen Raum. Sie hat jedoch nichts mit obigem Funktio-

nal zu tun und ist daher unpassend. Ein zweiter Ansatz ist

[ull := llull 2 + ([ Vull 22

T [ / |f2dx] "

@ Wir fassen eine Folge (auch) als Teilmenge {z1, z2, z3, ...} von X auf, daher die Notation
(zn) C X. (In der Literatur findet man auch die Schreibweise {z,} C X.) Natiirlich ist (zn)
per Definition eine Abbildung von N — X.
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Wir withlen eine Minimalfolge (ux) C C(Q) mit uy = ¢ auf 99, d.h.

/|Vuk|2da: T nf /|Vu\2d:n.
Q weCH(Q) Jo

Damit gilt

sup |[|[Vug| ;2 < oo.
keN

Fiir Funktionen mit Nullrandwerten gilt die Poincaré-Ungleichung (auf einen

Beweis wird an dieser Stelle verzichtet)

1l < eVl

Wir erhalten

sup [Jug| > < sup [lux — || g2 +sup [l@ll L2
keN keN keN
<supc||V(uk — ¢)llg> +sup [l
keN keN

< esup [Vugll 2 + ¢ [[Vellz + gl < oo
S

Die Folge (uy) ist also im normierten Raum (C*(Q), ||-||) beschriinkt. Der Satz
von Bolzano Weierstraf greift jedoch in unendlichdimensionalen Rdumen nicht
(werden wir spiiter beweisen), so dass wir trotz Beschrinktheit keine konver-
gente Teilfolge withlen konnen. Im Ubrigen gibt es Beispiele von Variations-
problemen, die kein C''-Minimum besitzen, so dass eine solche Konvergenz i.A.
sogar generell ausgeschlossen ist.

Um dieses Problem zu losen werden wir

e Verschieden Funktionenrdume studieren, insbesondere dem Raum

LP(Q) = {f:Q—>R:/Q|f|”dat<oo}

mit 1 < p < oo kommt eine wichtige Bedeutung zu.

e In unendlichdimensionalen Ridumen greift der Satz von Bolzano-Weier-
straf8 nicht, in einer recht grofen Klasse (jedoch nicht in C*(2)) gilt aber
eine verallgemeinerte Variante (diese Rdume heiflen reflexiv).

e Wir werden einen passend Raum kennen lernen (Sobolev-Raum), indem
wir eine Teilfolge finden kénnen die in einem gewissen Sinn konvergiert

(schwache Konvergenz) und so eine Losung des Variationsproblems er-
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zeugen. Die so gewonnene Losung hat jedoch analytisch sehr schlechte

Eigenschaften (es gibt Beispiele die nirgendwo stetig sind).

Die Aufgabe der Regularitétstheorie (wird in Nachfolgeveranstaltungen behan-

delt) ist es zu zeigen, dass die schwachen Losungen (im Sobolev-Raum) bessere

Eigenschaften haben, folgende Aussagen sind dabei denkbar:

Geschwindigkeitsfeld der Fluide: Losung ist partiell regulér, d.h. es gibt
eine , groBe* Teilmenge €y von Q mit u* € C'(Qg). Als Beispiel zur
partiellen Regularitét betrachte man die Funktion B; 3 x — a/|z|, die
offenbar iiberall C! ist aufer in der Null, d.h. Qg = B; — {0}. Sie ist
Losung der Gleichung (Ubung!)

—Au = u|Vul|* auf Q.

Die Frage ob die Losung (des Fluid-Problems) sogar in C1(Q) liegt ist

bisher ungeldst. Eine bessere Aussage als C(£2) ist hier nicht zu erwarten.

Deformationstensor: Im Fall n = 2 erhalten wir u* € C1(Q), fiir n = 3 nur
partielle Regularitét. Es ist davon auszugehen, dass sich diese Ergebnisse

i.A. nicht verbessern lassen.

Die Losung des Minimalfldchenproblems gehort zur Klasse C*°(Q2). Das
ist das bestmogliche Ergebnis, das jedoch nur in Ausnahmefillen erreicht

wird.

Die Losung der Black-Scholes Gleichung gehort zur Klasse C*°(€2). Im
Gegensatz zu den anderen Problemen lésst sich hier die Losung analytisch

bestimmen.

Folgende Hilfsmittel werden wir des 6fteren benttigen:

Eulergleichung: Sei «* Minimierer von

J[u] ::/Q|Vu|2dx

in einer Funktionenklasse C. Sei ¢ € C§° () mit u*+tp € C fiir ¢t € [—¢, €],
so hat die Funktion

F(t) = Tu+t]

ein Minimum in ¢t = 0. Es folgt

d d
0=f"(0)=—|—oJ[u+t :/7:w+tv 2 dx.
(0) dtlt o [u+ty] Qatlt ol ¢l
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Die liefert eine partielle Differentialgleichung.

Satz von Gauf}: Sei F' € C*(Q,R") fiir ein Gaufigebiet Q C R™ (d.h. offen,
zusammenhéngend, beschrinkt mit stiickweise glattem Rand). Dann gilt

div F dC" :/ F-NdaH" .

Q o0

Dabei ist £" das n-dimensionale Lebesgue-Maf§ (=Volumenmaf), H"~!
das (n—1)-dimensionale Hausdorff-Maf} (=Flichenmaf}) und A die duflere

Einheitsnormale an 0.

Grundlegene Mafitheorie: Maflintegral, Lebesgue- und Hausdorff-Ma$,

Satz von Fubini, Transformationssatz.

Fundamentallemma der Variationsrechnung (werden wir im Abschnitt
iiber Lebesgue-Riume beweisen): Sei v eine iiber € integrierbare Funktion

mit
/ vpde =0 VYo e C5(Q),
Q

so folgt v = 0.
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und Grundlegendes

Wir wiederholen zun#chst einige grundlegende Tatsachen iiber normierte Réu-
me. Im Folgenden bezeichne X einen Vektorraum iiber IR, versehem mit einer
Norm || - || :== || - || x. Fiir einen normierten Vektorraum verwenden wir die iib-
liche Notation (X, || |).

Eine Folge (x,) C X heifit eine Cauchy—Folge in X (oder eine Cauchy—Folge
bzgl. der Norm || - ||), falls es zu jedem vorgegebenen £ > 0 ein ng = ng(e) € N
gibt, so dass

|zn —zm| <e fiiralle n,m > ng

ausfillt. Wir schreiben dafiir auch kiirzer ||z, — &, | —— 0. Wir sagen auch:
|2 — Zm]|| veschwindet fiir n,m > 1.

Eine Folge (x,,) C X heifit konvergent in X, falls ein x € X existiert mit ||z, —
x| % 0. Wir schreiben dafiir iiblicherweise x,, — 2 in X. Bekanntermaflen ist
jede in X konvergente Folge auch eine Cauchy-Folge in X; die Umkehrung ist
jedoch i. a. nicht richtig.

Definition 2.1 (Banach—Raum)
Sei (X, | -||) ein normierter Raum. Dann heifit X vollstindig bzgl. der Norm
I-Il, oder ein Banach—Raum, falls jede Cauchy—Folge bzgl. ||-|| in X konvergiert.

Wir erinnern an den Begriff der dquivalenten Normen: Seien zwei Normen
Il und || - ||l2 auf dem Raum X gegeben. Dann heifilen die beiden Normen

zueinander dquivalent, falls es positive Konstanten ¢ und C' gibt, so dass
cllzlly < |lzlle < Cllz]|1 fur alle z € X.

Beispielsweise sind bekanntlich im Raum X = R? (d € N) alle Normen zu-
einander dquivalent, weshalb man sich eine zur Anwendung , passende” Norm
aussuchen kann. In allgemeinen normierten Rdumen ist dies natiirlich i. a. nicht

der Fall (vgl. nachfolgendes Beispiel)).
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Bemerkung 2.2

i) Ist X ein endlich—dimensionaler Raum, so sind alle Normen auf X dqui-

valent, und daher X bzgl. jeder Norm wvollstindig.

it) In unendlich—dimensionalen Rdumen ist die Aussage aus i) i.a. falsch,

wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel.
Sei X := C°[0,1] der Raum der auf dem kompakten Intervall [0,1] stetigen,

reellwertigen Funktionen. Dann werden durch

l2]loe = masx [2(t)]. ||x||1::/0 ()] dt

te[0,1]

zwei Normen auf X erklért, welche nicht dquivalent zueinander sind. Tatséch-
lich ist (X, - |ls) vollstéindig, (X, | -[]1) dagegen nicht (vgl. Aufgabe 3).
Beweis: Nehmen wir an (X, || - [|) und (X, - [1) wéren #quivalent. Dann

existieren positive Konstanten ¢, C' mit
cllzfly < [zflee < Cllzly vz € X.

(Tatséchlich gilt die erste Ungleichung mit ¢ = 1, wihrend die zweite falsch

ist). Damit sind die Konvergenzen

zn — Zmll1 —=0

zn = Zmloo —=0

dquivalent, also auch die Vollstandigkeit beider Rdume, ein Widerspruch.

Einleitend behandeln wir nun drei klassische Typen von Funktionenrdumen:

RéAume beschrinkter, stetiger und differenzierbarer Funktionen.

A. Raume beschriankter Funktionen

Sei X # () eine beliebige Menge (nicht notwendig enthalten in einem metrischen
oder normierten Raum) und sei (Y, |- ||) ein normierter Raum. Wir betrachten
die Menge
B(X,Y) := {u : X —=Y: sup ||u(9:)|| < oo}
reX

der beschrénkten Funktionen von X — Y. Dann wird B(X,Y") durch

[ulloo == [ulloc; x := sup ||u(z)]|
zeX
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normiert, und B(X,Y) ist bzgl. dieser Norm ein Banach-Raum, sofern auch

(Y, |I) ein Banach-Raum ist. Ist also ¥ kein Banach-Raum, so braucht auch
B(X,Y) keiner zu sein. Die Norm || - || s wird Supremumnorm genannt.
Beweis.

Sei (uy) eine Cauchy—Folge in B(X,Y) und sei € > 0 beliebig. Dann ist fiir
jedes x € X

|tn (@) = tm (2)|| < [|un — tmlloo <& fiiralle n,m > 1,

d.h. (uy,(w)) ist eine Cauchy—Folge in (Y ||-||). Daher existiert der punktweise
Limes u(z) := lim,, u, () fiir alle z € X. Bleibt u € B(X,Y") nachzuweisen. Sei
dazu wieder € > 0 beliebig und ng = ng(e) € N so gewihlt, dass

[t — Unmllse < % fiir alle  n,m > ng
ist. Dann wird fiir jedes = € X und alle n > ng
(@) = u(@)|| < [Jun(@) = wn (@) + [|um(@) = u(@)[| <,
falls m > no (in Abhéngigkeit von z) so grof gewshlt wird, dass
e (@) — u(@)]| < 5

wird. Demzufolge ist u — u, € B(X,Y) mit ||u — uy|leo < & fiir alle n > no,
insbesondere also u € B(X,Y) und u,, — u bzgl. || - ||eo, also gleichmiBige

Konvergenz. O
B. Ré&ume stetiger Funktionen

Sei U # () Teilmenge eines normierten Raumes X, und sei (Y, ||-||) ein Banach—

Raum. Wir betrachten den Raum
Cy(U,Y) = {u e B(UY); ustetig} = B(U,Y)NC°(U,Y)

der beschrénkten und stetigen Funktionen von U — Y. ?
Aus dem folgende Lemma ergibt sich zusammen mit A., dass C% (U, Y') ebenfalls

ein Banachraum ist.

2 Man beachte, dass Stetigkeit keine Beschrinkheit impliziert. Dies ist i.a. nur dann der
Fall, wenn man eine stetige Funktion auf einer kompakten Menge vorliegen hat (Satz von
der Annahme von Minimum und Maximum). Allgemein ist also C3 (U, Y) g C%(U,Y) und
CY(U,Y)=C°U,Y) fiir kompaktes U.
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Lemma 2.2 a) CY(U,Y) versehen mit der Norm von B(U,Y) (also || - ||o)
ist ein abgeschlossener Unterraum des Banach—-Raums B(U,Y).

b) Abgeschlossene Unterriume von Banachrdiumen sind wieder Banachriu-

me.

Beweis.

a) Zu zeigen ist folgende Aussage: Sei (u,) C C%(U,Y) eine beliebige Folge mit
up — u € B(U,Y) bzgl. || - ||oc. Dann folgt u € C3(U,Y). (Das folgt aus dem
Prinzip, dass gleichméBige Limiten stetiger Funktionen stetig sind.)

Dazu seien € > 0 und ¢ € U beliebig vorgegeben. Es existiert dann ein ng =
no(e) € N mit

€
It — ulloo < 3 fiir alle n > ng.

Insbesondere ist uy,, stetig in &, d.h. es gibt ein § = d(g,ng) > 0 derart, dass
|un (@) = tn, ()] < % fir alle x € U mit ||z — &|| < ¢
ausfillt. Fiir diese = folgt

[u(z) = u(@)[] < [[ul@) = tng (2] + [[tng () = tng ()| + [[1ny (€) = u(&)]]

2 €
< 2|ty — ul|oo + Huno(x) - uno(f)H < 3 + 3= g,
und damit die Behauptung. O
b) Sei (U,] - ||) ein Banachraum und W C U ein abgeschlossener Unterraum.

Eine Cauchy-Folge (w,) C (W,]|-]]) ist auch eine Cauchy-Folge in (U, || - ||), die
aufgrund der Vollstandigekit von (U, || - ||) einen Limes w € U besitzt. Wegen
der Abgeschlossenheit von W muss aber w € W gelten, woraus die Vollstén-
digkeit von (W, || - ||) folgt. O

Bemerkung.

Die Menge U muss nicht notwendig Teilmenge eines normierten Raumes sein,
sondern kann auch Teilmenge eines metrischen oder topologischen Raumes sein.
Man muss dabei nur wissen, was Stetigkeit in einem metrischen bzw. topologi-

schen Raum bedeutet.

Ist Q ¢ R? (d € N, d > 2) offen, so ist der Raum C°(Q) = C°(Q,R) der
auf ) stetigen, reellwertigen Funktionen kein Banach-Raum bzgl. der Supre-
mumnorm || - ||, weil u als stetige Funktion auf der offenen Menge €2 nicht
notwendig beschrinkt sein muss — was auch nicht der Fall sein muss, wenn €2

zusiitzlich beschrinkt ist. Als Spezialfall der obigen Uberlegungen ergibt sich
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aber, dass der Raum
C’(Q) == {u: Q- R; u stetig}, °
versehen mit der Supremumnorm
lulloo = llulloc; 2 = sup [u(z)|
zeQ

ein Banach—Raum ist. Entsprechend erhilt man Banach-R&ume differenzier-

barer Funktionen.
C. Raume differenzierbarer Funktionen

Sei Q C R? offen und sei k € Ng. Es bezeichne wie iiblich C*(Q2) = C*(Q,R)
den Raum der k-—mal auf (2 stetig differenzierbaren, reellwertigen Funktionen.
Man definiert

ol
Y1 Yd
Oxy*---0x)

cr(Q) = {u € C*(); Ou = € C°(Q) fiir alle || < k}, ¢

wobei v := (71,...,74) € Nd und |y| := 1 + -+ - + 74 ist. Dann wird durch

[uller = lluller @y = Z [107ullo (2.1)
[vI<k

eine Norm sowohl auf C*(Q) erklirt, und der Raum ist bzgl. dieser Norm ein
Banach-Raum (vgl. Aufgabe 2). Durch (2.1) wird natiirlich auch eine Norm
auf C*(Q) definiert, wenn man in der Definition || - || als Supremum und
nicht als Maximum auffasst. Allerdings sind diese Rdume bzgl. dieser Norm
keine Banach-Réume (dies war ja schon fiir C°(Q2) nicht der Fall, wie wir oben

gesehen haben).

b Stetigkeit von u auf Q bedeutet, dass u auf Q stetig ist und eine stetige Fortsetzung
nach  besitzt, was bedeutet, dass fiir jeden Randpunkt £ € 02 der Grenzwert

)
ol ¢ ()

existiert. Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn u auf einer etwas grofleren Menge Q 2 Q
stetig ist. Allgemeiner besitzt jede beschrinkte und gleichméfBig stetige Funktion u: Q@ — R
eine eindeutig bestimmte ebenfalls beschrinkte und stetige Fortsetzung nach Q.

¢ Die Definition besagt, dass eine solche Funktion u also k—mal stetig differenzierbar in
Q ist, und u sowie sdmtliche Ableitungen bis zur Ordnung k von u stetig nach Q fortgesetzt
werden kénnen.
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D. Funktionen mit kompaktem Trager

Eine fiir die Variationsrechnung bedeutende Teilklasse von C%, sind die Funk-
tionen mit kompaktem Triger. Fiir Q C R offen und k € No U {oo} ist

CE(Q) == {u e C*(Q); sptu e Q}

der Raum der k—mal auf ) stetig differenzierbaren Funktionen mit kompaktem
Trdger in 2, d. h.

sptu = {z € Q; u(z) # 0}

ist kompakte Teilmenge von (2. ¢ Man iiberlegt sich leicht, dass jede (wenigs-
tens) stetige Funktion mit kompaktem Triger beschrinkt sein muss, so dass
also Ck(Q) C Ck(Q) ist.

Besondere Bedeutung kommt der Klasse C2° zu, wie wir spéter noch sehen
werden. Die Funktionen dieser Klasse bezeichnet man auch gerne als Testfunk-
tionen. Ein Beispiel liefert die Funktion  : R — R,

exp (W%l) ;o<1
n(z) =
0 ;  sonst,

welche Triger in der abgeschlossenen Einheitskugel B1(0) hat).

SchluBbemerkung.

Natiirlich kann man die oben eingefiihrten Riume C*(2), C*(Q), C% (Q) sowie
Ck(Q) (2 c R? offen und k € Ny) auch fiir vektorwertige Funktionen u :  —
RP (D € N) erklidren und erhilt die entsprechenden Aussagen. Man schreibt
C*(Q,RP), C*(Q,RP) etc. fiir die vektoriellen Riume, oder auch C*(Q)P,
Ck(Q)P etc.©

d Man beachte, dass spt u fiir unbeschrinktes Q allgemein nicht kompakt, sondern lediglich
abgeschlossen ist. Die Symbolik A €@ B bedeutet, dass der Abschluss A von A eine kompakte
Teilmenge von B ist. Man sagt A ist kompakt enthalten in B.

€ In der Literatur findet man fiir die Rdume C%(Q) bzw. C¥(Q)P auch die Bezeichnungen
Ck(Q), D(Q) baw. CK(Q)P, D(Q)P u. 4.
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Wir vereinbaren zunéchst einige Sprechweisen, welche aus der elemtaren Maf-
theorie bekannt sind.

Sei X # () eine beliebige Menge und sei p : p(X) — [0,00] ein MaB iiber X
(wobei p(X) wie iiblich die Potenzmenge von X bezeichnet), d.h. g hat die
FEigenschaft:

u(A) < Y p(Ay)

neN

fiir alle A, A,, € p(X) mit A C |, cn An- Nach Carathéodory heifit eine Menge
A € p(X) p—messbar, falls fiir jedes B € p(X) gilt:

w(B) = w(BNA)+ p(B\ A).

Eine Funktion u : X — R := R U {00} heiit y—messbar, falls das Urbild
u~1(I) eines jeden Intervalls I C R eine u—messbare Menge ist. 2

Sei E eine Eigenschaft von Funktionen. Wir sagen, u habe pu—fast—iberall (kurz:
p—f.1.) auf X die Eigenschaft E, falls die Menge

N :={z € X; u(z) erfiillt nicht E'}

eine p—Nullmenge, also u(N) = 0 ist. Wir sagen auch, v habe in pu—fast-allen
(kurz: p—f.a.) Punkten x € X die Eigenschaft E.

Zwei Funktionen u,w : X — R sind demnach pf.1i. identisch auf X, falls

p({r e X; u(z) #w(x)}) =0

ist. Beispielsweise ist die charakteristische Funktion 1g von @ bzgl. dem ein-
dimensionalen Lebesgue-Mafl £! f.{i. auf IR identisch der Nullfunktion.

In diesem § wird uns die Frage beschiftigen, wie man integrierbare Funktionen
X — R zu einem normierten Raum — welcher sinnvollerweise ein Banach-—

Raum sein sollte — zusammenfassen kann.

2 Ein (verallgemeinertes) Intervall in R ist ein Intervall, bei dem auch die unenlich fernen
Punkte oo als Grenzen zugelassen sind (z. B. (0, 00|, [—00, 0] = R).

14
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Wir machen zunichst die vorldufige Definition: 1%" Versuch
LN Xp) = {u : X — R; u p—messbar mit / lu(z)| du(z) < oo}.
X
Wegen [ |u(z)|dp(z) < oo ist p({z € X; u(z) = +o0}) =0, d.h.

lull == /X lu(2)| du(z)

ist eine wohldefinierte Grofie.

Bemerkung 3.1

i) Man will Werte in R zulassen um auch Funktionen mit Singularititen
zu betrachten. Beispielsweise tiberzeugt man sich leicht davon, dass die
Abbildung x — 1/+/|z| 2ur Klasse L ([—1,1]; L) gehort.

ii) Auch wenn die Funktion u auf X nur endliche Werte annimmt, muss
llully micht existieren. Man betrachte etwa £ ((0,1); L') und die Abbil-
dung x — 1/x.

Probleme.

i) Sind u,w € LY(X;u) und ¢ € R, so ist u+ cw eventuell auf einer
u—Nullmenge ein undefinierter Ausdruck wie z. B. ,00 — oo Die Ursa-
che dafiir ist, dass wir Werte in R zulassen; £ (X;pu) hat also keine
Vektorraum—Struktur.

Deshalb sei von nun an
LHUX;p) = {u : X — R; u p—messbar mit / lu(z)| dp(z) < oo}.
X

Dann ist £Y(X;p) ein linearer Raum, und nach den Rechenregeln fiir

p—messbare Funktionen ist
leully = |elllully und lu+wlly < lully + [lw]

fiir alle u,w € LY (X;p) und c € R. Folgendes Problem bleibt jedoch.

i) Ist uw € LY (X;u) mit ||ully =0, so ist lediglich u = 0 p—f. d. auf X, d. h.
es kann Punkte x € X geben mit u(z) # 0. (Man betrachte beispielsweise
wieder die charakteristische Funktion 1g und X :=[0,1].)



16 § 3. Lebesque—Rdume

Durch || - |1 wird demnach keine Norm auf £Y(X;u) erklirt, sondern
eine sog. Seminorm.
Ist speziell X := Q C R? offen und p := L% das d-dimensionale Lebesgue-

Map, so kann man die Definition von £ nochmals modifizieren durch:

LY Q) =2 L) = {uEC’O(Q); |u(m)|da:<oo},
Q
wobei wir wie tiblich abkiirzend dx statt dL%(x) geschrieben haben. Dann

ist zwar L*(Q) ein linearer Raum und ||-||1 eine Norm auf diesem Raum,
aber (L), || - |l1) ist nicht vollstindig.

Zur Begriindung betrachten wir das folgende Beispiel:
Sei Q := B1(0) die offene Einheitskugel im R, Fir x € Q und n € N

betrachten wir die Funktionenfolge (uy,), welche gegeben wird durch

Jedes uy, ist offenbar stetig in Q mit |uy(z)| < 1 fir alle x € Q. Ferner
strebt (un) punktweise auf Q0 gegen die Funktion u: Q — R,

u(:ﬂ):{ WMo TR0 (3.1)
0 ; =0

Nach dem Satz von Lebesgue tiber die dominierte Konvergenz gilt daher
/ |un (@) — u(@)| dz = ||lup, — ully = 0. (3.2)
Q

Daraus folgt, dass (u,) eine Cauchy—Folge in C°() bzgl. der Norm || - |1
ist (warum?), die aber nicht konvergiert.
Denn angenommen, es existiert ein w € C°(Q) mit |u, — w|; = 0.

Wegen (3.2) wiirde dann aber

‘u(a:) - w(x)‘ dr =0 <= w=u L¥f i aufQ
Q
folgen, was wegen der Stetigkeit von w in  und wegen u € C°(Q\{0}) zu
dem Widerspruch w = u in Q\ {0} fihrt. (Das hiefle, dass w eine stetige
Fortsetzung von u auf ganz ) ist. Der Grenzwert lim,_.ou(x) existiert
jedoch nicht.)

Unsere Beobachtungen fiihren also zu dem Schlufi, dass schwache Normen (d. h.

solche, die durch Integrale definiert werden) mit klassischen Funktionenrdumen
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(wie z. B. C°) nicht vertrdglich sind.

Das liegt daran, dass der Wert eines Integrals unverdndert bleibt, wenn man aus
dem Integrationsbereich eine Nullmenge herausschneidet. Mit anderen Worten:
F. 4. identische Funktionen haben die gleiche Integral-Norm.

Gerade die Variationsrechnung zwingt aber dazu, mit integralen Normen zu ar-
beiten. Wir kehren daher zum Ausgangspunkt unserer Uberlegungen zuriick und
erweitern den Begriff der p—messbaren Funktion in der Art, dass das Problem
it) der Indefinitheit von || - |1 nicht mehr auftritt. Die naheliegende Idee um
dies zu erreichen ist, die f. 1. identischen Funktionen zu einer Einheit zusam-
menzufassen, also Aquivalenzklassen solcher Funktionen zu bilden:

Sei (X, u) ein Mafraum und fir eine p—messbare Funktion u: X — R sei

w:={w: X >R, u~w}
die Aquivalenzklasse von u bzqgl. der Relation
u~w = u=w p-f i aufX.

Es gilt:

i) w ist p-integrierbar, d. h. es ist [y |u(x)|du(z) < oo, falls jedes w € [u]

p—integrierbar ist. In diesem Fall ist offenbar
/ }u(m)| du(x) z/ ‘w(m)| du(x)  fir alle w € [ul.
b'e X

i) 0] ={w: X > R; w=0 p. i auf X}.

iii) Sind u, w: X — R p-messbar und p—f. i. endlich (d.h. p—fi. reell) auf
X, so machen [u + w] und [cu] (c € R) Sinn.

Definition 3.1 (Fast iiberall definierte Funktion)
Eine u~f.i. (eindeutig) definierte Funktion von X — R ist die Aquivalenzklasse
[u] einer p—messbaren und p—f. i. endlichen Punktion u: X — R.

x .

Als Beispiel betrachte man die Aquivalenzklasse der Funktion u(z) = Gk

\
fiir jeden Vertreter kann in x = 0 ein beliebiger Wert vorgegeben werden.

Wir vergessen also die Aquivalenzklasse [u] und reden von einer p—f. ii. eindeutig
definierten Funktion u (spdter werden wir auch wieder nur von einer Funktion
reden, wohlwissend, dass es sich dabei um eine Aquivalenzklasse von Funktio-

nen handelt). Diese kann natiirlich nicht mehr punktweise ausgewertet werden;
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es gibt lediglich ein eindeutig bestimmtes Integral (sofern dieses existiert). Fi-
ne punktweise Auswertung ist demnach nur nach Wahl eines Vertreters bzw.

Reprasentanten fir [u] mdglich.

Bemerkung 3.2

i) Bine u—f.1. definierte Funktion u: X — R ist p.d. <, =, >0, falls ent-
sprechendes fiir jeden Vertreter der zugeh. Aquivalenzklasse [u] zutrifft.
Beispielsweise bedeutet []l@} =0, dass jede mit 1o L'—f. 4. auf R diber-
einstimmende Funktion £L'—f. 1. identisch der Nullfunktion ist.

ii) Sei Q C R? offen und u : Q — R sei eine LC~messbare Funktion. Dann

gibt es in [u] hichstens einen stetigen Vertreter (vgl. A.2.77). Allgemein
braucht eine solche Funktion also nicht einmal stetig zu sein.
Gibt es fir die fast iberall eindeutig definierte Funktion u genau einen
stetigen Vertreter (bzw. genau einen Vertreter der Klasse C* mit einem
k € [1,00]), so nennt man u selbst wieder stetig (bzw. von der Klasse
C*) und schreibt wie iiblich wieder u € C°(Q) (bzw. u € C*(Q)). (Man
beachte, dass diese Sprechweise nur dann Sinn macht, wenn es nur genau
einen solchen Vertreter gibt!)

Definition 3.3 (Lebesgue—Raum)
Sei (X, ) ein Mafraum und sei 1 < p < oo. Dann heifit der durch

LP(X;p) = {u: X — R; u pf . definiert mit ||ull, < co}
mat

[l = llellpx = (AIU(w)\pdu(x)>p € [0, 0]

erklirte normierte Raum (LP(X;p),| - ||p) der Lebesque—Raum der auf X bzgl.
dem Maf p p—summierbaren Funktionen.

Beispiel 3.4

i) Sei N versehen mit dem Zihlmaf$ 4. Dann sind die bzgl. gy messbaren
Funktionen Folgen u := (u,) C R, und es gibt nur eine p4—Nullmenge,
ndmlich die leere Menge. Man erhdlt hier

[ ) i) = iu
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und schreibt auch P statt LP(N; py). Dann ist

P

uel <— ||u||p:<2‘un(x)|p> < 00

ist. Der Raum (P heifit der Raum der p—summierbaren Folgen. Insbeson-

dere ist {1 genau der Raum der absolut konvergenten Zahlenreihen.

ii) Fir Q C R® schreiben wir tiblicherweise LP(SY) statt LP(Q; L4). Weiter
unten werden wir auch LP-Rdume LP(Q)P = LP(Q,RP) fiir Funktionen
QO — RP (D €N mit D >2) erkliren.

Satz 3.5 (Vollstindigkeit der Lebesgue—R&ume)

Sei (X, p) ein Mafraum und sei 1 < p < co. Dann ist LP(X;pu) ein linearer
Raum, welcher vermdge || - ||, zu einem Banach—Raum wird.

Insbesondere sind also (LP(Q), || - ||,) und (¢7,|| - ||,) Banach—Rdume.

Zum Beweis dieser Aussage bendtigt man das folgende. ®

Lemma 3.6

i) (Holder—Ungleichung)
Seien 1 < p,q < oo konjugierte Exponenten, d.h. es gelte %—i—% =1
(also ¢ = ;27), und seien u € LP(X;p) sowie w € L(X;p). Dann ist
uw € LY(X;p) und es gilt

/X | dia(z) < [fully o],

ii) (Minkowski—Ungleichung)
Sei 1 < p < oo und seien u,w € LP(X;u). Dann ist auch uw + w €
LP(X; 1) und es gilt

lu+wllp < flullp + [lwllp-

In der Hélder—Ungleichung gilt Gleichheit, falls u = cw (f.d.) mit einem ¢ € R
15t.

b Die Holder-Ungleichung gilt auch mit den Wahlen p = oo und ¢ = 1 (mit der Konvention
:= 0). Dies wird spéter klar, wenn wir den Raum L°(X; u) erkldrt haben. Entsprechendes
ilt fiir die Minkowski—Ungleichung.

8|~

[ogc}
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Beweis.

i) Seien s,t,a, 3 > 0 mit a+ 3 = 1. Wegen der Konkavitit des Logarithmus
ist dann (vgl. Fig. 2)

log(as + Bt) > alog s + Blogt,

also as + Bt > s> tP.

Sind nun die konjugier-
1

log t ten Ezrponenten o := >
log(ars+5t) und 3 = % und wéhlen
log s

wir s = zt/, t .= y/8

‘ mit x,y > 0, so erhalten
s as+ Gt t

wir die Ungleichung:

1 1
zy < —azP+-y?  (3.3)
Fig. 2 p q

Natiirlich gilt (3.3) trivi-

alerweise, wenn x = 0 oder y = 0 ist. Seien nun ||ullp, [|w|lq > 0 (sonst

ist die Behauptung trivial). Wir setzen nun x := HIJH‘ und y := ﬁ und
p q
gelangen mit (3.3) zu
1 JulP 1 a
el L L

lully lwllg = p flullp ¢ llwllg
und Integration tiber X liefert

1 1 1 1 1 1
Joweldn< o [ du o [l da =1,
Tully Teolly Jx p Tl Jx ¢ Tll7 )

und damit die Behauptung.

it) Der Fall p = 1 ist offensichtlich. Sei also p > 1 und q = p%l (d.h. p
und q sind konjugierte Exponenten). Wir zeigen zundchst, dass |u + w|P
integrierbar, also u+ w € LP(X; ) ist. Es ist

lu+wl? < (|u| + \w|)p < (2max{|u|, |w|})p
= 2P maux{|u\p7 |w|p} < 2p(|u\p + |w|p)7

wobei Reprdsentanten fiir u und w gewdhlt, und das Maximum punktweise
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gebildet wurde, d.h. die Ungleichungen gelten p—f. . auf X. Damit ist

/Wu+wwmu;w(/|wwM+/Wwww),
X X X

also u+w € LP(X; p) gezeigt. Nun wird mit i)
||u+w||£:/ \u+w\pd,u:/ lu 4+ wP~u + w| dp
X X

s/me+M%%w+/Www+ww*w
X X

L 1
§||“|p</x|u+w|4(p_l)du> +||w||p</xlu+w|(p_l)qdu)

P
= (lullp + lwllp)llu+wl,

woraus die Behauptung fir ||u+ wl|, > 0 unmittelbar folgt (sonst gilt das

Behauptete trivialerweise). O

Beweis von Satz 3.5.

Seiw € LP(X; ). Ist ||ull, = 0, so ist w = 0 (genauer: [u] = 0). Ferner ist
lleull, = lelllull, fir alle ¢ € R und wegen Lemma 3.614) gilt die Dreiecksun-
gleichung, d. h. LP(X; p) wird vermdge || - ||, zu einem normierten Raum.

Sei dazu (un) C LP(X; ) eine Cauchy—Folge bzgl. ||-||,. Dann geniigt es zu zei-

gen, dass eine Teilfolge (uy, ), von (u,) gegen eine Funktion u € LP(X; ) kon-

k
vergiert. Denn eine Cauchy—Folge mit konvergenter Teilfolge ist bereits selbst
konvergent:

E
[un = allp < fluny, —vllp + [tn, —unllp = 0.

Wegen der Cauchy—Bedingung fir (u,) gibt es zu jedem k € N ein Nj €
N, N > k derart, dass

oo oo
—k
Z [y = uNka < 22 =1 (3.4)
k=1 k=1
Setzen wir Uy, = uy, und w, = 22:1 [tgs1 — ag| fir v € N, so ist wegen

(3.4) |lwullp < 1. Nach dem Lemma von Fatou ist dann

/ |lim w, |P dp < 1iminf/ |w, [P dp = lim inf ||w, |5 < 1,
x v v b'e v



22 § 3. Lebesque—Rdume

d. h. lim, w, existiert fir p—f. a. x € X. Damit haben wir
. Kl
|k (2) = (z)] < Z |1 (2) = Uy (2)] == 0 fir pf a. x € X,
v=l

weshalb also () fir u—f. a. v € X eine Cauchy—Folge in R ist. Die punktweise
Grenzfunktion u(z) := limy uy(z) existiert fir p—f a. v € X ([u] ist dadurch
wohldefiniert). Bleibt zu zeigen, dass w € LP(X; p) ist. Wieder unter Verwen-

dung des Lemmas von Fatou erhalten wir aus der punktweisen Konvergenz von

(wg):
/ lu —u,|P du = / lim |ay — w,|P dp < liminf/ [ug — w, |P dp
b's x k ko Jx
p
= hmkmf lur —w ||y = (hmkmf |lag — ul,||p>
o k—1 _ N p(3'4) oo B p ,
< hmklnfz 1@j41 — ], < ZQ il 5o,
j=v j=v

ergo u — u, € LP(X;u) fir alle v € N, und damit auch v € LP(X; ). O

Unmittelbar aus der soeben durchgefiihrten Konstruktion ergibt sich:

Korollar 3.7 (Punktweise Konvergenz fast iiberall)

Seien 1 < p < oo und (u,) C LP(X;u) eine Folge mit u, ~: u in LP(X; p).
Dann gibt es eine Teilfolge von (uy) (0. E. (uy,) selbst) derart, dass (nach Wahl
eines Vertreters) gilt:  u,(x) — u(x) fir p—f. a. v € X.

LP-Konvergenz impliziert also punktweise Konvergenz fast iiberall (wenigstens)
fir eine Teilfolge fir ,geeignete” Vetreter. Dabei bedeutet ,geeignet”, dass man
fiir jedes Folgenglied und auch fir die Grenzfunktion einen beliebigen Repri-
sentanten zu wahlen hat. Es ist demnach allgemein falsch, dass die Folge selbst

punktweise f. i. konvergiert.
Beispiele.
i) LP ist ein Banach—Raum.
ii) LP(SY) ist ein Banach—Raum fiir Q C RY.

iit) LP(w; H®) fiir eine s—dimensionale (geniigend glatte) Untermannigfaltig-
keit w C R?. Dabei bezeichnet H* das s—dimensionale Hausdor{f-Maf.
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In unserer Skala fehlt noch der Raum L™ (X;p), dessen Definition durch die

Aquivalenzklassenbildung etwas erschwert wird.

Definition 3.8 (Essentielles Supremum/Infimum)
Sei (X, p) ein Mafraum und sei u eine p—f.i. eindeutig definierte Funktion.
Dann heifst die Grifse

esssupu(z) :=inf {c € R; w < ¢ p-f.i. auf X fiir jedes w € [u]}
zeX

= inf { sup u(a:)}e(—oo,oo]

w(N)=0 zeX—N

das essentielle (oder wesentliche) Supremum von u auf X. Entsprechend ist das

essentielle (oder wesentliche) Infimum essinf,cx u(z) von u auf X erklirt.

Mit dem essentiellen Supremum ldsst sich nun eine Norm erkldren:
ulloo = HUHOO;X ‘= essSsup ‘u(x)|,
reX

Tatsdchlich ist || - ||co eine Norm, welche den Raum L*(X;p) der p—f.d. auf
X eindeutig definierten, beschrinkten Funktionen, den wir gleich definieren,
zu einem Banach—Raum macht. Wir nennen die Norm || - || auch wieder

Supremum-—Norm.

Bemerkung 3.9

i) FEs ist ||ulleo < 00, falls es einen Vertreter w von u gibt, der auflerhalb
einer u—Nullmenge beschrdnkt ist. In diesem Fall ist ||u||o die kleinste

dabei vorkommende Schranke.

ii) Seien X := R und p := L. Dann ist supg 1g = 1, aber esssupg 1g = 0.
Bei der Berechnung des ,gewdhnlichen Supremums® spielt jeder Funkti-
onswert eine Rolle, beim essentiellen Supremum werden dagegen Werte

auf Nullmengen ignoriert.

Satz 3.10 (Vollstandigkeit von L>°)
Sei (X, u) ein Mafiraum. Dann ist der Raum

L®(X;p) = {u: X = R; u pf. d. definiert mit ||uljoc < 00}

der pu—f. . eindeutig definierten, beschrdnkten Funktionen vollstindig bzgl. der

Supremum~—Norm || - ||sc -
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Beispiele.
i) £ ist ein Banach—Raum, der Raum der beschrinkten Folgen in R (vgl.
Bsp. 3.4).
i) L>(Q) ist ein Banach-Raum fiir Q C RY.
iii) L>(w;HF) fir eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit w C RY.

Beweis von Satz 3.10.

Zundchst iiberlegt man sich leicht, dass durch || - ||oo tatsdchlich eine Norm auf
L®(X; ) erklirt wird. Dies sei dem Leser als Ubung tiberlassen (vgl. A. 2.77).
Wir zeigen die Vollstindigkeit:  Sei dazu (u,,) eine Cauchy—Folge in L™ (X; u).

Wir wdihlen Vertreter fiir w, (wieder mit u, bezeichnet), und wissen, dass
n,m v
| (@) = um ()] < |lup = tmllc —— 0 fiir p—f. a. x € X,

d. h. fir alle x € X auferhalb einer p—Nullmenge N.€ Ferner ezistiert eine
positive Konstante ¢ mit |u, ()| < |Jullos < ¢ fiir p—f. a. v € X und allen € N.

Also ist
limuy(z) ; z€ X\N
u(x) := n
0 ; xeN

fiir alle © € X wohldefiniert und p—messbar (als punktweise Grenzfunktion p—
messbarer Funktionen).¢ Fiir x ¢ N ist

|[u(@) = (@) | = 1im |up (@) — tm ()] < lminf [[un, — tm ||oo,

also ||u — U ||oo < liminf, |ty — Umleo — 0. Daher ist w — uy, € L=(X; )

und die Behauptung folgt. O

Beobachtungen.

i) Sind up,u € L®(X; p) mit u, — u in L=(X;p), so strebt fiir alle Ver-
treter u, — wu gleichmapig auferhalb einer p—Nullmenge. Mit anderen

Worten ist || - ||eo die Norm der p—f. i. gleichmdfigen Konvergenz.

i) Ist pu(X) < oo, so ist LP(X;p) D LU X;p) fir allel < p < g < co und

es gilt in diesem Fuall

l|lull, < ||UHq'u(X)1/P—1/q.

¢ Hier geht ein, dass abzdhlbare Vereinigungen von Nullmengen wieder Nullmengen sind.
d Statt u auf N identisch 0 zu setzen, hitte man natiirlich auch jeden anderen Wert
nehmen konnen.
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Man tiberlege sich etwa fir X = R und pu = L' Beispiele die zeigen, dass
w(X) < oo keine unnétige Voraussetzung ist (vgl. auch A.2.77).

Unser ndchstes Ziel ist die Charakterisierung der zu den Rdumen LP gehdrigen
dualen Rdaume linearer, stetiger Abbildungen von LP — R. Dazu beschiftigen
wir uns vorweg etwas allgemeiner mit linearen Abbildungen zwischen normier-
ten Rdumen.
Ist (X,| - |l) ein normierter Raum, so bezeichnen wir mit B die offene Ein-
heitskugel in X, also

B:={zeX; |z| <1}.

Definition 3.11 (Stetige lineare Abbildung)
Seien XY mnormierte R—Vektorrdume. Fine lineare Abbildung T : X — Y
heifit stetig (oder auch beschrinkt), falls die Grife

Tx
1Tl = ITloes v = sup [Tl = sup L2l
zeB zeX\{0} ||1’H

endlich ist.

Vorsicht!  Der Terminus ,beschrinkt® bedeutet hier nicht |Tz|| < const fir
alle x € X, sondern |Tz|| < ||T||collz|| fir alle x € X. Um solche Verwechs-
lungen auszuschlieflen, sprechen wir im Folgenden stets von einer ,stetigen®,

linearen Abbildung. Das folgende Lemma rechifertigt diese Nomenklatur.

Vorweg erinnern wir an den Begriff der Lipschitz—Stetigkeit. Sind X und Y
normierte R—Vektorriume, so heifst eine Abbildung T : X — Y Lipschitz—
stetig (oder dehnungsbeschriankt) mit Lipschitz—Konstante L € [0, 00), falls

|ITx —Ty|| < Lz —y| firale z,yeX

gilt, wobei L die kleinste Zahl mit dieser FEigenschaft ist. Genauer ist:

[Tz — Ty

L =
svex [z =yl
zFY

= 1T

(sofern dieses Supremum existiert).

Lemma 3.12
SeiT: X — Y eine lineare Abbildung. Dann sind dquivalent:

i) |T||oo < 00.

it) T ist stetig in 0.
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1) T ist dberall in X stetig.

iv) T ist Lipschitz—stetig.

Beweis.

Sei L := ||T||oc < 00. Per Definition ist |[Tz| < L fir allex € X mit ||z] < 1.
Fiir beliebiges z # 0 sei x := 1=, Dann ist ITz|| < L||z||, und mit z :==x —y
folgt

| T2 —Ty|l < Llle —y|| fir alle @,y € X,

also T' Lipschitz—stetig mit Lipschitz—Konstante L. Insbesondere ist T tiberall
stetig, also auch im Ursprung.

Sei nun umgekehrt T Lipschitz—stetig. Fir y = 0 wird dann | Tx| < L|jz||, also
|ITz|| < L fir alle x € X mit ||z]| < 1.

Sei T stetig in 0, dann ist ||Tx|| <1 falls ||z|| < € ist fir ein e > 0. Firxz € B
ist |lex|| < e und daher

IT(ze)|| <1 |Ta| <

A=

und es folgt |T|| < 1, also (i). O

€’

Bemerkung 3.13

i) Die Grife | T|oo heift (falls sie endlich ist) die Operator—-Norm von T.
Stetige, lineare Abbildungen T nennt man auch lineare Operatoren —

daher der Name der Norm.
i1) Die Menge der stetigen, linearen Abbildungen
L(X,)Y):={T: X =Y linear; |T||oc < o0}

ist ein linearer Raum. Wir schreiben £ (X) statt L (X, X).
Sind S, T € L(X,Y), so ist fir alle x € X mit ||z|| <1

|5+ T)@)| = 152 + Tl| < 18z] + Tl < Slloe + T o

oder also ||S + T)loo < [|S|loc + [|T|lcos d- h. durch || - |0 wird tatsichlich
eine Norm auf £L(X,Y) erklirt.

11) Fir dim X, dimY < oo sind alle linearen Abbildungen stetig, ganz unab-
hingig davon, welche Normen X und Y tragen. Dies ist i. a. falsch fir

unendlich-dimensionales X (vgl. Ubung).



§ 3. Lebesque—Rdume 27

i) Sei (X, p) ein Mafraum, wobei pu(X) < oo sei. Wir setzen
T:L>®(X;p) — LYX;pn), Tu:=u

(T ist der sog. Einbettungsoperator). Dann ist

I Tuf), = /X fu dp < (X ] oc,
s0 dass ||T|co = u(X) ist.

v) Man nennt X* := Z(X,R) den zu X gehérigen Dualraum, bestehend

aus den stetigen linearen Funktionalen von X — R. ¢

Satz 3.14 (Volistindigkeit des Raums der stetigen linearen Abbildungen)
Ist Y ein Banach—Raum, so ist £ (X,Y) vollstindig bzgl. der Operator—Norm.
Insbesondere ist X* ein Banach—Raum (X selbst muss aber kein Banach—Raum

sein).

Beweis.
Sei (T,,) C Z(X,Y) eine Cauchy—Folge. Dann strebt

| Th — Tot|| < | Ty — Tonlloollz]] 2250 fiir alle x € X,

und wegen der Vollstindigkeit von Y existiert daher Tx := lim,, T,z fir jedes
x € X. Da (Ty,) eine Cauchy-Folge ist, ist (T,,) beschrinkt, also || Th|eo < ¢
fiir alle n € N mit einer positiven Konstante c. Wegen der Linearitit von T
ist fir alle x € X

1Tl < | Tox — Tal| + | Toz|| < cllll + | Toz = Ta| = cfz],

und dies zeigt T € L(X,Y).
Bleibt zu zeigen, dass | Tn, — T|eo — 0. Sei dazu € > 0 beliebig vorgegeben, und
x € X mit ||z|]| <1 fiziert. Da (T,) punktweise gegen T konvergiert, existiert

ein ng = no(e,x) € N mit

|ITx — Thox|l < (3.5)

<
27

¢ Auf unendlich—dimensionalen Rdumen X sind die linearen Abbildungen X — IR nicht
automatisch stetig, wie dies fiir endlich—-dimensionale X der Fall ist. Daher spricht man hier
auch vom stetigen oder topologischen Dualraum X*, welcher in diesem Fall ein echter Teil-
raum des algebraischen Dualraums aller linearen Abbildungen X — R ist. In der Literatur
findet man auch die Bezeichnung X' fiir den stetigen Dualraum.
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und wegen der Cauchy—Bedingung existiert ein n; = ni(e) € N, so dass
1T — Tonlloo < % fiir alle n,m > ny. (3.6)
Nehmen wir o. E. ng > ny an, so wird mit (3.5) und (3.6) fir alle n > ny
Tz — Thz|| < [|[Tx — Thox|| + || The — Thoz|| < &,

womit alles bewiesen ist. O

Nach diesen allgemeinen Betrachtungen wenden wir uns wieder den Lebesque-
Rdumen zu, deren Dualrdume LP(X;p)* = X(LT’(X; ), ]R) wir ndher studie-

ren wollen. Wir betrachten vorweg ein Beispiel.

Beispiel.
Sei (X, i) ein Mafraum. Dann wird durch T : L' (X; ) — R,

Tu ::/ udp
X

ein stetiges, lineares Funktional auf L*(X; p) definiert. Mit anderen Worten ist
T € LY(X;u)*. Denn fiir jede Funktion u € L*(X;u) ist

rul = [ | < [t =l
X X

Fiir w(X) < oo liegt T sogar in allen Dualrdumen LP(X;p)* mit 1 < p < oo

(warum?).

Bemerkung 3.16
Seien (X, u) ein Mafiraum, 1 < p < oo und

oo ; p=1
qg:=p = % ;i 1<p<oo (3.7)
1 ; p=o00.

Dann ist fiir jedes fixierte w € LY(X; u) das Funktional Ty, : LP(X;u) — R,

Twu :z/ uw dp (3.8)
X
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wohldefiniert. Nach der Hélder—Ungleichung (Lemma 3.6 1)) ist
Twul < [lullpllwlg,
oder also || Twlloo < |wllgs d. k. es ist T,, € LP(X;u)*. Es gilt sogar
ITwlloo = lwllqg  fir alle w e LYX; p). (3.9)

Letzteres sieht man wie folgt: Fir 1 < q < oo und ein w € LY(X;pu) sei

u = |w|? L sgn(w), wobei

sgn(w) := {
Im Fall g =1 ist dann u = sgn(w) und

Twu=/ ol dpe = ]y € L%(X; ).
X

Im Fall 1 < g < o0 ist

/|u|pd,u:/ |w\qd,u:/ uw dp = Tyu,
X X X

und wegen ||lul|, = Hw||g/p ist (0. E. sei ||ul|, # 0, sonst ist w=0)

u
Tw() =l
HUHP I

Der Fall ¢ = o ist etwas aufwendiger.
Halten wir also fest: Die Abbildung J : LY(X; u) — LP(X; u)*, gegeben durch
Jw =T,
ist eine lineare Isometrie, d. h. J ist linear und ldngentreu,
[Twlloo = llwllq  fiir alle w € L(X; ),
wobei die letzte Identitit nach (3.9) gilt. Insbesondere ist J injektiv, denn

J(w) = 0 heift T, = 0, was nach (3.9) w = 0 ergibt. Schwieriger ist der
Beweis der Surjektivitit (vgl. [Al] Satz 4.12, S. 159), der jedoch nur fiir p < oo

flw # 0] steht fiir die Teilmenge des Definitionsbereichs (hier X) der Funktion w, wo
w # 0 ist.
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(und q > 1) gelingt. Insgesamt folgt:

Satz 3.17 (Riesz)
Sei 1 < p < oo und sei q¢ wie in (3.7). Dann ist die Abbildung

J: LU(X5p) = LP(X5 )", w i T,
mit Ty, wie in (3.8), ein (isometrischer) Isomorphismus, d. h. es ist
LP(X;p)" = LY(X; p) .

Wir schreiben auch kirzer (LP)* = L. Man beachte, dass diese Aussage im

Fall p = oo falsch ist, wie wir weiter unten noch sehen werden.

Beispiel 3.18
i) Firp =1 st LY(X;p)* =2 L>®(X;pu), d-h. ist T : LY(X;pu) — R ein

lineares und stetiges Funktional, so gibt es eine Funktion w € L>=(X; ),
so dass T =T,.

ii) Fiir p =2 ist L*(X;p)* =2 L?(X; ), d. h. ist T € L*>(X;u)*, so gibt es
eine FPunktion w € L*(X;pu), so dass T = T,. Die Isomorphie von L?
und L?" lisst sich auch ganz ohne Maftheorie beweisen, wie wir in § 4

feststellen werden.

iii) Speziell ist (€%)* = (% (vgl. Beispiel 3.4 i)), d. h. ist T € (62)*, so existiert
eine Folge w = (w,) € (* mit Tw, = Y
u = (uy,) € (2.

neN UnWn = Tyu fir alle

Es gilt tatsdchlich
Lemma 3.7 Fir einen Mafraum (X, ) gilt im Allgemeinen
LY(X;p) G L=(X; )"

Eine Begriindung liefert der folgende Satz von Hahn—Banach, den wir an
dieser Stelle nicht beweisen wollen (vgl. [Al] Satz 4.14 und Satz 4.15).

Satz 3.19 (Hahn—Banach)
Seien (X,]|]|) ein normierter Raum, U C X ein Unterraum und T € U*. Dann
gibt es eine Fortsetzung T € X* von 7, d. h. T|y =7 und | T|lcc = ||7||co-

€lm Fall p = 1 ist zusétzlich zu fordern, dass X abzdhlbar p—messbar ist, d.h. es gibt
abzéhlbar viele p—messbare Mengen A, C X (n € N) mit p(A4,) < oo und X = |J,, cn An-
Falls X = Q C R? und p = £% ist dies offenbar immer erfiillt
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Beweis von Lemma 3.17: Sei nun 7: C3(R?) — R, 7u := u(0). Dann
ist T offenbar linear und es ist |Tu| < ||ullcc = supga [u] < 00, da u stetig und
beschrankt ist. Ferner ist C%(R?) C L>®(RY).

Nach dem Satz von Hahn—Banach 3.19 gibt es eine Fortsetzung T € L>(R4)*

von 7. Angenommen, es existiert eine Funktion w € L*(R®) mit
Tu = /]Rd uwdr = Tyu  fiir alle uw € L= (RY).
Dann ist
0=u(0)=71u="Tu="Tyu firale ucC%(R?) mitu(0)=0.

Sei nun Q C R offen mit 0 ¢ Q. Dann ist fQ uwdx = 0 fir jede Funktion
u € CYQ) C CY(Q), und daher w =0 p—f. . auf Q, also w = 0 p—f. i. auf RY.
(Dabei haben wir das nachfolgende Fundamentallemma der Variationsrechnung
(Lem. 8.22) benutzt.) Damit ist T = 0, also auch 7 = 0; ein Widerspruch, da
es Funktionen u gibt mit Tu # 0. Dies zeigt, dass der Dualraum von L i. a.

nicht mit dem Raum L' dbereinstimmen kann. O

Wir stellen noch eine andere Version des Satzes von Hahn—Banach vor, die wir

spdter bendtigen werden:

Satz 3.20
Sei (X,||- ) ein normierter Raum. Dann gibt es zu jedem x € X \ {0} ein
TeX* mit|T|oo =1 und Tx = ||z

Beweis.

Wir betrachten zundchst die lineare Hiille (x) von x und definieren auf U = (x)
fir y = ax durch Ty = o||z|| ein stetig lineares Funktional mit ||7||, =1 und
Tx = ||z||. Mit Satz 3.19 folgt die Behauptung. O
In § 1 haben wir den Raum CZ° der Testfunktionen kennengelernt. Diese Funk-
tionen spielen eine besondere Rolle, wie der folgende Satz zeiglt (vgl. auch
A.2.27).

Satz 3.21 (Dichtheit von Cg° in LP)

Sei Q C R? offen und sei 1 < p < co. Dann liegt der Raum C°(Q) dicht in
LP(Q), d. h. zu jeder Funktion u € LP() gibt es eine Folge (n,) C C$°(Q2), so
dass 0, > u in LP(Q) gilt.
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Bemerkung.
Fiir p = oo ist die Aussage von Satz 3.21 falsch, denn sonst hdtte jede Funktion
aus L>=(Q) einen stetigen Vertreter (gleichmdfige Limiten stetiger Funktionen

isnd stetig).

Zum Beweis bendtigen wir folgende Hilfsausagen

Lemma 3.8 a) Seiu € LP(Q), u > 0 L3-f.i. mit Q@ C RY offen und 1 < p <
0o. Dann gibt es eine Folge einfacher Funktionen (un,) mit w, < Upyq

und w, = u in LP(Q).

b) Sei u : Q@ — R eine einfache Funktion, dann gibt es eine Folge n, C
C(Q) mit n, = w in LP(Q) fiir alle 1 < p < co.

Beweis.

a) u ist einfache Funktion heifst u ist von der Form
T
u(z) = Zak]‘Ak (), ax >0,
k=1
mit L4 fast disjunkten, L?~messbaren Mengen Ay mit

LYAg) <00 und Q= U Ap.
k=1

Nach Definition des MafSintegrals ezistiert eine Folge einfacher Funktionen (uy,)
mit u, <u £d-f.ii. und

/|un\pdx//|u|pdz, n — oo
Q Q

wobei wir ohne Einschrinkung u, < uny1 annehmen konnen (dies entspricht

der Untersumme). Es folgt wegen |u,|P < |u|P L9-f.1i.
[l = ] dz 20,
o

also [un|P 5 |ulP in LY (Q). Nach Teilfolgenwahl erhalten wir Konvergenz punkt-
weise LO-f.ii. (vgl. Korollar 3.7) und daher w, ~ u Lfi. (wobei wir die
Teilfolge wieder mit (u,) bezeichnen). Nach dem Satz von Levi diber monotone

Konvergenz strebt dann bereits u, — u in LP(S).
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b) Sei u einfach, d.h.
u(x) = ZakILAk (z).
k=1

Wir wéhlen eine Folge n*x € C§°(Ax) mit

1, wenn dist(z,00) > 2/n

mak(x) = ,
0, wenn dist(z,00) < 1/n

und 0 < i < 1. Definieren wir Ai/" als Menge der Punkte in Ay deren
Abstand zum Rand von Ay, kleiner oder gleich 2/n ist, folgt

[ e = [, -t e < 22437 o
Ay, A

Nun definiert man n, € C§°(2) durch
(@) = ) ol (2)-
k=1

Es folgt
[l e =30 [ 1 -t ae 2o
Q = Q

also die gewiinschte Konvergenz. O

Beweis von Satz 3.21.
Sei eine Funktion u € LP(S)) vorgegeben. Wir schreiben u = ut + u™, wobei

ut := max(u,0) und v~ := min(u,0), und approvimieren die Funktionen u*

+

separat. (Man tberlegt sich leicht, dass mit u auch die Funktionen u™ zur Klasse

L?(Q) gehoren). Nach Lemma 3.8 a) existiert zu n € N eine einfache Funktion
Uy Mt

— < —.

fu — ull, < o

Zu uy, finden wir nach Lemma 3.8 b) eine Funktion n, € C3° mit

1
l[7n — uan < m

Insgesamt erhalten wir

ll7n — qu < mm — unllp + [[7n — uan <

S|
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d.h. (n,) C C° leistet das Gewiinschte. O

Zum Abschluss dieses § fiihren wir noch lokale sowie vektorielle Versionen der
LP-Rdume ein, und beweisen das tberaus wichtige Fundamentallemma der Va-
riationsrechnung. Dieses wird uns in § 5 zu einem verallgemeinerten Ableitungs-
begriff fiir LP—Funktionen fihren.

Definition 3.12 Seien Q C RY offen, und 1 < p < oo. Wir definieren LY (Q)

loc

als Menge der L. di. auf Q eindeutig definierten Funktionen u : Q — R mit
u € LP(w) fiir alle w € Q.

Zur Erinnerung: w € ) bedeutet, dass @ kompakte Teilmenge von Q ist. Als
Beispiel betrachte man die Funktion u(x) = 1/x mit Q = (0,1). Dann gehdrt u
zur Klasse L}, .(Q) aber nicht zu L'(12).

(Natiirlich lassen sich analog auch lokale Versionen von LP(X;u) definieren,

wenn (X, p) ein Mafiraum mit einem normierten (oder auch nur topologischen)

Raum X ist.)
Fiir vektorwertige Funktionen u = (u',...,uP) : Q — RP (D € N) definieren
wir:

LP(Q)P = LP(Q,RP) = {u L Q — RP; v € LP(Q) fir alle v = 1,... ,D}

und versehen diesen Raum mit der Norm:

D 3
(ZHU“HZ) ; p<oo
v=1

D v . —
max?_, ||u Hoo i p=00.

[ullp = llullop =

Selbstredend tibertragen sich alle Figenschaften der Rdume LP(Q) auf die vekto-
riellen Versionen (Vollstindigkeit, Holder—Ungleichung, ... Dualrdume). Schliefs-
(P = LP (Q,RP) ein-

lich kann man auch hier noch lokale Versionen LP loc

loc
fiihren. P

h In der Literatur finden sich auch die Bezeichnungen Ly (£2), Lé,oc(ﬂ) sowie entsprechende
Notationen fiir die vektoriellen Versionen.
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Lemma 3.22 (Fundamentallemma der Variationsrechnung)
Sei Q C R? offen und u € L}, (Q) erfiille

loc
/ u(z)n(x)de =0 fir alle ne C°(Q). (3.10)
Q
Dann ist u = 0; genauver ist u =0 f. 4. auf Q. Ist dagegen
/ u(z)n(z)de >0 fir alle ne C(Q),n>0,
Q

so ist u >0 f. . auf 2.

Beweis.

Wir zeigen nur den ersten Fall, den zweiten behandelt man analog. Sei u €
L} () eine Funktion, welche der Bedingung (3.10) geniigt und w € § beliebig.
Dann gibt es nach Lemma 3.8 eine Folge (n,) C C§°(w) mit 0 < n, < 1 so
dass

N — 1, in LP(w) bei n — oo.

und nach Teilfolgenwahl (vgl. Korollar 3.7)
M — 1o punktweise bei n — oo.

Mit dem Satz von Lebesgue iiber dominierte Konvergenz (Ju| ist die Majorante)
und (3.10) ergibt sich

0= /Q (@) (@) dz ™ /Q w(@)lo(z) dz = /w w@)de.  (311)

Wir wdihlen einen Vertreter fir u (ebenfalls wieder mit u bezeichnet) und be-

trachten die L% -messbaren Mengen
QF = {z € O uF(z) = u()}.

Sei £L4QF) > 0. Wihlen wir w € QF mit L4Y(w) > 0, so erhalten wir wegen
(3.11) und u > 0 auf w, dass LY (w) = 0 sein muss; Widerspruch. Es folgt, da
L4 ein Radon-Mafs ist, |

L) = sup LYw) =0

weNt

Ein Ma8 p: P(X) — [0, 00] auf einem normierten (oder auch nur topologischen) Raum
X, heift Radon-Ma8, falls jede Borel-Menge in X p-messbar ist (u ist ein Borel-Mafl) und
kompakte Teilmengen von X endliches Mafl haben. In diesem Fall ist insbesondere jede
p-messbare Menge A C X von innen dem Mafle nach durch kompakte Teilmengen approxi-
mierbar, d. h. es ist u(A) = sup u(B); B € A.
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und analog LY (™) = 0. Demnach ist u = 0 f.4. auf Q. O

Wir erwdihnen schliefflich die folgende Variante des Fundamentallemmas, die

als Lemma von Du Bois—Reymonds bekannt ist.

Lemma 3.23 (Du Bois—Reymond)
Seien 0 C RY ein Gebiet und u € Li, () erfiille

/ w(x) Vn(z)de =0 fir alle ne CF(Q).
Q

Dann ist u = const; genauer ist u = const f. 4. auf €1.

Bemerkung.
Fiir die erste Aussage in Lem. 3.22 sowie die Aussage von Lem. 3.23 gibt es
Pendants fiir Funktionen u € LY (Q)P.

loc






§4. Die Geometrie von Hilbert—Raumen und die

Darstellungssatze von Riesz und Lax—Milgram

Wir wiederholen zundchst einige grundlegende Tatsachen tber Skalarproduk-
te und Hilbert—Rdume. Ziel dieses § sind die — insbesondere fiir die Theorie
der partiellen Differentialgleichungen — wichtigen Darstellungssditze von Riesz
und Laz—Milgram. Insbesondere wird sich zeigen, dass Hilbert—Rdume selbst-
dual sind. Wenn nichts anderes gesagt wird, bezeichnet im Folgenden X einen

Vektorraum (kurz Rawm) iber dem Korper R.

Definition 4.1 (Skalarprodukt)
FEin Skalarprodukt (oder auch inneres Produkt) auf einem R—Vektorraum X ist
eine bilineare Abbildung (-,-) : X x X — IR mit folgenden Eigenschaften.

i) (x,y) = (y,x) fir allex,y € X (Symmetrie).

it) (x,x) >0 fir alle x € X \ {0} (positive Definitheit).

Beispiel 4.2
i) Das kanonische Skalarprodukt auf dem R? ist gegeben durch die Vorschrift

d

<‘T’y> =Xy = Zxk’yka
k=1
wobei x := (x1,...,24),y := (y1,...,ya) € RE. Allgemeiner wird auf dem

Raum R¥*P =2 R4P (D € N) ein Skalarprodukt erklirt durch:

5]

M=

d,D
e Lol L1
TiY:i= LRpYg = LrYk»

k=1 k=1 I=1

wobei x := (:Ci:) k=1,...d, Y 1= (yi) we1...a € R, Fiir D =1 ist natirlich
...D 1

ii) Ist (X, u) ein Mafraum, so wird auf L*(X;u) ein Skalarprodukt erklirt
durch

(U, w)g = (U, wha, x = Typu = / uw dy,
X

38



§ 4. Hilbert-Rdume; Darstellungssatz von Riesz 39

wobei u,w € L?(X; ). Speziell ist fir u,w € L?(Q)P

(ww)s = [ uta) s we)da.

Lemma 4.3
Sei (-,) : X x X — R ein Skalarprodukt auf dem R—Vektorraum X, und sei
-1 : X — [0,00) gegeben durch ||z|| := \/{x, ). Dann gilt fir alle x,y € X:

i) [z, 9)| < llzlllyll  (Cauchy-Schwarz-Ungleichung).
i) |z 4yl <|lz|| + |yl (Dreiecksungleichung).
i) |z +yl*> + |z =yl =2(|z)|*> + [|yl|?) (Parallelogrammidentitit).
Insbesondere definiert || - || eine Norm auf X (die von (-,-) induzierte Norm ).

Beweis.

Wir zeigen nur i) und ii). Teil iii) sei dem Leser als Ubung tiberlassen.

i) Seien x,y € X linear unabhdngig. Dann ist |ly|| > 0 und fir allet € R
18t
0 < [lz +tyll* = [le* + 2t {z,y) + £ [lyl* =: p(0),

d. h. p ist ein quadratisches Polynom ohne Nullstellen. Die Diskriminante
von p ist daher negativ, also |ly||=* (z,y)? — |ly[|72||z||> < 0, und damit
(@,9)* < [l=l*[lyl>.

ii) Bs st o +y)|* = [l2[]* + 2 (z,y) + [lyl|*, wegen (i) also

2
lz + I < [l + 2|2yl + 1 = (]l + lyll)™

In i) und ii) gilt genau dann die Gleichheit, wenn x,y € X linear abhingig
sind. O

Bemerkung 4.4

Ist (X7 II - H) ein beliebiger normierter Raum, so gibt es i. a. Punkte x,y € X,
fiir welche die Parallelogrammidentitit (Lemma 4.3 i) falsch ist.

Man kann aber zeigen:  Gilt in (X, ||-||) die Formel aus Lemma 4.3 iii), so wird
I-| von einem Skalarprodukt auf X induziert. Das Parallelogrammgesetz ist also
notwendig und hinreichend dafir, dass ein normierter Raum ein Skalarprodukt
besitzt.
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Definition 4.5 (Hilbert—Raum)

Sei H ein R—Vektorraum, versehen mit einem Skalarprodukt (-,-) : HxH — R.
Dann heipt (H,(-,-)) ein Pri-Hilbert-Raum. Ist H bzgl. der von (-,-) indu-
zierten Norm || || (vgl. Lemma 4.3) vollstindig, so heifit (H,(-,-)) ein Hilbert-

Raum.

Beispiel 4.6

i) Ist (X, ) ein Mafraum, so wird der Raum L?(X;u) vermdge dem Ska-
larprodukt aus Beispiel 4.2 i) zu einem Hilbert—Raum. Speziell ist (? (vgl.
Bsp. 3.4) ein Hilbert—Raum vermdge dem Skalarprodukt

&S]
<I‘, y>2 = Z TnlYn,
n=1

wobei x 1= (x,),y := (yn) € £2.

ii) Sei 2 C R? offen und beschrdnkt. Dann wird durch

(u,w)s ::/u:wdx
Q

ein Skalarprodukt auf CH(Q)P (D € N) erkldrt. Jedoch ist C%(Q)P nicht

vollstdndig bzgl. der von diesem Skalarprodukt induzierten Norm.

Definition 4.7 (Orthogonalkomplement)
Sei (H, (-, )) ein Prd—Hilbert—Raum. Dann heiflen x,y € H orthogonal, i. Z.
x Ly, falls (x,y) = 0 ist. Fir eine Teilmenge (nicht notwendig ein Unterraum,)
U C H heifst

Ut = {:176 H; x Lu fir alleu e U}

das Orthogonalkomplement von U (mit der Konvention 0 := H ).

Lemma 4.8
Sei H ein Pri—Hilbert—Raum und sei U C H eine Teilmenge (nicht notwendig

ein Unterraum). Dann ist UL ein abgeschlossener Unterraum von H.

Beweis.
Der Fall U = ) ist trivial. Sei also U # (. Seien x,y € UL und sei A € R.
Dann ist {x+ Ny, u) = (z,u) + Ny, u) = 0 fir alleu € U, also ist z+\y € U+,
d. h. UL ist Unterraum von H. Sei nun (x,) C UL eine Folge mit x,, = x fiir
ein x € H. Fir jedes u € U liefert die Cauchy—Schwarz—Ungleichung (Lemma
4.34)):

(u,2) = (u, @ — z0) + (u, 20) < [lullllz — 2a] =0,
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also {u,x) = 0 fiir alle w € U. Mithin ist x € UL, also U+ abgeschlossen. [

Satz 4.9 (Abstraktes Variationsprinzip)
Sei (H,(-,-)) ein Hilbert-Raum und sei ) # K C H abgeschlossen und konvex.
Dann gibt es zu jedem x© € H ein eindeutig bestimmtes Element £ € K, so dass

lz =&l = dist(z, K) := inf ||z — ]|

ist. Ferner ist & die eindeutige Losung von (x — &,y — &) < 0 fir alle y € K.
Daher heifit & auch der LotfufSpunkt von x auf K. Ferner ist offenbar £ = x,
falls x € K ist.

Beweis.
Sei (&,) C K eine Minimalfolge, d. h. es gelte

|z — &, AL dist(z, K).

Wir zeigen, dass (€,) konvergiert, indem wir uns tberlegen, dass es sich um
eine CauchyFolge in H handelt. Dazu betrachten wir n* = %(fn + fm) fr
n,m € N. Da K konvez ist, ist n”* € K, und wir erhalten mittels der Paralle-
logrammidentitit, (Lemma 4.3 iii)):

|z = &all* + [l = &ull? = llz =" =0~ > + llz —n* +n7|?
= 2llz —*|* + 2[ln7|* = 2lla — nF|* + %Ilﬁn — &mll?
> 2dist(x, K)? + %Hﬁn — &l
Demnach wird
160 = Emll? < 2l|z — &all® + 2]|@ — &nl|* — 4 dist(x, K)* == 0,

womit (§,) also eine Cauchy—Folge in H ist. Wegen der Vollstindigkeit von H
existiert ein £ € H mit & = lim, &,, und da K abgeschlossen ist, ist bereits
& € K. Da nach Definition von &

[l =&l = lim ||z — & || = dist(x, K)

ist, ist & ein abstandsminimales Element von K.
Bleibt nachzuweisen, dass & mit dieser Figenschaft eindeutig bestimmt ist. Dazu

iberlegen wir uns, dass

(x—&y—¢& <0 firale yekK (4.1)
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gilt. Sei also y € K fiziert. Da K konvex ist, ist £ + 0(y — &) € K fiir alle
6 € (0,1) und

|z — €]2 = dist(z, K)2 < |Jo — (€ + 0(y — )|
=l — €2 = 20(x — £,y — €) + 02|ly — €],

woraus nach Division durch 8 und mit 6 | 0 die Beziechung (4.1) folgt. Nehmen

wir an es gebe zwei Losungen £1,& von 4.1, dann folgt

(x—61,6—61) <0, (v—&,& —&) <0.

Da die zweite Ungleichung dquivalent zu (o — x,&s — &1) < 0 ist, folgt durch
Addition der Ungleichungen

(2 — 61,62 —61) <0

und damit die Eindeutigkeit. O

Eine wichtige theoretische Anwendung von Satz 4.9 ist:

Satz 4.10 (Orthogonalzerlegung, Projektionssatz)
Sei H ein Hilbert—Raum und U C H ein abgeschlossener Unterraum. Dann ist

H=UgU"*,

d. h. jeder Vektor x € H hat eine eindeutige Zerleqgung der Form x = u + u™
mit v € U und v € U*. Die orthogonale Projektion ny : H — U, x — u auf

U ist linear, stetig und idempotent, d. h. es ist T := ny oy = my. Ferner ist
|mu |l = 1, falls U # {0} ist.

Beweis.
Wir wahlen in Satz 4.9 K := U. Dann ezistiert zu jedem x € H ein abstands-
minimaler Vektor u € U, d. h. es ist |x — u|| = dist(x,U) und u erfillt

(x —u,v—u) <0 firalle veU.

Da U ein Unterraum von H ist, durchlduft mit v auch v —u ganz U, also ist
(z—u,w) <0 sowie (x—u, —w) <0 fir allew € U, und daher (x—u,w) = 0 fir
allew € U oder also x —u € UL. Die Aussagen tiber die orthogonale Projektion
folgen unmittelbar, und seien dem Leser zur Ubung iberlassen.

O
Korollar 4.11
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Sei H ein Hilbert-Raum und U C H ein (nicht notwendig abgeschlossener)
Unterraum. Dann ist

Uit = (UhT =T.

Beweis.
Wegen Lemma 4.8 ist U+ = UL und nach Satz 4.10 ist

H=UaU"  sowic H=U Ut =T qoU‘t
und die Behauptung folgt sofort. ([l

Wir kommen nun zu dem entscheidenden Satz dieses §, dem Darstellungsatz
von Riesz. Dieser charakterisiert die stetigen linearen Abbildungen von einem
Hilbert-Raum H nach R (und damit den Dualraum H*) vollstindig.

Wir geben zundchst eine aus der Theorie der partiellen Differentialgleichun-
gen stammende Motivation fiir diesen Satz (sog. Hilbert—-Raum—Methode zur
Lésung partieller Differentialgleichungen): Sei  C R offen, beschrinkt und
mit gentigend glattem Rand. Weiter sei f € C°(Q) eine vorgegebene Funktion.
Wir betrachten das Dirichlet—Problem zur Poisson—Gleichung: Gesucht ist ei-
ne Losung u € C?(Q) N C°(Q) des Randwertproblems:

Au=f auf Q }
(4.2)
u=0 auf 0OQ.

Fiir eine solche Funktion w erhdlt man mit dem Divergenzsatz von Gauf die

Beziehung

/ Vu-Vndz = —/ fndx  firalle neC&(Q). (4.3)
Q Q

Sei nun W(Q) ein Hilbert-Raum von Funktionen u :  — R mit folgenden
Eigenschaften:

C(Q) EW(Q) & L2(Q);

Su =0 auf 00 fir alle u € W(Q); (4.4)
jede Funktion u € W(Q) besitzt eine

verallgemeinerte Ableitung Vu € L?(2,R").

FEin Skalarprodukt auf W(Q) ist gegeben durch (-,-yw : W(2) x W(Q2) — R,

(u, wyw = /QVU -Vwdz, (4.5)
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wobei die rechte Seite in (4.5) wegen der geforderten Eigenschaften von W(2)
wohldefniert ist.® Die Beziehung (4.3) macht unter diesen Bedingungen Sinn

und liest sich als
(u,myw =Tn = —/ fndx  fir alle n e W(Q), (4.6)
Q

wobei T, aufgefasst als Abbildung auf W(Q) D C (), offenbar linear und
stetig ist, d. h. es ist T € W(Q)*. Das Problem eine Lisung u € W(Q) fiir (4.6)
zu finden, ist demnach gleichbedeutend mit dem Problem zu dem Funktional
T € W(Q)* eine Funktion u € W(Q) zu finden, so dass (u,-yw =T auf W(Q)
ist; diese Funktion w erfillt dann insbesondere (4.6) (und damit (4.3)). Man
nennt dann u eine schwache Ldsung des Ausgangsproblems (4.2), weil u a
priori noch nicht einmal stetig ist. Genau die Existenz einer solchen Funktion

garantiert der folgende

Satz 4.12 (Darstellungssatz von Riesz)
Sei (H, (-, )) ein Hilbert-Raum und sei T € H*. Dann gibl es genau einen
Vektor w € H mit

(u,y =T auf H und ||ul| = ||T]co-

Die Abbildung H — H*, x — (x,-) ist also ein isometrischer Isomorphismus.

Beweis.

Sei x € H beliebig und sei S : H — R,y — (x,y). Mit der Ungleichung
von Cauchy—Schwarz (Lemma 4.3 1)) wird ||S||s < ||z|| fir alle x € H. Fir
x # 0 ist andererseits S(Hi—”) = ||z||, insgesamt also ||S||c0c = ||x| fiir alle
x € H. Dies zeigt, dass die Abbildung H — H*, x — (x,-) eine isometrische
Injektion ist. Bleibt die Surjektivitit zu zeigen: Sei dazu T € H* \ {0} und
U :=kerT = T71({0}). Da T stetig ist, ist U abgeschlossen und nach Satz
4.10ist H=U® U™ .

Wir zeigen nun, dass dimU~+ = 1 ist. Wegen T # 0 ist offenbar dim U+ > 1.
Seien ug € UL\ {0} und w € UL beliebig. Dann ist

T T
Tw——wuo =0 <= w——wuerﬂUl,
TU() TUO

und daher w = %uo, da UNU* = {0} ist. Mithin ist U+ = span {uo}, also
dimUt =1.

2 In der Tat existiert ein solcher Hilbert—-Raum, wie wir im Kapitel Sobolev-Rdume sehen
werden. Dieser Raum wird iiblicherweise mit W12(Q) bezeichnet wird. Die Bedingung ,,u = 0
auf 0Q“ oben, ist in einem verallgemeinerten Sinn zu verstehen.
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Sei nun x € H. Wegen H = U @ span {ug} existieren ein v € U und ein A € R
mit © = v+ Aug und es ist Tx = ATug. Wegen

(uo, ) = (uo, v) + AJuo||* = Aluo|®

folgt X = |Juo||=*(uo, z). Damit haben wir Tx = (u,z) fir alle x € H gezeigt,
wobei u 1= L%y ist. O
lluoll

Bemerkung 4.13

Wegen Satz 4.12 heiffen Hilbert-Rdaume auch selbstdual, weil H = H* gilt. Spe-
ziell fiir H := L?(X; u) bedeutet Satz 4.12, dass jedes stetige, lineare Funktional
T: L*(X;p) — R die Form Tw = [, uwdp = T,w hat, mit einer eindeutig
bestimmten Funktion u € L*(X;u) (vgl. § 3). Damit ist ein anderer Beweis fiir
die Aussage L? = L** erbracht, der ganz ohne Maptheorie auskommt.

Zum Abschluss dieses § wollen wir noch eine Verallgemeinerung des Darstel-
lungssatzes von Riesz zeigen, der als Darstellungssatz von Lax—Milgram be-
kannt ist. Dieser sagt im wesentlichen aus, dass sich die Elemente T € H*
auch durch Bilinearformen B : H x H — R auf dem Hilbert—Raum H beschrei-
ben lassen; genauer:

Blu,-)=T firein u€ H.

Zur Motivation betrachten wir eine Verallgemeinerung des Anfangswertpro-
blems (4.2): Sei Q C R? offen, beschrinkt und mit geniigend glattem Rand.
Weiter sei f € C°(Q) eine vorgegebene Funktion. Gesucht sei eine Funktion
u € C?(Q)NC°Q), so dass gilt:

div(AVu) = f  auf O } )
u=0 auf 0

(partielle Differentialgleichung in Divergenzform ), wobei die Koeffizienten A :=
(ars) € R¥™4 der Elliptizititsbedingung

d
A(P,P):=AP-P= Y a;sP.P. >0 firale P:=(P,)cR"\{0}

r,s=1

geniigen mdigen. (Man beachte, dass A keine symmetrische Matriz sein muss.)
Sei W(Q) der Banach—Raum mit den Eigenschaften aus (4.4), versehen mit
dem Skalarprodukt (-, -}w gem. (4.5). Fiir eine Lisung u von (4.7) erhdilt man

mit dem Divergenzsatz von Gauf die Bezichung (man beachte die augenfillige



46 § 4. Hilbert-Rdume; Darstellungssatz von Riesz

Analogie zu (4.3)):

/ A(Vu,Vn)dx = —/ fndx=:Tn fir ale neCF(Q). (4.8)
Q Q

Wie zuvor betrachten wir nun T als stetige, lineare Abbildung auf W(Q). Auf-
grund der FEigenschaften (4.4) des Hilbert—-Raumes W(Q) dberlegt man sich
sofort, dass durch die linke Seite von (4.8) eine (nicht symmetrische) Biline-
arform Bw auf W(Q) induziert wird. Damit liest sich dann (4.8) als:

Bw(u,n) == /QA(Vu, Vn)de =Tn fir alle ne W(Q). (4.9)

Der nachfolgende Satz von Lax—Milgram sichert die Ezxistenz einer Funktion u €
W(Q), so dass Bw(u, ) =T auf W(Q) ist; u ist demnach eine schwache Lisung
von (4.7). Dafiir muss man allerdings noch wissen, dass die Bilinearform (w
stetig und koerziv ist. Was das bedeuten soll, wollen wir nun allgemein fassen.
(Wir iiberlassen es dem Leser als Ubung, zu entscheiden ob bzw. unter welchen

Voraussetzungen die obige Bilinearform Bw tatsdichlich stetig und koerziv ist.)

Definition 4.14 (Stetige/koerzive Bilinearform)
Sei (X,||-||) ein normierter Raum, und sei 3 : X x X — R eine Bilinearform
auf X. Dann nennt man (3

i) stetig (oder auch beschrinkt), falls die Grife

IBlloc = sup |B(z,y)]

(z,y)€0B x OB

endlich ist;
i) koerziv (oder elliptisch), falls inf,com B(x,x) > 0 ist.

Wir bezeichnen mit B(X) den Raum aller stetigen und koerziven Bilinearfor-
men auf X.

Bemerkung 4.15

i) Ist eine Bilinearform (3 stetig gem. obiger Definition, so ist 3 tatsdchlich
im Gblichen Sinn stetig auf X x X, sofern man X x X mit einer passen-
den Norm versieht. Beispielsweise werden durch ||(z,y)|| = =] + [yl
oder ||(z,y)]| = V2 + yl? fir (x,y) € X x X solche Normen auf
X x X erklirt. (Natiirlich gilt dies auch fiir jede zu einer dieser Normen
dquivalenten Norm.)
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i1) Eine Bilinearform ( iber einem Raum X ist genau dann stetig und koer-

ziv, wenn gilt:
Bz, y)| < Mlz|llyll und Bla,z) >m|z|? firale yeX

mit Konstanten 0 < m < M < cc.

Satz 4.16 (Darstellungssatz von Lax—Milgram)
Sei (H,(-,-)) ein Hilbert-Raum, und sei 3 € %B(H). Dann gibt es zu jedem

T € H* ein eindeutig bestimmtes u € H, so dass

Blu, ) =T auf H (bzw. B(-,u) =T auf H)
ist. Die Abbildung H — H*, x — [(x,-) (bzw. x — B(-,x)) ist ein Homéomor-
phismus.

Beweis.

Fiir jedes © € H ist f(x,-) € H* und wegen Bemerkung 4.15 i) folgt die Ste-
tigkeit von H > x +— f(x,-). Nach dem Satz von Riesz 4.12 existiert zu jedem
x € H genau ein u, € H mit {ug,-y = B(x,-). FirS: H— H, x — uy ist also

(Sz,y) = B(x,y) firalle ye H

sowie
[Sz| = ||B(x,)|| = sup |B(z,y)| < M||z],
yeB

wobei M gem. Bem. 4.15 definiert ist. Da S ersichtlich linear ist, ist also S €
ZL(H,H) mit ||S||oc < M. Wir zeigen nun, dass S bijektiv ist:

i) Wir zeigen zundchst (mit m wie in Bem. 4.15)
1Sz|| > ml|jz|| fir alle x€ H, (4.10)

also folgt aus Sz = 0, dass © = 0 ist, was ker S = {0} bedeutet. Mithin
ist S injektiv. Die Umkehrabbildung S~ : S(H) — H existiert somit und
ist wegen (4.10) stetig mit |S™'|c < L. Dabei erhdlt man (4.10) durch

Sz [|z]] > (Sz,z) = (us, x)
= Bz, z) > m |z

ii) S(H) ist abgeschlossener Unterraum von H: Sei dazu (Sz,) C S(H) C
H eine Folge mit Sx,, = y € H. Also ist (Sx,,) eine Cauchy—Folge in H
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und mit (4.10) gilt:
1 k,l
|z — | < — [|Sz) — Smyf| — 0,
m

weshalb auch (x,,) eine Cauchy—Folge in H sein muss, d.h. es existiert

ein x € H mit x, — x, und wegen der Stetigkeit von S folgt Sz = y.

iii) S(H) = H: Nach ii) ist H = S(H) @ S(H)*. Angenommen, es ist
S(H) & H. Dann egistiert ein 0 # y € H mit y € S(H)* und es ist
(Sz,y) =0 fir alle x € H. Speziell ist also wegen (4.10)

0= (Sy,y) = Bly,y) > m|ly|* >0,

da y # 0 ist; ein Widerspruch.

Nach dem Satz von Riesz 4.12 gibt es fiir jedes T' € H* genau ein w € H mit
T = (w,-). Da S gem. obigen Uberlegungen bijektiv ist, gibt es andererseits
genau ein u € H mit Su = w. Daher ist also T = (w,) = (Su,-) = B(u,-). O






§ 5. Schwache Konvergenz

Ist X ein endlich—dimensionaler, normierter Raum, so besitzt jede beschrdnkte
Folge in X eine in X konvergente Teilfolge. Diese Aussage ist als Auswahlprin-
zip von Bolzano—Weierstrafl bekannt; man sagt auch der Raum X sei (folgen—)
kompakt 2. Wie das nachfolgende (einfache) Beispiel zeigt, ist diese Aussage
in unendlich—dimensionalen Rdumen i. a. nicht mehr richtig.

Zur Motiwation der Begriffsbildung ,schwache Konvergenz“ betrachten wir ei-
ne abstrakte Variationsaufgabe: Sei (X - ||) ein normierter Funktionenraum
und sei ) £ € C X eine gegebene Teilmenge (in der konkreten Problemstellung
wird diese Teilklasse durch Vorgabe von Randwerten oder durch andere Neben-
bedingungen festgelegt). Wir betrachten ein Funktional® T : X — R, welches
in der Klasse € minimiert werden soll. Gesucht ist also eine Funktion u € €
mit

Tu) = u%relng[w] =: T

Dabet verlangt man, dass T koerziv ist, d. h. es ist

Tw] > a||lw||+ 8 firale weX (5.1)

mit Konstanten o, € R, a > 0. Wegen (5.1) ist T[w] > 8 fir alle w € €,
also insbesondere T € R. Nach Definition des Infimums existiert daher eine
Minimalfolge (u,,) C € fir T, d.h es gilt:

lim Tuy,] =7
und aus (5.1) folgt unmittelbar die Normbeschrénktheit dieser Folge:

sup ||, || < oo.
m

2 In metrischen (und damit auch in normierten) Rédumen ist ,,folgenkompakt“ gleichbedeu-
tend mit ,,iiberdeckungskompakt®. In allgemeinen topologischen Rdumen ist dies i. a. falsch!
Die Topologie des Raums muss dafiir wenigstens eine abzdhlbare Basis besitzen. Dies ist
insbesondere in sog. separablen Rdumen der Fall (s.u.).

b Damit sei hier nicht ein lineares Funktional (linearer Operator) gemeint, sondern eben
irgendeine ,,Funktion®, deren Argumente Funktionen aus X sind; allgemein hat ein Funktional
Werte in R.

50
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Exzistiert nun eine in X konvergente Teilfolge (Umk)k C () mit upm, L: u €
X, so priife man, ob die Grenzfunktion u wieder zur Klasse € gehdrt und ob
ferner

Tlu] = li}gn T [ttm, ] (5.2)

gilt. In diesem Fall ist dann offenbar u eine Losung des Variationsproblems.

Das Problem besteht nun darin, dass in einem Funktionenraum (der unendlich-
dimensional ist) i. a. keine konvergente Teilfolge der Minimalfolge (u,) exis-
tieren muss. Unsere Forderungen sind also offenbar zu stark. Daher bendtigen
wir eine Abschwichung des Konvergenzbegriffs: Wir werden noch sehen, dass in
gewissen Rdumen diese schwache Konvergenz unter gewissen Voraussetzungen
die Auswahl einer konvergenten Teilfolge erlaubt. Hat man eine solche Teilfol-
ge (Umk)k C (um) gefunden, deren (schwache) Grenzfunktion u zur Klasse €
gehdrt, kann man aber in der obigen Situation nicht mehr erwarten, dass (5.2)
gilt. Um zu erreichen, dass u tatsichlich eine (schwache) Lisung des Variati-

onsproblems ist, geniigt es aber, dass
Tlu] < limkinf T [t ] (5.3)

ist. Letzere Figenschaft nennt man (schwache) Unterhalbstetigkeit (s. <

Definition 5.2 (Schwache Konvergenz)
Sei (X, |- |) ein normierter Raum. Eine Folge (x,) C X heifit schwach kon-
vergent gegen ein x € X, falls gilt

o(zn) BLN p(x)  firale e X*.

In diesem Fall schreiben wir x,, — x.

Das schwache Analogon zur Bolzano—Weierstrafi—Figenschaft in unendlich—

dimensionalen normierten Riumen (X, || -|) lautet dann:

k
Tp, 7 E€X

(xn) C X, sup|la,|| <0 = { (5.4)

fiir eine Teilfolge (xnk)k.
Finen Raum X, in dem (5.4) gilt nennt man auch schwach (folgen—) kompakt.
Das schwache Auswahlprinzip (5.4) gilt jedoch keineswegs in jedem unendlich—
dimensionalen, normierten Raum, wie wir weiter unten noch sehen werden.
Die Rdume, in denen dieses Prinzip Giltigkeit hat, sind genau die sog. refle-
xiven Rdume, die wir gleich definieren werden. Da die schwache Konvergenz

¢ Natiirlicher wére es hier schwache Stetigkeit zu verlangen, jedoch sind bereits sehr ein-
fache Funktionale nicht schwach stetig.
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durch die Konvergenz stetiger linearer Operatoren in X* (vgl. § 3) erkldrt ist,
schicken wir noch einige allgemeine Tatsachen tiber Folgen linearer, stetiger
Operatoren vorweg. Der folgende Satz, der auf Banach und Steinhaus zurtck-
geht, liefert ein Prinzip fiir die gleichmdfige Beschrdnktheit von Folgen stetiger
linearer Operatoren auf Banach—Rdumen, welches besagt: Aus der punktwei-
sen Beschrianktheit einer Folge stetiger linearer Operatoren, folgt bereits die

gleichméBige Beschréinktheit dieser Folge.

Satz 5.3 (Banach—Steinhaus)

Seien X ein Banach—Raum, Y ein normierter Raum und (T,,) C Z(X,Y)
eine Folge stetiger linearer Operatoren derart, zu jedem x € X eine positive
Konstante ¢ = c(x) ezistiert mit sup,, [|[Thx| < c. Dann ist die Folge (T),)

beschrinkt (bzgl. der Operator—Norm), d. h. es ist

sup ||Tn]|eo = sup sup ||Thz|| < oc.
n n zcB

Beweis.
Wir nehmen an, dass fiir jede offene Kugel B C X

sup sup ||Tnz| =sup sup ||Tz|| = oo (5.5)
n x€dB n x€0B

ist. Demnach gibt es ein ny € N und ein x1 € B mit | T, z1]| > 1. Da Ty,
stetig in xy ist, existiert eine Kugel By (x1) € B um x1, so dass | T, z| > 1
fiir alle x € By, (1) ist. Nach evtl. Vekleinern von By, (z1) kénnen wir ferner

annehmen, dass

1
r1 = diam B, (z1) < 3 diam B

ist. Wieder mit (5.5) finden wir ein na > n; und ein xo € B, (x1) mit
[T, z2ll > 2, und da T, stetig ist in zo, gibt es eine Kugel B,.,(x2) € B, (1)

um ro mit

| T || > 2 fir alle x € B,,(z2);

1 1
reg < §diamr1 < ZdiamIB.

Rekursiv so fortfahrend finden wir eine Folge (By) von Kugeln mit Bry1 €
By, € B fiir alle k € N sowie eine Folge (ny) von Indizes, so dass fir jedes
k e N gilt

| Tzl >k fiir alle x € By;
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1
diam B, < ok diam B.

Da X ein Banach—Raum ist, gibt es nach dem Durchschnittsatz von Cantor

(Schachtelungsprinzip) genau ein z € X mit

() Bx = {z}.

keN
Folglich ist | Ty, z|| > k fiir alle k € N, im Widerspruch zur Voraussetzung des
Satzes. Somit muss es eine Kugel um z geben, fir die (5.5) nicht gilt. Daraus
ergibt sich nun leicht die Behauptung. (I

Aus dem Satz von Banach—Steinhaus ergibt sich unmittelbar das folgende Ko-
rollar, das die Sonderstellung stetiger linearer Operatoren zeigt:  Die Stetigkeit

bleibt bereits unter punktweiser Konvergenz erhalten.

Korollar 5.4 (Abgeschlossenheit von .2 (X,Y))
Seien X ein Banach—Raum, Y ein normierter Raum und (T,,) C L (X,Y) eine
Folge mit T,,(z) ~: T(x) fir alle x € X. Dann ist T € £(X,Y).

Wir ziehen nun die fir unsere Zwecke wichtigen Schliisse, die schwache Kon-
vergenz betreffend. Die Voraussetzung der folgenden Aussage ist insbesondere

erfillt, wenn die gegebene Folge (x,) C X schwach konvergent in X ist.

Korollar 5.5

Seien X ein normierter Raum und (z,) C X eine Folge mit
fgo(xn)| <c¢ firalle neN, pe X*
mit positiven Konstanten ¢ = ¢(p). Dann ist sup,, ||z,| < oo.

Beweis.
Wir betrachten die kanonische Abbildung

1: X = X x>,

in den Bidualraum X** := (X*)* von X, d.h. jedem x € X wird eine stetige
lineare Abbildung 1, : X* — R zugeordnet, wobei 1, := @(x) fir alle p € X*
ist. Wegen |1o0] < [|@llooll]| ist

lallo = sup  J=?
peX*\{0} ||80||oo

<||lz|| fir alle ze€ X,
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weshalb v eine Einbettung istY. Man nennt © die kanonische Einbettung von
X in X** und schreibt X — X**.
Nach dem Satz von Hahn—Banach 8.19 konnen wir zu jedem x # 0 ein p € X*
so wihlen, dass ||@|leo = 1 und w(x) = ||z||, also ||wz|| = ||| ist. Mithin ist 2
eine lineare Isometrie . Sei nun T,, =15, : X* — R fir eine Folge (z,) C X.
Dann st

Tl = |<p(xn)’ <c firalle neN, pe X"

nach dem Satz von Banach—Steinhaus 5.3 also sup,, [|Ty]|cc = sup,, ||zn] < oo.

O

Lemma 5.6
Seien X ein normierter Raum, (x,) C X eine Folge und x € X. Dann gilt:

i)  Der schwache Limes von (x,,) ist, falls er existiert, eindeutig bestimmdt.

|z — 2| 0 = =z, >

:.
Z

i) T, Yr = |z < limninf l|lzn||  (Unterhalbstetigkeit).
w) x> x = suplz,| <oo (Normbeschrinktheit).
Ist X ein Hilbert—-Raum, so gilt die partielle Umkehrung von i):
Ty, S x e X und ||z, = |z = |z, —z|| 0. (5.6)

Bemerkung.
Die Aussagen aus Lemma 5.6 gelten natiirlich erstrecht bei starker Konvergenz.

In diesem Fall hat man statt iii) allerdings die stirkere Aussage
T, > x (stark) in X = ||z|| = lim ||z,].
n

Dies ergibt sich aus der Tatsache, dass in jedem normierten Raum auch die

Dreiecksungleichung nach unten, also

[l = Tyll] < llz = yll

fir alle x,y € X gilt.

(]
4 Sind X und Y normierte Raume, so heifit eine Abbildung ¢ : X — Y eine Finbettung,
falls X Untervektorraum von Y und : eine lineare Abbildung mit

[az|| < M||z| fir alle € X

mit einer positiven Konstanten M ist. Die lineare Abbildung ¢ ist dann insbesondere stetig,
weshalb man auch von einer stetigen Einbettung spricht. Man schreibt dann X — Y.
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Bemerkung 5.7

Die Umkehrung der Aussage i) in Lemma 5.6 gilt nur, falls dim X < oo ist. Da-
gegen behdlt die partielle Umkehrung (5.6) derselben allgemeiner in sog. gleich-
méfBig konvexen Rdumen thre Giiltigkeit. Dazu zdhlen insbesondere die fiir uns
wichtigen LP —Rdume mit 1 < p < oco.

Es sei noch bemerkt, dass aus der schwachen Konvergenz in LP i. a. keine fast
tiberall punktweise Konvergenz (fir eine Teilfolge) folgt, wie dies fiir die starke
Konvergenz in LP der Fall ist (vgl. Kor. 3.7).

Lemma 5.8
Seien H ein Hilbert-Raum und (z,) C H eine Folge, so dass lim, o(x,,) fir
alle p € H* existiert. Dann ist (x,,) schwach konvergent in H.

Beweis.

Aus Korollar 5.5 folgt, dass (x,,) beschrinkt ist. Fir einy € H gehort (-,y)
zu H*, d.h. die Abbildung @, die gegeben ist durch ¢(y) = lim,{(z,,y) ist
wohldefiniert und linear. Mittels der Ungleichung von Cauchy—Schwarz (Lemma
4.84)) wird |(y)| < limsup, ||z, ||ly]| und es ist sup,, ||z, || < oo, und damit
@ € H*. Nach dem Satz von Riesz 4.12 existiert daher ein x € H mit ¢ = (-, x),

also

(Tn) = (Y, Tn) = (y,z) = p(x) fiir alle y € H. -

Wir kommen jetzt zu einem der entscheidenden Sdtze dieses §, der schwachen
Version des Satzes von Bolzano—Weierstraf§ in Hilbert—Rdumen, welcher besagt,

dass in Hilbert—-Rdumen das schwache Auswahlprinzip (5.4) gilt.

Satz 5.9 (Schwaches Auswahlprinzip in Hilbert—Raumen)

Seien H ein Hilbert—-Raum und (x,) C H eine beschrinkte Folge, d.h. es
gelte sup,, ||z, || < co. Dann ist (x,) schwach (folgen—) kompakt in H, d. h. es
existiert eine Teilfolge (xnk) von (x,) und ein x € H, so dass Tp, Lope

Bevor wir zum Beweis kommen, fiihren wir noch einen nitzlichen Begriff ein:
Wir sagen, ein normierter Raum X sei separabel, falls X eine abzdhlbare Teil-
menge = besitzt, so dass 5 = X ist. Mit anderen Worten soll es eine in X
dicht liegende Menge = geben, die gleichzeitig abzdhlbar ist. Ein einfaches end-
lichdimensionales Beispiel ist R, da Q ja bekanntlich dicht in R liegt.

¢ Man beachte, dass in Hilbert—Raumen folgenkompakt und tberdeckungskompakt gleich-
bedeutend sind, dies jedoch fiir schwach folgenkompakt i. a. falsch ist; es sei denn, der Raum
ist separabel.
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Lemma 5.9

Ist H ein Hilbert-Raum, und U C H ein separabler Unterraum.
a) Dann ist U selbst ein Hilbert—Raum.

b) Gilt das schwache Auswahlprinzip fir alle seperablen Unterrdume von H,

so gilt es auch in H.

Beweis.

a) Sei (x,,) Cauchy-Folge in U, dann ist (x,) auch Cauchy-Folge in H und
damit konvergent gegen x € H. Zu zeigen bleibt x € U. Sei € > 0 gegeben, dann
gibt es x,, € U mit n = n(e) so dass

€

Zux, € U gibt es wegen der Seperabilitit von U ein &, € = (dabei gelte 5 = U)
mit

€
lon =&l <5 = lle=&ll<e

d.h. x lisst sich durch Elemente von = approzimieren also x € U = 5.

b) Sei (x,) C H eine beschrinkte Folge, d.h. es gelte sup,, ||z,| < oco. Wir
betrachten den seperablen Unterraum U = span {x1, za, ...}. Dann ist (x,) C U
beschrinkt und daher existiert eine Teilfolge (x]) die schwach konvergent ist

gegen ein u € U es folgt firy € H mity=w+vec U@ U*

(@, y) = (2, w) — (u,y),

d.h. x, — u. O
Daher gentigt es Satz 5.9 fiir sperable Raume zu beweisen.

BEWEIS VON SATZ 5.9.

Sei H separabel. Dann gibt es eine abzihlbare Menge = := {&1,&2,&3,...} C H,
so dass & = H ist. Wegen sup,, ||z, || < 0o ist ((zn,&1)) eine beschrinkte Folge
in R. Nach dem Satz von Bolzano—Weierstraf$ existiert daher der Limes

ol :=lim (z}, &)

fiir eine Teilfolge (z}) von (x,,). Desweitern kénnen wir aus (xL) eine Teilfolge

(22) wdihlen, so dass auch

o? = lim (x2, &)
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existiert. Sukzessive so fortfahrend erhalten wir fiir jedes k € N eine Folge (zF),

so dass

ot = lim (xy, &)

existiert, wobei (xX) eine Teilfolge von (zF~1) ist (setze (20) = (z,)). Wir

betrachten nun die Diagonalfolge (¢,,) := («'). Dieselbe ist ab einem gewissen

Index ng = no(k) € N eine Teilfolge von (x%), und daher

of =1im (C,, &) fir alle k€N, . (5.7)

Seien nun M := sup; ||lz;]|, £ € H und e > 0 beliebig. Da = nach Voraussetzung
dicht in H liegt, kénnen wir & (k € N fest) so wdihlen, dass

3
€ - &ell < 5o

ausfallt. Fir beliebige m,n € N erhalten wir dann mittels der Ungleichung von

Cauchy—Schwarz die Abschdtzung

‘<<m7€> - <Cn7£>| < |<Cma§k> - O‘k| + |<<n7£k> - O‘k|
+ (s € = &k)| + [(Cns € — &i)|
< [{Cms &x) — aF| 4+ [(Cn, &) — F| + ¢,

weil offenbar ||C,]| < M fir jedes n € N ist. Zusammen mit (5.7) ergibt sich
daraus, dass ((Cn,§>) C R fiir jedes € € H eine Cauchy—Folge ist, so dass also
lim,, ((,, &) fiir jedes € € H existiert. Daraus folgt die Behauptung mit Lemma
5.8 und Satz 4.12. O

Wir wollen nun der Frage nachgehen, welche Bedingungen ein Raum X not-

wendig erfillen muss, damit das schwache Auswahlprinzip (5.4) gilt.

Definition 5.10 (Reflexivitat)

Seien X ein normierter Raum und 1 : X — X** die kanonische Einbettung von
X in X** (vgl. Beweis von Kor. 5.5). Dann heifst X reflexiv, falls v surjektiv,
also X** =(X) ist.

Wie bereits eingangs angekiindigt, wollen wir uns tiberlegen, dass die reflexiven
Rdume genau diejenigen sind, in denen das schwache Auswahlprinzip gilt. Wir

beginnen mit dem
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Satz 5.11 (Reflexivitét)
Seien (H, (- )) ein Hilbert-Raum, (X, ) ein Mafraum und 1 < p < oo.

i)
ii)

H st reflexiv.

LP(X; ) ist reflexiv.

Beweis.

i)

Sei T € H*, also eine lineare, stetige Abbildung T : H* — R. Es ist
zu zeigen, dass es ein x € H gibt mit T = 1,. Dazu bezeichne R : H —
H* 2z (z,-) den isometrischen Isomorphismus aus dem Satz von Riesz
4.12. Dann ist die Abbildung S :=T o R: H — R linear und stetig, also
S € H*. Nach dem Satz von Riesz 4.12 gibt es einx € H, so dass S = Rx
auf H. Dies bedeutet aber:

T((z,-)) =Sz = {(x,2) firalle z¢€H.

Sei nun o € H* beliebig. Wiederum nach dem Satz von Riesz ist o = (z,-)

fir ein z € H, und damit

Te=T((z,")) = (z,2) = o(z) = 12 (),
woraus die Behauptung folgt.

Nach Satz 3.17 ist LP (X; p) =2 LP(X; p)**. Wir diberlegen uns, dass diese
Isomorphie von der kanonischen Einbettung herrihrt. Fir s € (1,00)
sei Jy 0 L3(X;pu) — (L% (X;p)* mit s* = s/(s — 1) definiert durch

Js(u) = u* mit
u (w) = / wwdp firwe LY (X; p).
b'e
Sei T € (LP(X;p))** und q :==p/(p—1). Wir betrachten ¢ € (LI(X; u))*

mit
p(w) =T o Jy(w), w e LI(X;p).

Es folgt fiir € (L(X: 1)),
T() = T(Jy(w)) = plw) = /X wwdp = J(w)(u) = (u),

wobei w € LI(X;p) und uw € LP(X; ) passend gewdhlt werden. Es gilt
also T = i,,. O
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Wie der Beweis von Satz 5.11 i) zeigt, kann weder L'(X;p) noch L*(X;p)
i. a. reflexiv sein, da (vgl. § 3) L'(X; ) G L>(X; p)* ist.

Bemerkung.

Jeder endlich—dimensionale Raum ist reflexiv.

Bevor wir den Zusammenhang zwischen der Reflerivitit und dem schwachen
Auswahlprinzip herstellen, verschaffen wir uns ein genaueres Verstindnis von
reflexiven Rdumen, und stellen einige Hilfsmittel bereit. Das folgende Lemma
ist als Trennungsatz von Mazur bekannt; es gilt allgemeiner in lokal konvexen,
topologischen Rdumen (vgl. etwa [Yo], § IV.6, Thm. 8) und ist eine weitere
Version des Satzes von Hahn—-Banach 3.19.

Lemma 5.12 (Mazur, Trennungssatz)
Seien X ein normierter Raum und K C X abgeschlossen und konvex. Dann

gibt es zu jedem x € X \ K ein ¢ € X* und eine Konstante ¢ > 0, so dass

o(z) >c und sup |p(z)] <c
z€K

ist. Ist K ein abgeschlossener Unterraum von X, so darf man ¢ = 0 wdhlen.

Sei X ein normierter Raum und sei A C X. Dann nennen wir A schwach
(folgen—) abgeschlossen, falls jede Folge (x,) C A in X schwach konvergiert
mit schwachem Limes in A. Als Korollar des Trennungssatzes erhdlt man:

Satz 5.13 (Schwache Abgeschlossenheit)
Seien X ein normierter Raum und K C X abgeschlossen und konvex. Dann ist

K erstrecht schwach abgeschlossen.

Beweis.
Sei (r,) C K eine Folge mit x,, ~»: x und angenommen, es ist v € X \ K.
Nach dem Trennungssatz 5.12 gibt es dann ein ¢ € X* und eine Konstante
¢ >0, so dass
p(z)>c und sup ‘go(z)| <c
zeK

ist. Es strebt aber p(x,) = @(x), also ist |¢(x)| < ¢; Widerspruch. O

Die Beweise der folgenden Aussagen tiberlassen wir dem Leser als Ubung (vgl.
A 17).
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Satz 5.14

Seien X ein Banach—Raum und U C X ein Unterraum.
i) Ist X reflexiv und U abgeschlossen, so ist auch U reflexiv.
it) X refleviv < X* reflexiv.
iii) Endliche Produkte reflexiver Riume sind reflexiv.

Ist X ein normierter Raum, so nennen wir eine Folge (x,) C X eine schwa-
che Cauchy-Folge, falls (¢(z,)) C R fir alle ¢ € X* eine Cauchy—Folge ist.
Entsprechend heifit X schwach vollstindig, wenn jede schwache Cauchy—Folge
in X schwach konvergiert.

Satz 5.15 (Schwache Vollsténdigkeit)
Jeder reflexive Raum X ist schwach vollstindig.

Beweis.

Sei (zn) C X eine schwache Cauchy-Folge. Betrachte die Folge (T,,) C X**,
die gegeben wird durch T := p(x,) fir jedes ¢ € X*. Nach Voraussetzung
ezistiert Ty = lim, T, fir alle ¢ € X* und nach dem Satz von Banach—
Steinhaus 5.3 ist T € X**. Da X reflexiv ist, ist daher T = 1, fiir ein z € X.
Mithin st

limp(z,) =lim T =T =1,(p) = @(x) firale @€ X",
d. h. (zy,) ist schwach konvergent. (]

Lemma 5.16 (Separabilitat)

Sei X ein normierter Raum und X* separabel. Dann ist auch X separabel.

Beachte. Die Umkehrung der Aussage in Lemma 5.16 ist i. a. falsch).

Beweis von Lemma 5.16.

Seien S* := {p € X*; ||¢|loc = 1} und = eine abzihlbare Menge mit X* = Z.
Dann ist auch X = {gp €EE, p# 0} abzdhlbar und es ist

§* ={¢/l¢llo; ¢ € T} = T,

also S* separabel. Schreiben wir Xy := {¢1,1/12, e }, so gibt es zu jedem Yy €
Yo (k € N) eine Folge (x%) C X mit den Eigenschaften:

lenll=1 und (ay) = [Pl = 1. (5-8)
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Fir U := span {xﬁ, (k,n) € ]NQ} muss nun U = X sein. Denn angenommen,
esist U g X. Dann existiert nach dem Satz von Hahn—Banach 3.19 ein ¢ € S*
mit Y|y = 0. Andererseits gibt es ein 1y, € S* mit || — Villoo < %, s0 dass

N | =

[ (@f)] = (¥ — ) (2)] <

ist, im Widerspruch zu (5.8). O

Wir kommen zum Hauptergebnis dieses Kapitels:

Satz 5.17 (Schwache Kompaktheit)
Jeder reflexive Raum X ist schwach (folgen—) kompakt, d. h. es gilt das schwache
Auswahlprinzip (5.4).

Beweis.
Sei (x,) C X eine beschrinkte Folge.

i) Sei zundichst X* separabel, d.h. X* = Z fiir eine abzihlbare Menge =.
Wir gehen wie tm Beweis von Satz 5.9 vor: Wie dort zeigt man die
Ezistenz einer Teilfolge von (x,,) (0. E. (z,) selbst), so dass lim,, p(z,)
fiir alle ¢ € Z existiert. Wegen X* = = folgt daraus die Eristenz von
lim,, p(z,,) fir alle ¢ € X*, und daher die Behauptung mit Satz 5.15.

it) Sei nun X* beliebig, und fiir eine Folge (p,) C X* sei

U := span {gon; n € ]N}.

Dann ist U separabel und als abgeschlossener Unterraum des reflexiven
Raumes X* selbst reflexiv (Satz 5.14). Also ist U** = +(U) separabel, und
damit nach Lemma 5.16 auch U*. Wie in i) erhdlt man eine Teilfolge
von () (0. E. (x,) selbst) und ein x € U mit o(x,) = @(x) fir alle
© € U*. Sei nun tp € X* beliebig. Dann ist ¢ := Y|y € U* und es gilt

dh. vy, zin X. O

Wir kommen nun zu den fir uns wichtigen LP—Rdumen. Zundgchst bemerken
wir, dass aufgrund von Satz 3.17 folgendes gilt: Seien (u,) C LP(X;u) eine
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Folge und uw € LP(X; ), wobei 1 < p < oo ist. Dann ist

/unwdul/ up dp
X X

Up ~o:win LP(X;p) <= (5.9)
fiir alle o € L' (X; ).

Damit bekommt man aus Satz 5.17 (in Verbindung mit Satz 5.11):

Korollar 5.18 (Schwache Kompaktheit von LP)

Seien (X, p) ein Mafsraum, 1 < p < oo und (un,) C LP(X; p) eine beschriankte
Folge, d. h. es ist sup,, ||uy,|l, < co. Dann gibt es eine Teilfolge (un,) C (un)
und eine Funktion u € LP(X; ), so dass (mit p’ wie in (3.7))

/ ugpdu:liin/ Un,dp  fir alle ¢ € LV (X p), (5.10)
X b's

d. h. es gilt: un, *owin LP(X;u).

In Banach-Réumen (wie (LP(X;p), | - ||p)) gilt auch die Umkehrung von Satz
5.17 (vgl. dazu [Yo], App. Chap. V, § 4), womit also die Reflexivitit genau
das richtige Konzept ist, um die schwache Bolzano—Weierstraffi—FEigenschaft zu

garantieren:

Satz 5.19 (Eberlein—-Shmulyan)
Sei X ein Banach—Raum. Dann ist X reflexiv genau dann, wenn in X die
schwache Bolzano—Weierstrafi—Eigenschaft (5.4) gilt.

Demnach ist die Aussage von Korollar 5.18 dquivalent zur Reflexivitdt von LP
(p € (1,00)). Da weder L' noch L> reflexiv sind, zeigt dies umgekehrt, dass

diese Aussage nicht fiir p =1 bzw. p = oo gelten kann.

SchluBbemerkung.
Alle Aussagen iiber die Riume LP(SQ) in diesem § gelten natiirlich auch fir die
vektoriellen Riume LP(Q)P.
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und Distributionen

Sei Q C R? offen, beschrinkt und mit geniigend glattem Rand (z. B. Q0 ein
beschrinktes Lipschitz—Gebiet). Wir betrachten (wie schon in§ 4) das Dirichlet—
Problem zur Poisson—Gleichung: ~Gesucht ist eine Lésung u € C*(Q) N C(Q)

des Randwertproblems

Au=f auf Q }
(6.1)
u=0 auf 09,

mit einer vorgegebenen Funktion f € CY(2). Wie wir bereits in § 3 gesehen

haben, geniigt eine Losung u von (6.1) der Beziehung
/ Vu-Vndr = —/ fndx  fir alle n e CHQ). (6.2)
Q Q

Dabei wird durch die linke Seite von (6.2) ein Skalarprodukt 3 auf C1(Q) in-
duziert, wihrend die rechte Seite als stetige lineare Abbildung von CL(Q) — R,

*

also als ein Element von CL(Q)*, aufgefasst werden kann. Es lige nun nahe,
den Darstellungssatz von Riesz 4.12 anzuwenden, um die Existenz einer Lo-
sung zu zeigen. Diesen kann man hier jedoch nicht benutzen, da der Raum
CL(Q) bzgl. B kein Hilbert—Raum ist (vgl. Beispiel 4.6). Bereits in (4.4) haben
wir aber die Eristenz eines Hilbert—Raums angekiindigt, welcher eine Ldsung
fiir dieses Problem bietet. Der Ausweg besteht dabei im wesentlichen in einer
Abschwdchung des Differenzierbarkeitsbegriffs:  Da in dem Skalarprodukt 8 die
Ableitungen nicht punktweise ausgewertet, sondern nur integriert werden, ergibt
sich ein gewisser Spielraum. (Den genannten Hilbert—Raum werden wir erst im

folgenden § erkliren.)

Wir wollen uns nun ein verninftiges Konzept fiir die sog. schwache Ableitung
einer Funktion v : Q — R, Q C RY offen, dberlegen.

i) Zundichst kann man versuchen, die klassische Ableitung abzuschwdichen
in der Art, dass man ihre Existenz nur f. 4. auf Q verlangt: Sei also Vu
f-ii. auf Q vorhanden und es sei Vu € L*(Q)%. Hat auch w : Q@ — R

64
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iii)

diese Figenschaft, so ist B(u,w), gegeben durch die linke Seite von (6.2),
wohldefiniert (Warum?).

Jedoch gehen bei dieser Begriffsbildung entscheidende Zusammenhdnge
zwischen u und Vu verloren:  Sei etwa u := 1(g,o). Dann existiert u’ ()
fiir alle x # 0 und es ist u' = 0 L*—f. i. auf R. Bei dieser Begriffsbildung
impliziert Vu = 0 also nicht unbedingt — wie man erwarten wirde —,

dass u konstant ist. Das ist wenig sinnvoll.

Seienu € CH(Q), v € {1,...,d} und h € R mit 0 < |h| < dist(w, Q) fiir
ein Teilgebiet w € ). Dann ist der Differenzenquotient

u(z + hey) — u(x)
h

Agu(x) = (x e Q) (6.3)

von u in Richtung e, wohldefiniert auf Q@ und es gilt:

A’;u 1=, 0,u  lokal gleichmdfig auf €.

Dies ldsst sich nun leicht zu einem verniinftigen Konzept fiir die ,Ablei-

1

tung” einer Funktion u € L;,,

(Q) ausbauen: Man verlangt die Ezistenz

von Funktionen wi, ..., wq € L},.(Q) mit
h h—0 . 1
Alu —— wy in Ly, (),

und nennt w., die y—te schwache (partielle) Ableitung von u und w :=
(w1, ...,wq) die schwache Ableitung (Gradient) von u. Leider ist diese
Definition etwas unhandlich, wir werden spdter aber sehen, dass sie das
Richtige leistet (siehe Satz 6.16).

Fir v € {1,...,d} seien u,w, € L}, (Q). Es wére sinnvoll w,, als die
y—te schwache partielle Ableitung von u anzusprechen, falls eine Folge
(un) C C®(Q) existiert mit

Uy > u und  Oyu, — wy in Lj,.(Q).

Natiirlich muss man sich dabei davon tiberzeugen, dass diese Begriffsbil-
dung nicht von der speziellen Folge abhdngt. Auch diese Definiton leistet
das Gewiinschte (werden wir in der Nachfolgeveranstaltung sehen), ist
jedoch ebenfalls unhandlich.

Das folgende Konzept der ,Distributionsableitung® ist begrifflich am ein-
fachsten zu verstehen und gleichzeitig — wie der Name schon andeutet

— auf viel allgemeinere Situationen anwendbar.
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Seien u € C1(2), wy € L}, .(Q) und v € {1,...,d}, so dass gilt:

/u&yndx: —/ wyndx  fir alle ne CF(Q). (6.4)
Q Q

Partielle Integration liefert dann:

/&Yundxz/wfmdx fiir alle n € C(Q).
Q Q

Also ist nach dem Fundamentallemma 3.22 w, = Oyu. Die linke Seite
von (6.4) macht auch fir u € L}, (Q) Sinn, und motiviert die folgende
Definiton.

Definition 6.1 (Schwache Differenzierbarkeit)
Seien Q C R? offen, v € N& und k € Ny, und seien u,w” € L}, (Q). Dann

loc

heifit w” die y—te schwache (partielle) Ableitung von u, falls gilt

/u@”ndxz (—l)l'”/w"’ndx fir alle n € CF(Q); (6.5)
Q Q

u heif$t k-mal schwach differenzierbar auf Q, falls fiir jedes v € N¢ mit |y| < k
eine Funktion wY € L}, (), welche der Beziehung (6.5) gendigt, existiert. Den

Raum aller k-mal auf Q0 schwach differenzierbaren Funktionen u € L}, ()
bezeichnen wir mit W¥*(Q). Insbesondere sei W°(2) := L} ().

loc
Bemerkung 6.2

i) In Definition 6.1 geniigt es zu verlangen, dass (6.5) fir alle Funktionen
n e CL”'(Q) gilt. Ferner lassen sich die obigen Konzepte auch in LY
statt L]

loc
mulieren. Die entsprechenden Rdume vektorieller, schwach differenzier-
barer Funktionen bezeichnen wir wie tiblich mit W*(Q)P = Wk(Q, RP).
Die Eigenschaften der skalaren Riume W¥(Q) dibertragen sich sinngemdyf
auf Wk(Q)P.

sowie fiir vektorwertige Funktionen (komponentenweise) for-

ii) Per Definition ist W*(Q2) C L} (Q), d. h. schwach differenzierbare Funk-
tionen sind Aquivalenzklassen L£L%—messbarer Funktionen Q — R. Zu u €
Wk(Q) gibt es hochstens einen stetigen Vertreter (die Gleichheit in Q bis
auf eine Nullmenge stetiger Funktionen impliziert Gleichheit tberall in
Q). Allgemein haben schwach differenzierbare Funktionen keine stetigen

Vertreter (vgl. Ubung).
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iti) Hat u € L}, .(Q) eine |y|-te schwache Ableitung w?, so ist diese nach
dem Fundamentallemma 3.22 eindeutig bestimmt, und man schreibt wie
iblich wieder O"u statt wY, sofern sich die genaue Bedeutung von 0"u aus
dem Kontext erschliefst. Ebenso verwendet man alle anderen Bezeichnun-
gen aus der klassischen Differentialrechnung fiir schwach differenzierbare

Funktionen.

) Es ist C*(Q) C Wk(Q), und die schwachen Ableitungen einer C*—Funk-
tion stimmen mit den klassischen Ableitungen tberein (bzw. werden von

jenen erzeugt).

v) Eine Funktion u gehért genau dann zur Klasse W1(Q), falls gilt:
/Qudivnd:c = f/QVu -ndx  fir alle n € C®(Q)4.
Entsprechend ist u € WY(Q)P, falls gilt:
/Qu ~divndx = —/QVu cndx fir alle 1€ CX(Q)P.

Dabei bezeichnet fir w := (w,),=1,....p jetzt Vw die (schwache) Jacobi-
Matrix (8711)”) vt,na € RP =2 RIP ynd div w steht fiir die (schwache)

v=1,...,

vektorielle Divergenz:

d
divw := (Zdivw”) € RP.
v=1 D

=1

vi) Es gibt Funktionen u € Li (), die weder klassisch noch schwach diffe-

loc
renzierbar sind. Einfache Beispiele liefern charakteristische Funktionen.

Beispiel 6.3
Funktion mit v € C*(Q\ {¢}). Dann ist i.a. sowohl v ¢ Li,.(Q) als auch

loc

Vu ¢ L ()9, wobei Vu die auf Q\ {€} existierende klassische Ableitung

loc
von u bezeichnet. Ferner braucht eine bis auf eine Stelle stetig differenzierbare

Funktion auch nicht in W(Q) zu sein (siche Ubung).
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Lemma 6.4
Seien Q C R offen, £ € Q, s € R und u: Q — R, gegeben durch

1

u(x) == |z —&J° ;
0 ;o x=¢.

o

Fiir k € Ng gilt dann:
ueWhQ) «— s<d—k

Wir haben gesehen, dass es Funktionen u € L}, () gibt, die nicht schwach

differenzierbar auf Q sind. Das bedeutet, es gibt keine Funktion w € L}, (),
welche der Beziehung

/u@vndx:—/wnd:v fir alle ne C(Q)
Q Q

(v € {1,...,n}) geniigt. Die linke Seite dieser Gleichung ist fiir jede Funkti-

onu e Lt

1o () wohldefiniert und induziert eine stetige lineare Abbildung auf

CS°(Q). Es liegt daher nahe, diesen linearen Operator als Ersatz fiir die fehlende
schwache (partielle) Ableitung zu nehmen; diese ,Ableitung® von u bezeichnet
man dann als distributionelle (partielle) Ableitung von wu.

Hinter diesem Begriff steckt das allgemeinere Konzept der Distribution, was im
Prinzip nur ein anderer Begriff fir eine stetige lineare Abbildung auf C° ()
ist. Fiir Q C RY offen und w € € sei

CX(Q) == {n € C(Q); sptn Ew}.

Definition 6.5 (Distribution)
Sei Q C R® offen. Eine Distribution T auf Q ist eine Abbildung T : C2°(Q) —
R mit folgenden Eigenschaften.

i) T ist linear.
it) T ist stetig im folgenden Sinn: Zu jedem w € Q) existiert ein k = k(w) €

Ny und ein ¢ = c¢(w) € R derart, dass gilt:

|Tn| <c Z 10" N||oo;w  fiir alle 1 € CF(Q).
IvI<k

Dabei heifit die kleinste Zahl k mit dieser Figenschaft die Ordnung der Distri-

bution. Den Raum aller Distributionen auf Q0 bezeichnen wir mit 2(2), und
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den Unterraum der Distributionen der Ordnung < k € Ny auf Q mit 2%(9Q).

Bemerkung 6.6

Aus Bedingung i) in Definition 6.5 folgt i. a. nicht die Stetigkeit von T, da
C(Q) unendlichdimensional ist. Die Bedingung ii) aus der Definition besagt,
dass Tn auf jedem fizierten Kompaktum w gleichméfBig durch eine gewisse Zahl
von Ableitungen kontrolliert werden kann, vorausgesetzt, dass sptn € w ist.

Offenbar ist die in ii) geforderte Bedingung gleichbedeutend mit

|Tn| <csup |0"n]|co;w fir alle ne CP(Q)
[vI<k

(was man in der Literatur auch als Defintion findet). Tatsdchlich kann man
zeigen (vgl. etwa [Alt], § 3.10):

2(Q) = CZ(Q)* und 7H(Q) = CEOQ)",

wenn man C°(Q) bzw. CF(Q) mit einer geeigneten Topologie versieht. Man
beachte, dass ii) a priori nicht die Stetigkeit von T im Sinne von Definition
3.11 liefert:  Zwar wird durch die rechte Seite eine Norm auf C$°(QY) erkldrt,
aber man verlangt die Giiltigkeit der Bedingung nur auf den Teilklassen C2° ()
und die Konstante ¢ hangt von dem gewdhlten w ab.

Beispiel 6.7

i) Fir eine Funktion u € L}, (Q) sei T, : C*(Q) — R,

Tun ::/undm.
Q

Dann ist T linear und fir w € Q ist

Tl < [ unlds < ol i alle € C(8),

also T,, € 9°(2). Die Distribution T,, heifit die von u € L}, (Q) erzeugte
requldre Distribution, und wird auch mit (u,-) (nicht zu verwechseln mit
einem Skalarprodukt!) bezeichnet. Diese ist nach dem Fundamentallemma

3.22 durch u eindeutig bestimmt.

(i) Sei p ein Radon—Maf iber Q. Dann ist

|/ndu
Q

< |Inllso (Pt 1) < 00,
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so dass durch T, : C3°(Q) — R,

Tun = / ndp
Q

eine Distribution der Ordnung 0 auf Q erkldrt wird. Eine ,,Umkehrung®
davon stellt der noch folgende Satz 6.12 dar.

Definition 6.8 (Reguldre/Singuldre Distribution)
Seien Q2 C RY offen und T : C°(2) — R eine Distribution auf Q. Dann heifit
T reguldr, falls es eine Funktion u € L} (Q) gibt, so dass

loc
n = (u,n) := / undx  fir alle n e C&(Q)
Q

ist. Sonst heifst T singuldr.

Beispiel 6.9

Seien Q2 C RY offen und € € Q. Dann wird durch Tg : C°(Q) — R, n+— n(€) ei-
ne Distribution der Ordnung 0 erkldrt. Diese ist bekannt als Dirac—Distribution,
und wird mit ¢ bezeichnet.

Durch Betrachtung der Funktionen n. : 0 — R,

82

ne(x) = eXp(x—gLsz) ;@ B9

0 5 sonst,
wobei € € (0, dist(z, 8(2)) ist, kann man zeigen, dass 0¢ singuldr ist.

Eine weitere wichtige Charakterisierung von Distributionen liefert der folgende
Satz. Dieser sagt im wesentlichen aus, dass der Raum der Distributionen der
Ordnung 0 auf Q mit dem Raum () der Radon—Majfe iber Q) ibereinstimmdt:

2°(Q) = C(Q)" = 4 (Q)

ist. (Mehr dazu findet man etwa in [Al], § 2.7 oder [AFP], § 1.4.)

Satz 6.12
Sei Q C RY offen und sei T € 9°(Q). Dann gibt es p,v € 4 (Q) mit

Tn=(u,m) — (v.m) firalle n€C°(Q).



§ 6. Schwache Differenzierbarkeit; Distributionen 71

Wir wollen nun erkldren, was wir unter der Ableitung einer Distribution, der
sog. Distributionsableitung wverstehen wollen. Zur Motivation betrachten wir
eine Funktion u € C>(Q), Q C RY offen. Fiir jedes v € N¢ ist dann nach der
Regel der partiellen Integration

/u@“’nd:ﬂ = (—1)|7|/87u77d:£ fir alle ne C°(Q),
Q )

wobei die linke Seite fiir jede Funktion u € L}, .(Q) wohldefiniert ist, und eine
stetige, lineare Abbildung auf C3°(Q)) induziert. Dies gibt Anlass zu der

Definition 6.13 (Distributionelle Ableitung)
Seien O C R? offen, T € 2(Q) und v € N¢. Dann ist die distributionelle
(partielle) Ableitung 07T von T definiert durch die Distribution

(@)= ()P T(@n) (ne CT(Q).

Demnach ist jede Funktion uw € L}, () beliebig oft distributionell (oder im
Sinne von Distributionen) differenzierbar mit distributionellen (partiellen) Ab-

leitungen
(O, ) =" (u,-) (y€ND).

Ferner gilt offenbar:

uweWkQ) < welLl.(Q), (07u,-) regulir fir alle v € N& mi |y| < k.

Beispiel 6.14
Seien Q C RY offen und u := (u1,...,uq) € Li,(Q)%. Dann definiert man die

distributionelle Divergenz durch die Dzstmbutzon

d
(divw, - g (Opuk, )
k=1

Fiir jede Funktion n € C$°(Q) ist

d
(divu, - Z (ug, Okm) = Z/ukakndm——/u~V77dm.
k=1

Auf analoge Weise kann man den distributionellen Laplace—Operator einer
Funktion w € Lj,.(Q) erkliren, und kann zeigen, dass dieser im Falle w €
WY(Q) mit (div Vw,-) dibereinstimmt — wie es sein sollte (vgl. Ubung).
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Sei Q € R? offen. Eine Familie (wy,) (m € N) offener Mengen in Q heifit eine
Ausschopfung von Q, falls gilt:

W € W1 fiuralle meN und Q= U Wi
meN

Beispielsweise wird durch

W = By (0) N {x € Q; dist(z,00) > 7711}
eine Ausschépfung (wp,) von Q0 definiert.?
Der folgende Satz zeigt insbesondere (Teil iv)), dass die schwache Differen-
zierbarkeit (dhnlich wie die Differenzierbarkeit im klassischen Sinn) eine lo-
kale FEigenschaft ist. Natirlich darf man den Bogen nicht iberspannen, und
von ,punktweiser’ schwacher Differenzierbarkeit sprechen, die es ja nicht ge-

ben kann (wir haben es ja mit Aquivalenzklassen von Funktionen zu tun).

Satz 6.15 (Schwache Differenzierbarkeit)
Seien Q2 C RY offen, v € N& und u € L}, (). Dann sind folgende Aussagen

loc

dquivalent:

i) u besitzt auf 0 eine y—te schwache (partielle) Ableitung Ou € L}, .(2).

loc

ii) Fiir jede offene Menge w C Q) hat ul,, auf U eine y—te schwache (partielle)
Ableitung mit 07 (ul,) = (07u)|o auf w.

1) Fir jede Ausschipfung (wy,) von Q hat ul,,, eine y—te schwache (parti-

elle) Ableiung auf wy, .

i) Zu jedem x € Q gibt es eine Umgebung w C , so dass ul, eine y—te
schwache (partielle) Ableitung auf w besitzt, d. h. u hat lokal auf Q eine
~v—te schwache Ableitung.

Beweis.

Die Implikationen 1) = ii),iil),iv) sind trivial (man wertet die definierende
Integralrelation nur mit Funktionen mit kompakten Trdger in einer kleineren
offenen Menge aus). Die Richtung ii) = iii) ergibt sich durch Spezialisierung.
Wir beweisen die noch fehlenden Implikationen:

Adiii) = 1). Sei(wp,) eine Ausschipfung von Q. Nach Voraussetzung existiert

2 Man beachte, dass man fiir beschrinktes €2 in der Definiton der w,, den Schnitt mit der
Kugel By, (0) fortlassen kann.
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zu jedem m € N eine Funktion w,, € L, (wy) mit

/ wd'ndx = (—=1)M! / wyndr  fir alle 1€ C°(wm). (6.6)
Nach dem Fundamentallemma 3.22 ist dann aber wy, = W41 f 4. ouf wy, fir
alle m € N. Fir x € wy, sei w(z) = wy(z) € L}, (Q) und sei n € C(Q)
beliebig. Dann existiert ein m € IN, so dass sptn € wy, ist, woraus mit (6.6)
die Behauptung folgt.

Ad iv) = i). Schreibe Q = J,, wm mit offenen Mengen wy,, auf denen 07u
existiert. Zunachst erhdlt man zu x € Q eine Umgebung V (z) auf der u schwach
difffabr ist und Q = |J, V(z) und wdhlt abzihlbar viele Punkte x,, mit Q =
U, V(@m). Weiter sei (np) C C°(2) eine Zerlegung der Eins (auch: C3°—
Zerlegung der Eins) fir Q bzgl. (wn,), i e.:

0<n, <11nQ fir alle k € N. (6.7)
Fir alle k € N gibt es ein my € IN mit spt g, € wyn,, - (6.8)
#{k € N; sptmy Nw # 0} < oo fir alle w € €. (6.9)
d me=1in Q. (6.10)
keN

Dabei sind in (6.10) immer nur endlich viele Summanden # 0 sind. (Vgl. dazu
etwa [Ad], Thm. 8.14 oder [Yo], § I.12.)

Ist nun n € C°(Q) beliebig, so ist nach (6.9) sptnNsptny # O nur fir endlich
viele k € N und wegen (6.10) folgt

/ wd'ndr = / u@”(Z 7777k> dr = Z / wd () da. (6.11)
Q Q@ keN kenN /9

Nun ist spt(nmg) € wm, fir ein mi € N (gem. (6.8)) und es existiert eine
Funktion wy, € L}, (wp,) derart, dass gilt:

/

Mit (6.11) folgt, dass u auf Q eine y—te schwache (partielle) Ableitung besitzt,
ndmlich w =Y, weni € L}, .(Q). O

wdnde = (1)1 / wgndx  fir alle n € LY (wm,,)-

", Wiy,

Wir geben noch die folgenden Charakterisierungen der schwachen Differenzier-

barkeit an, die den Zusammenhang zu den zu Beginn des Kapitels hergeleiteten
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Zugingen herstellen. Insbesondere sei an die Differenzenquotienten A}Wlu aus

(6.3) erinnert.

Satz 6.16 (Schwache Ableitung)
Seien 2 C RY offen, v € {1,...,d} und u,w € L}, (). Dann sind dquivalent:

i) w ist die y—te schwache (partielle) Ableitung von u auf Q, also w = Ju.

it) Es gibt eine Folge (u,) C C*(£2) mit

Uy > u und  Oyup, — w in L, (Q).
iii) Fir0 < |h| < 1 ist Alu L2f. 6. in Q definiert und es strebt

Alu "2 in L ().
Beweis.

Wir zeigen hier nur, dass i) und i) hinreichend fir i) sind, die Umkehrung
i) = ii) beispielsweise wird sich spdter aus viel allgemeineren Sdtzen (Kon-
struktion glatter Approximationen; GdV II) ergeben.

Ad i) = i). Sein € C2(Q) beliebig. Dann wird mit partieller Integration
(Satz von Gaufs)

/ Up Oynda = —/ Oyun ndx,
Q Q

mit n — oo, unter Beachtung von sptn € Q und n,0,n € L>(Q), also:

/u&mdx:—/&yundx.
Q Q

Ad iii) = i). Seien n € C°(Q) und |h| < 1 (so klein, dass x + he, € Q
liegt fiir jedes x € sptn). Dann hat T]Af;u kompakten Trager in Q und es gilt

/Azundx:f/uA;hndx.
Q Q

Da n glatt ist, strebt natirlich A;hn £, Oy gleichmdfig in €. Dies zusam-

(nachrechnen!):

men mit der Voraussetzung liefert i). O

Bemerkung 6.17
i) Nach Satz 6.16 ist eine Funktionu € L} (Q) genau dann in W(Q), wenn

loc

eine der gleichwertigen Bedingungen i) oder i) aus dem Satz erfillt ist.

it) Analoge Aussagen gelten auch fiir hohere schwache Ableitungen.
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SchluBbemerkung.

Natiirlich kann man die Begriffsbildungen in diesem § — wie teilweise schon
erwihnt — sinngemdfl auf vektorwertige Funktionen u : Q — RP dibertragen.
Insbesondere gelten die oben gemachten Aussagen tber die schwache Differen-
zierbarkeit auch fir Funktionen u € W*(Q)P.



§ 7. Absolutstetige Funktionen

Wenn nichts anderes gesagt wird, bezeichne im Folgenden I ein offenes Intervall
in R und u : I — R eine punktweise (also nicht durch Vertreter) erklirte
Funktion. Ferner bezeichnen wir mit fJ wdL' den Mittelwert von u tber J C I,

d. h.
1 e 1 U 1
%Ju(t) AL = 1 /J (1) dL(t).

Definition 7.1 (Absolutstetige Funktion)
Eine Funktion u : I — R heifst absolutstetig, falls u das unbestimmte Lebesgue—
Integral einer Punktion v € L, (I) ist, d. h. es gibt Konstantena € I undc € R

loc
mat

= v ! c
u(z) = /[a@] (t)dL (t) +

fiir alle x € I. Die Klasse der absolutstetigen Funktionen iber I wird mit AC(I)

bezeichnet.

Fiir die Beweise der folgenden Aussagen sei auf [HS], § 18 verwiesen.

Lemma 7.2
Seiuw e AC(I). Dann gilt:

i) uwe CI).

i) u st L1~f. 4. in I (im klassischen Sinne) differenzierbar mit v’ = v L'~

f.d. in I. Ferner ist

wath) —ul@) _ [ o
0 ]{w,erh] (t)dL (t)

fir alle x € I und h € R\ {0} genigend klein.?

2 Allgemein sind fiir jede Funktion v € Llloc(I) L1-f.a. x € I Lebesgue—Punkte von v, d. h.
aus dem Mittelwert von v 148t sich fiir diese x der Funktionswert rekonstruieren:

v(z) = lim v(t) dL(t).
h—=0 Jiz,x+h]
Diese Aussage ist als Differentiationssatz von Lebesgue bekannt (siehe [HS], Lem. 18.4). Die
Menge aller Lebesgue-Punkte von u heiit die Lebesgue—Menge fiir u. Da L1-f.a. z € I

Lebesgue-Punkte von u sind, hat die Lebesgue-Menge J C [ fiir u volles Maf}, d.h. es ist
LY I\ J)=0.

76



§ 7. Absolutstetige Funktionen T

Bemerkung 7.3

Es gibt viele stetige Funktionen, die L'—f.di. (im klassischen Sinne) differen-
zierbar sind (dazu zihlen etwa alle monotonen Funktionen), die aber nicht ab-
solutstetig sind. Die f.i.—Existenz der Ableitung v’ einer Funktion reicht nicht
aus, um einen sinnvollen Zusammenhang zwischen w und v’ herzustellen (vgl.
Ubung).

Lebesgue konstruierte eine Funktion u : [0,1] — IR mit den Figenschaften
i) w ist stetig und monoton wachsend,
i) u' =0 L*~f 4. in [0,1],
iii) u([0,1]) = [0,1],
die aber nicht zur Klasse AC[0,1] gehdrt.

Satz 7.4

Folgende Aussagen dquivalent:
i) ue AC(I).
i) u € CY(I) hat die Eigenschaft, dass zu jedem ¢ > 0 ein § = §(g) > 0
existiert derart, dass fiir jedes J C I mit L}(J) < §

LH(u(])) <e

ausfallt.

iii) Zu jedem g > 0 gibt es ein § = §(¢) > 0 derart, dass
n
Z ’u(su) — u(tl,)| <e
v=1

ausfallt fir alle s,,t, € I mit s, <t, < s,y41 firaleve{l,...,n—1},
Sp <tn und > |8, —t,| < 4.

) Es gibt eine Folge (up) C C®(I) mit u,, —= u lokal gleichmdifig auf I
und ul, v in L}, (I) mit einer Punktion v € L}, (I) wie in Definition
7.1.

Aus Satz 7.4 folgt relativ leicht, dass jede absolutstetige Funktion lokal von
beschrinkter Variation ist, und daher als Differenz monotoner Funktionen ge-
schrieben werden kann.

Ferner liefert Satz 7.4 iv) in Verbindung mit Satz 6.16 (ii) = i)) offenbar

AC(I) c WH(I),
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d. h. jede auf I absolutstetige Funktion ist schwach differenzierbar, und die
schwache Ableitung wird von der f. 1. existierenden punktweisen (klassischen)

Ableitung erzeugt. Es gilt auch die Umkehrung:

Satz 7.5
Sei I C R offen. Dann ist AC(I) = WY(I), d.h. jede W'-Funktion hat genau
einen Vertreter der Klasse AC(I).

Beweis.
Es ist noch WY(I) c AC(I) 2u zeigen. Sei also uw € W(I) und sei (u,) C
C>(I) eine Folge mit

m m .
Um ~=u und  ul, “>v in Ly (1),

1

wobei v € Lj,,.

(I) die schwache Ableitung von u bezeichne (eine solche Folge
existiert gem. Satz 6.16). Nach Wahl eines Vertreters fiir u (den wir wieder mit
u bezeichnen) und evtl. Ubergang zu einer Teilfolge von (u,,) (welche wieder

mit (uy,) bezeichnet werde) haben wir auch
m . 1 Lo
Uy, — U punktweise L7 —f. d. in I.
Offenbar ist

i (2) = (@) + / (1) L (1)

[a,x]

fiir alle a,x € I. Mit ¢ := lim,, u,,(a) folgt daraus
u(z) =c+ / o' (t)dLh(t)  fir L f a2z € 1.
[a,z]

Damit ist aber t : I — R mit

ein Vertreter der Klasse AC(I) fir u. O

Bemerkung 7.5

i) Im Fall d > 2 erhdlt man folgende (deutlich schwdchere) Verallgemeine-
rung von 7.4:
Eine Funktione w € L} (), Q C R?, ist genau dann schwach differen-

loc
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zierbar in Richtung v € {1, ...,d}, wenn eine v, € L}, (Q) existiert mit

w(x) = w(@1, .., Ty, -y Ta)

:Cv“‘/ V(@1 ooy Ty 1y by Ty 1y vy ) AL (2)
lay,z+]

fir L2 f.a. (21, o, Xy—1, Toyi1, ..., Tq) mit passenden Konstanten a.,c, €
R.

it) Fir d > 2 ist es allgemein nicht richtig, dass ein geeigneter Vertreter
der schwach differenzierbaren Funktion w f.d. im klassischen Sinne dif-
ferenzierbar ist; eine solche Aussage trifft nur im Ausnahmefall d = 1

zZU.






§ 8. Sobolev—Raume

Die Riume W¥*(Q) der k-mal auf Q C R? schwach differenzierbaren Funktio-
nen, die wir im vorangegangenen Kapitel kennengelernt haben, sind ersichtlich
lineare Rdume. In diesem § wird es darum gehen, geeignete Unterrdume aus-
zuwdhlen, die wir mit einer vollstindigen Norm versehen konnen. Dies geht so,
dass man von Funktionen und ihren schwachen Ableitungen (bis zur Ordnung
k) die Zugehdrigkeit zu den Rdumen LP () mit einem p € [1, 00] verlangt.

Unsere Uberlegungen werden insbesondere den bereits in § 4 (vgl. (4.4)) beschrie-
benen Hilbert-Raum (dort mit W bezeichnet) liefern, und damit das zu Beginn
von § 6 beschriebene Problem ldsen (vgl. auch § 4), welches uns dazu veranlasst

hatte, den Differenzierbarkeitsbegriff abzuschwdchen.

Definition 8.1 (Sobolev—Raum)
Seien Q C R? offen, 1 < p < oo und k € Ng. Dann heif§t der lineare Raum

Wkr(Q) = {u € Wk(Q); 07u € LP(Q) fiir alle v € N& mit |y] < k}

der Sobolev—Raum mit Differenzierbarkeitsstufe k und Integrabilititsexponent p.
(Insbesondere ist WOP(Q) = LP(R2).) Auf W*P(Q) betrachtet man die Norm:

5 Hmuui) pene

lullkp = llullow,p = <|7I<k

maX|7|§kH8'YuHoo ;. p=o00.

Die Elemente von WkP(Q) heiffen Sobolev—Funktionen.

2 Man erinnere sich daran, dass es sich bei den Elementen von W’“’(Q)7 die ja insbesondere
Elemente von L!(Q) sind, eigentlich nicht um Funktionen, sondern um Aquivalenzklassen
von Funktionen handelt (vgl. §3). In der Literatur findet man héufig auch die Bezeichnungen
Wé“ (), H®?(Q) oder H;; (2), wobei die ,,H-Notation® einen tieferliegenden Grund hat, wie
wir spdter noch sehen werden (Satz von Meyers und Serrin). Ferner werden die Rdume
Wk:2(Q) auch hiufig mit H*(Q) bezeichnet, weil diese dadurch ausgezeichnet sind, dass sie
Hilbert—Raum sind (s. u.).

81
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Bemerkung 8.2

i) Dass durch | - ||k, tatsichlich eine Norm auf W*P(Q) erklirt ist, zeigen

einfache Rechnungen.

i) Zu || - ||kp dquivalente Normen auf WP (Q) werden gegeben durch:

ZH@"’UHP bzw. max”@"’u”p

[vI<k
[v|<k

fiir w € WEP(Q) (mit 1 < p < 00). Betrachet man die dadurch erkldrten
Normen, so dndern sich Konvergenzaussagen, Vollstindigkeit oder andere
topologische Begriffe natirlich nicht. Die von uns bevorzugte Norm auf
WkP(Q) hat den entscheidenden Vorteil, dass sie fir p = 2 von dem
durch
(u, V) = (U, V)wr2q) = Z / 0"ud"vdx
Q

[v|<k

gegebenen Skalarprodukt auf W*2(Q) herriihrt.

Wir fiihren noch die folgende Bezeichnung ein, die uns spdter zum ,Randver-
halten® von Sobolev—Funktionen fihren wird. Zundchst ist véllig unklar, ob und

wie man Sobolev—Funktionen ,Randwerte* zuordnen soll.

Definition 8.3
Seien 2 C R offen, 1 < p < 0o und k € Ny. Dann bezeichnen wir mit W*?(Q)
den Normabschluss des Raumes C2°(Q) in W*P(Q) (also den Abschluss bzgl.
der Norm || - ||k.p):

Wk,p(Q) — CVOT(Q)H'”MP,
d.h. es ist u € WEP(Q) genau dann, wenn es eine Folge (n,) C C°(Q) gibt
mit

Ay = M in LP(Q)

fiir alle v € N& mit |y| < k.°
Man kann zeigen, dass wie erwartet W5P(Q) ¢ WHEP(Q) und WOP(Q) =
WOP(Q) = LP(Q) ist; ferner ist WEP(R?) = Wh»(R).

Entsprechend zu den Lebesgue—Rdumen, erkldren wir auch fir die Sobolev—

Rdume lokale sowie vektorielle Versionen: Seien Q C RY offen, 1 < p < o0

b In der Literatur findet man hiufig auch die Bezeichnungen sz (), Wf’p(Q)7 WZ?O ()
sowie entsprechende ,, H-Notationen“. Ferner sind die Bezeichnungen H*(Q) bzw. HY(Q) fiir
die Hilbert-Riaume W¥2(Q) gebriuchlich.
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und k € Ng. Dann setzt man:

loc

WZZCI’(Q) = {u e WHQ); 97u € L. (Q) fiir alle v € N§ mit || < k} c

Insbesondere ist W*(Q) = WH(Q) (man erinnere sich an Satz 6.15, wonach

loc

eine L}, .~Funktion genau dann schwach differenzierbar auf Q ist, wenn dies

lokal auf Q0 der Fall ist).
Fiir vektorwertige Funktionen u := (u',...,u?): Q — RP (D € N) definieren
wer:

v k,p ..
WhP(Q)P .= WhP(Q,RP) = {u e Lr@)p; ¥ € WHP(Q) fir alle }

v=1,...,D

und versehen diesen Raum mit der Norm:

D
(2 uu”nz,p) Cew
lulle,p == Jullokp == 1

maxly [, 5 p=co.

Schlieflich erkldrt man wie oben auch noch lokale Versionen VV/Z’CP(Q)D der
Riume W*2(Q)P sowie den Raum W*2(Q)P. (Wie dies im Detail auszusehen

hat, dirfte ersichtlich sein).

Satz 8.4
Seien Q@ C RY offen, 1 <p < q < oo und k,l € Ng mit k > 1. Dann gilt:
i) Die Einbettugen
WEP(Q) — WhP(Q) — LP(Q)
sind linear und stetig.

ii) Ist L1(Q) < oo, so ist die Einbettung
Wha(g) — Whe(0)

stetig.
i) Fiir p < oo liegt W*P(Q) (bzgl. der Norm || - ||,) dicht in LP().

Beweis.
Die Aussage 1) ist villig trivial; bei der zweiten Einbettung pergisst* man ein-

fach, dass die Funktionen auch schwache Ableitungen in LP(QY) besitzen. Die

¢ Auch hier sind andere Bezeichnungen gebréulich: W;

1oc(§2) bzw. entsprechende ,, H—
Notationen*.
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Aussage in ii) folgt sofort aus der Hélder—Ungleichung (Lem. 3.6 i)). Bleibt iii)
nachzuweisen: Nach Satz 3.21 liegt sogar C°(QY) dicht in LP(Q)), aus

C=(Q) € WFP(Q) € WFP(Q) C LP(Q)
folgt dann natiirlich die Dichtheit von WFP(Q) in LP(Q). O

Bemerkung 8.5

Fiir p = oo ist ii) in Satz 8.4 falsch:  Wie spiter gezeigt wird, besteht W > (€2)
fiir k > 1 aus stetigen Funktionen. Lige also W*>°(Q) dicht in L*°(Q), so
hiefe das:  Jede Funktion v € L () lafst sich bzgl. || - ||co durch stetige Funk-
tionen approximieren. Es gibt aber bekanntlich beschrinkte Funktionen (L% -
Funktionen), die man nicht gleichmdfig durch stetige Funktionen approzimie-

ren kann. (Etwa solche, die keinen stetigen Vertreter besitzen.)

Mit der Einbettung WP (Q) — LP(Q) (p < 0o) aus dem obigen Satz lifit sich
nichts anfangen, da W*P(Q) gem. Teil iii) von Satz 8.4 kein abgeschlossener
Teilraum von LP(Q) ist. (Andernfalls folgte ja W*P(Q) = LP(Q). Wie wir
wissen, gibt es aber LP—Funktionen, die nicht einmal schwach differenzierbar
sind.) Andererseits tibertragen sich die funktionalanalytischen Figenschaften
eines normierten Raumes (hier LP) nur auf abgeschlossene Unterrdiume. Aus
diesem Grund konstruieren wir eine andere Einbettung fiir W*P(Q), welche
den Ableitungseigenschaften Rechnung trdgt: Seien k € N und 1 < p < o0
fixiert. Fir

D :=t{y € N§; || <k} (8.1)

definieren wir eine Einbettung ® : W*P?(Q) — LP(Q)P durch

du = (87u)h|§k, (8.2)

wobei (67u)|7|<k o. E. in Zeilenform angeordnet sei. Fir k =1 hat man dann
beispielsweise N

du = (u, o, ..., adu) = (u7 Vu).

Offenbar ist |[ullg., = |Pull, fir alle w € W*P(Q), und es gilt:

Satz 8.6
Die durch (8.2) definierte Einbettung ® : W*P(Q) — LP(Q)P ist eine lineare

Isometrie und der Unterraum W¥*P(Q) ist abgeschlossen in LP(Q)P.

Beweis.
Bis auf die Abgeschlossenheit sind alle Aussagen trivial. Wir zeigen diese ezx-

emplarisch fir k =1 und tberlassen dem Leser den allgemeinen Fall. Sei also
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() C WEP(Q) eine Folge, so dass Puy, = (Um, V) in LP(Q)1H konver-

giert, also
U 5w in LP(Q)  und  Vau, —=: v in LP(Q)?

mit Funktionen u € LP(Q) und v € LP(Q)?. Wir miissen zeigen, dass wieder
u € WHP(Q) ist. Offensichtlich muss dann gerade Vu = v erfiillt sein. Sei dazu
n € CX(Q)? beliebig. Dann ist

/udivndx:lim/umdivndx:—lim/Vum~77dx:f/v~ndz,
Q m Jo moJo Q

also ist u schwach differenzierbar mit schwacher Ableitung Vu = v, womit die
Behauptung folgt. O

Damit tibertragen sich nun die funktionalanalytischen Eigenschaften des Raum-
es LP(Q)P (mit D wie in (8.1)) auf den Raum W¥*P(Q). Man bekommi:

Korollar 8.7

Fiir alle k € Ng und 1 < p < oo ist WFP(Q) ein Banach-Raum (bzgl. der
Norm || - ||k.p). Ferner sind W*2(Q) sowie WH2(Q) Hilbert-Riume bzgl. dem
Skalarprodukt (-, )y, aus Bem. 8.2.

Wir wollen nun kliren, was schwache Konvergenz in W*P(Q) bedeutet: Sei
dazu eine Folge (u,,) C WFP(Q) vorgegeben. Per Definition bedeutet u,, ~v: u
fiir eine Funktion u € W*P(Q), dass

©(um) = @(u)  fir alle ¢ € Wk’p(Q)*

strebt, was fiir konkrete Anwendungen aber zu unhandlich ist. Vermdge der

FEinbettung ® gem. (8.2) ldsst sich jedoch zeigen:
U S w in WHP(Q) = uy = 0w in LP(Q) fir alle |y| < k,

so dass also schwache Konvergenz in W*P(Q) komponentenweise schwache
Konvergenz in LP(Q)P (mit D gem. (8.1)) bedeutet. Als Anwendung des Satzes
von Riesz fiir Lebesque—Riume (Satz 3.17) ergibt sich (vgl. auch (5.9)):

Satz 8.8
Seien k € Ng, 1 < p < o0 und up,,u € W*P(Q). Dann sind dquivalent:

i) U > u in WEP(Q).
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i) Fiir alle o € LY (Q) (mit p' gem. (3.7)) gilt:

/87umgpdmi>/87u<pdx.
Q Q

Fiir 1 < p < oo erhalten wir aus der Reflexivitit von LP (Satz 5.11) die Refle-
zivitit von W*P | und damit wg. Satz 5.17 das folgende — fiir die Variations-
rechnung wichtige — schwache Auswahlprinzip, das wegen der Irreflexivitit von
L' und L™ in den Réiumen W1 und W1 nicht gilt. Diese sind umgekehrt
nach dem Satz von Eberlein—Shmulyan (Satz 5.19) auch selbst irrefleziv.

Satz 8.9 (Schwaches Auswahlprinzip in W:P)

Seien k € No, 1 < p < 0o und (uy,) C W5P(Q) eine beschrinkte Folge, d. h. es
sei Sup,, HumHk’p < 00. Dann gibt es eine Teilfolge (umk) von () und eine
Punktion u € WkP(Q), so dass gilt:

Uy Eu in WhP(Q).

Beweis.

Nach Voraussetzung ist die Folge (u,,) beschrinkt in LP(Q)P mit D gem. (8.1),
so dass es nach dem schwachen Auswahlprinzip fiir LP—Rdume (Kor. 5.18) eine
Teilfolge (um, ) und eine Funktion v € LP(Q)P) gibt mit wp,, L vin LP(Q)P).
Da aber WFP(Q) normabgeschlossen in LP(Q)P) ist (Satz 8.6), ist W P ()
erstrecht schwach abgeschlossen in LP(Q)P (Satz 5.13), so dass v zu W*P(Q)
gehort, und damit die Folge (umk) in WFP(Q) schwach gegen v konvergiert. 0

Bemerkung 8.10
Nach Definition ist W’”’(Q) normabgeschlossen, und daher auch schwach ab-
geschlossen (Satz 5.13) in WHP(Q), d. h. ist (uy,) C W*P(Q) und strebt

U 2w in WEP(Q)

mit einer Funktion uw € WP (Q), so ist auch u € Wk’p(Q)'

Zum Abschlufy dieses § betrachten wir fiir Funktionen w : Q — R (2 C R? ein
beschrinktes Gebiet mit geniigend glattem Rand) und p € (1,00) das Funktional

J[w] :z/ |Vw|? dz,
Q

das offenbar fiir Funktionen w € WP (Q) wohldefiniert ist. Mit den bisher
erworbenen Kenntnissen sind wir in der Lage die Fxistenz eines eindeutugen

Minimierers (bei gegebenen Randwerten) nachzuweisen. Dies stellt das finale
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Ziel der Vorlesung dar.
Obiges Funktional soll in der Teilklasse

¢ = {w e WHP(Q); w—up € WH(Q)} =: ug + WHP(Q)},

mit einer fizierten Funktion ug € WYP(Q), minimiert werden.¢ Wesentliche

Hilfsmittel zum Beweis werden in den folgenden Lemmata erarbeitet:

Lemma 8.11
Sei X ein normierter Raum, (xy) konvergiere schwach gegen ein x € X. Dann
gibt es eine Folge (yx), so dass yi in der konvexzen Hille von {x;, | > k} liegt

mit yr — x, k — 00.

Beweis.
Sei M; definiert als die konvexe Hiille von {x;,x;11,...}, 1 € N.
Nehmen wir an es gebe eine Zahl € > 0 mit ||z — y|| > € fir alle y € My. Wir
definieren
L:= {ZGX: Ju € My mit ||z —ul| < %}

Dann gilt
1) L D My und damit L D M;.
2) L ist konver, da L konvex ist.
3)x¢ L
Die Konvezitdit von L sieht man wie folgt: Seien 21,20 € L und 0 <t < 1. Man

wdihle uy,us € My mit

sz_qu < 1 E {1,2}.

€
27
Es folgt

||t21 + (]. — t)ZQ — {tu1 + (1 — t)UQ}”

€

Stllzr —wll + (1 =) 2 —uafl < 5
Es gilt also tz1+(1—t)ze € L, weshalb L konvex ist (man beachte, dass aufgrund
der Konvezistit von My mit uy und us auch tuy + (1 — t)ug in My liegt).

Nach dem Trennungssatz (Satz 5.12) existiert ein @ € X* und ein o € R mit

@ < a auf L und ®(x) > «, was im Widerspruch zur schwachen Konvergenz

d Spiter werden wir sehen, dass w € ug + Wl*p(Q) gerade bedeutet, dass w verallgemei-
nerte Randwerte ug hat, also als ,,w = ug auf 9Q“ interpretiert werden kann. Demnach wird
durch % eine ,Randwertbedingung* realisiert.
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T, — X steht.
Unsere Annahme war demnach falsch, d.h. zu jedem e > 0 gibt es ein y € M,
mit |z —y| <e. M.a.W.: es existiert eine Folge (v}) C My mit

Hvi - xH — 0, k — oo.
Wir definieren y1 als das erste Folgenglied von (vi) mit Hv,i — xH < 1. Weiter

SELen Yi, ..., Yn konstruiert mit

1 .
yiEMiv ||y1*ZEH§;, 1=1

s eeey M

Offenbar konvergiert auch die verschobene Folge (Tgyn)ren schwach gegen x.
Wiederholung des ersten Beweisteils angewendet auf (Xp4n)ren ergibt die Exis-
tenz einer Folge (w;) Teilmenge der konvexen Hiille von {T14n,T24n, ...} =
Mk+1 mit

lw; —z|| = 0, I — oc.

1

Man wdihle ly als kleinsten Index mit |[w; — x| < 757 und setzt yp1 = wy,. O

Lemma 8.12
Sei Q C RY offen und beschrinkt mit Lipschitz-Rand sowie 1 < p < co.

a) Fiir alle w € Wy (Q) gilt

[ull, < (@) [[Vull, -

b) Fir alle w € WP(Q) gilt

o= (w)all, < o) [Vl (W = Zrs [ wd

Beweis.
a) Nehmen wir an die Ausage sei falsch. Dann finden wir eine Folge uy €
WyP(Q) mit

el > & [Vl

Definieren wir

op = ke WyP(Q),
lurll,,
so folgt X
lvell, =1, Vol < - (8.3)

Bl
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Demnach ist (vg) eine beschrinkte Folge im reflexiven Raum WP(Q) (Satz
8.9), die eine schwach konvergente Teilfolge (Vi) C (vy) besitzt, d.h.

U —: v € WHP(Q).

Insbesondere ist Wy P (Q) schwach abgeschlossen (Bem. 8.10), alsov € W, P(Q).
Es gilt wegen (8.3)
Vo — 0 € LP(Q)

und damit Vo, — 0 € LP(Q). Die Endeutigkeit des schwachen Limes in LP(§2)
impliziert Vv = 0 und damit (v = 0 auf 0Q) v = 0. Wir benutzen an die-
ser Stelle die kompakte Einbettung WP(Q) — LP(Q) (beschrinkte Folgen in
WLP(Q) haben Teilfolgen, die in LP(Q) stark konvergieren), die in GdV II be-
wiesen wird. Nach erneuter Teilfolgenwwahl folgt

%kHUELp(Q)

und wir erhalten aus (8.3) ||v||, =1 ein Widerspruch zu v = 0.
b) Vorgehen analog, man betrachte zundchst Funktionen mit

1
(u)gzm/gudxzo

und erhdlt die gewiinschte Ungleichung durch Subtrahieren des Mittelwerts. [

Satz 8.13
Sei Q C R offen und beschrinkt mit Lipschitz-Rand sowie 1 < p < oo. Dann

hat das Minimierungsproblem
Jw] := / |Vw|? dz — min
Q
in der Klasse € eine eindeutige Losung.

Beweis.
Wir betrachten eine Minimalfolge (uy,) C €:

/ |V, |Pde — inf J.
Q €

Offenbar gilt sup,, HVUan < oo und aus der Poincaré-Ungleichung Lemma

8.12 a) folgt

[unll, < llun =uoll, + [Vuoll, < ¢[[V(un = uo)ll, + [luoll,
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< c|[Vunll, + clluolly , -
Wir erhalten sup,, |lun|,, < oo und insgesamt

sup [|un |, , < oc.
n

Mit Satz 8.9 finden wir eine Teilfolge (u,) mit
Up —:u € WHP(Q).

Aufgrund der schwachen Abgeschlossenheit von € (vgl. Bem. 8.10) ist u €
€. Zu zeigen bleibt also, dass u tatsdchlich J-minimal ist. Dazu benutzen wir

Lemma 8.11 und wdhlen eine Folge

N(k) N (k)
ZafﬂiEuo—&-WOl’p, Zale,aizo
i=k i=k

die in WHP(Q) stark gegen u konvergiert. Es folgt mit der Konveritit der Ab-
bildung t — tP

N(k) P N (k) b
Vul|Pdr = lim/ V| dr < lim/ oIVl | de
[ vulrae =i | > AL
N (k)

<l PV [Pda = inf J.
_1l£n/ﬂgal|Vu| x 1%J

Dabei folgt die letzte Gleicheit aus

N (k) N (k)
Zai—“/ﬂlvmlhi%fj =Y ot (||Vﬂi||§i%fJ)
=k i=k
N(k)
< Zk of v —i%f,]‘
N (k)

IN
vy
2.
[0}
!

fiir n(k) > ng, da (w;) Minimalfolge ist. Es gilt also

/ |VulPdr < infJ
Q (g
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und wegen u € €
/ |VulPdx = inf J,
Q Cg

d.h. u is ein J-Minimierer. Zu zeigen bleibt die Findeutigkeit: Nehmen wir an
es gebe zwei Minimierer ui,us € €. Da € konvez ist, gehdort auch %ul + %uQ
zur Klasse € und es folgt mir der strengen Konvexitdt der Abbildung t — tP
fiir p € (1, 00)

1 1
v _ _
/Q <2U1+2UQ)

ein Widerspruch. O

p 1 1
dr < */ |VU1\deS+7/ |Vua|Pdz = inf J,
2 Jo 2 Jo &

Bemerkung 8.14
a) Satz 8.13 ldsst sich deutlich verallgemeiner: Sei F : R? — [0,00) stetig
und konvex, dann hat das Minimierungsproblem
/ F(Vw)dx — min
Q
in € eine Lisung (2 wie in Satz 8.13), falls

F(Z) > ¢|Z[P — ey fiir alle Z € RY

gilt (mit Konstanten c¢o > 0 und ¢; > 0). Falls F streng konvez ist, ist

die Lésung eindeutig.

b) Die Forderung der Konvexitit ist sogar notwendig fiir die Existenz ei-
nes Minimierers, wie Acerbi und Fusco 1984 zeigen konnten (vgl. [Da]).
Im Fall von vektorwertigen Mimimierern tritt an diese Stelle ein abge-

schwdchter Konvexitdtsbegriff.

SchluBbemerkung.
Alle Aussagen tiber die Raume W*P(Q) (oder deren Teilrdume) kénnen sinn-

gemdfs auf die Riume W*P(Q)P (bzw. deren Teilrdume) iibertragen werden.



Literaturverzeichnis

[Ad]

[AFP]

[Al]

[Alt]

[Daj

[HS]

[Yo]

R. A. Adams. Sobolev Spaces. Pure Appl. Math. 65, Academic Press,
New York/ London (1975).

L. Ambrosio, N. Fusco, D. Pallara. Functions of Bounded Variation
and Free Discontinuity Problems. Ozford Mathematical Monographs,
Clarendon Press, Ozford (2000).

M. A. Al-Gwaiz. Theory of Distributions. Pure Appl. Math. 159, Mar-
cel Dekker Inc., New York (1992).

H. W. Alt. Lineare Funktionalanalysis — Eine anwendungsorientierte
Einfithrung. Springer—Lehrbuch. Zweite, verbesserte Auflage, Sprin-
ger Verlag, Berlin et. al. (1992).

B. Dacorogna. Direct Methods in the Calculus of Variations. Appl.
Math. Sci. 78, Springer Verlag, Berlin et. al. (1989).

E. Hewitt, K. Stromberg. Real and Abstract Analysis — A Modern
Treatment of the Theory of Functions of a Real Variable. Zweite,
korrigierte Auflage, Springer Verlag, Berlin (1969).

K. Yosida. Functional Analysis. Grundl. math. Wiss. 123, Springer
Verlag, Berlin (1965).

92



Index

Abbildung direkte Methode der Variationsrechnung,
idempotente, 42 81, 89
lineare, beschrinkte, 25 Dirichlet—Problem, 43, 64
lineare, isometrische, 29 Distribution, 68
lineare, stetige, 25 Dirac—, 70
Lipschitz—stetige, 25 reguldre, 69, 70
Ableitung singuldre, 70
distributionelle, 68, 71 Distributionsableitung, 71
schwache, 44, 64, 66 Divergenz
Ausschopfung, 71 distributionelle, 71
Auswahlprinzip, 50 schwache, vektorielle, 67
schwaches, 51, 55 Divergenzform, 45
schwaches in WP 86 Divergenzsatz, 43, 45
Dreiecksungleichung, 39, 54
Banach—Raum, 8 Du Bois-Reymond, Lemma von, 36
Banach—Steinhaus, Satz von, 52 Dualraum, 26, 27
Bidualraum, 53 Durchschnittsatz, 53

Bilinearform, 46
elliptische, 46
koerzive, 46
stetige, 46
Bolzano—Weierstraf3, Satz von, 50, 55

Eberlein—-Shmulyan, Satz von, 62
Einbettung

kanonische, 53

stetige, 53, 83
Einbettungsoperator, 27
Elliptizitat, 45

Cantor, Satz von, 53 essentielles Infimum/ Supremum, 23

Carathéodory, 14

Cauchy—Folge, 8 pu—fast dberall (p—f. i.), 14

schwache, 60 Fatou, Lemma von, 21
Cauchy—Schwarz—Ungleichung, 39 Folge

beschrdnkte, 51, 54, 55, 62

Darstellungssatz, 64 konvergente, 8

von Lax—Milgram, 45, 47 p-summierbare, 18

von Riesz, 43, 44 Fundamentallemma der
Differentiationssatz, 76 Variationsrechnung, 34, 66
Differenzenquotient, 65, 74 Funktion

93



absolutstetige, 76
beschrinkte, 9

charakteristische, 1}

u—f. 4. eindeutig definierte, 17

der Klasse C*, 18
w—f. . endliche, 17
w—integrierbare, 17
u—messbare, 14
mit kompaktem Trdger, 18
stetige, 10
p-summierbare, 18

lokal —, 3/

Funktional

(schwach) unterhalbstetiges, 51

koerzives, 50

lineares, 50
Gauf, Satz von, 43, 45

Hoélder—Ungleichung, 19
Hahn—Banach, Satz von, 30
Hilbert-Raum, 39
Hilbert—Raum—Methode, 43

Homdomorphismus, 47

Integralnorm, 9

Isometrie, 29
Jacobi-Matriz (schwache), 67

konjugierte Exponenten, 19
Konvergenz
schwache, 50, 51

Laz—Milgram, Satz von, 45, 47
Lebesgue, Satz von, 16, 35, 76
Lebesgue—Menge, 76
Lebesgue—Punkt, 76
Lebesgue—Raum, 18, 23

Levi, Satz von, 32
Lotfufspunkt, 41

Mafs, 14
Hausdorff-, 22
Lebesgue—, 14, 15
Radon—, 69, 70
Zihl-, 18
Mazur, Satz von, 59
Menge
abzéhlbar p—messbare, 28
kompakt enthaltene (€), 13
p-messbare, 14
Meyers—Serrin, Satz von, 81
Minimalfolge, 41, 50
Minkowski—Ungleichung, 19
Mittelwert(integral), 76

Norm
dquivalente, 8
oo— (L*>-), 23
b- (Lpf)) 18
induzierte, 39
Mazximum—, 11
Operator—, 26
schwache, 16
Supremum—, 9, 11, 28
Normbeschrinktheit, 51, 54

Operator, linearer, 26
orthogonale Projektion, 42
Orthogonalkomplement, 40
Orthogonalzerlegung, 42

Parallelogrammidentitdt, 39
Poincaré—Ungleichung, 81
Poincaré-Ungleichung, 88
Poisson—Gleichung, 43, 64
Pri—Hilbert—Raum, 39
Projektionssatz, 42

Raum
(folgen-) kompakter, 50
gleichmapig konvezer, 55

94



reflexiver, 51, 57
schwach (folgen-) kompakter, 51,
55, 61
selbstdualer, 45
separabler, 50, 55
vollstandiger, 8
Riesz, Satz von, 30, 43, 44, 64

Saks—Banach, 81, 87
Schachtelungsprinzip, 53
schwach
abgeschlossen, 59
differenzierbar, 66
konvergent, 50, 51
unterhalbstetig, 51
vollstindig, 60
schwache Konvergenz
in Wk 85
schwache Losung, 44
Seminorm, 15
Signum—Funktion, 29
Skalarprodukt, 38
auf L%, 38
kanonisches auf RP, 38
Sobolev—Funktion, 76, 81
Randwerte, 44, 82
Sobolev—Raum, 44, 81
lokaler, 82
vektorieller, 83
Whiee 84

Testfunktion, 13
Tréger, 13

Trennungssatz, 59
Unterhalbstetigkeit (schwache), 5/

Variationsprinzip, 41

Variationsrechnung, 16, 86

95



