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Aufgabe 5.

Es sei u : Rd ⊃ B1 → R gegeben durch

u(x) :=

{
1

|x|s ; x 6= 0

0 ; x = 0.

mit s ∈ R. Zeigen Sie

a) Ist s < d, so ist u ∈ L1(B1).

b) Ist s < d − 1, so ist u ∈ W 1,1(B1).

Aufgabe 6.

Zeigen Sie

a) Ist u ∈ W 1,p(Ω), so gilt für alle γ ∈ {1, ..., d}

‖∆γ
hu‖p,ω ≤ ‖∂γu‖p,ω|h|

für alle ω b Ω mit ω|h| ⊂ Ω.

(Hinweis: approximieren sie u zunächast durch glatte Funktionen.)

b) Sei u ∈ L1(Ω). Es existiere eine Folge (um) ⊂ C∞(Ω) mit

um −→ u, ∇um −→ W, m → ∞

in L1 mit einer Funktion W ∈ L1(Ω, Rd). Dann ist u schwach differenzierbar

mit schwachem Gradient W .



Aufgabe 7.

Sei Ω ⊂ R2. Zeigen Sie

a) Für alle u ∈ C∞
0 (Ω) ist

‖u‖L2(R2) ≤
1

2
‖∇u‖L1(R2).

Benutzen Sie dabei die Darsetllung

u(x) = u(x1, x2) =

∫ x1

−∞
∂1u(t, x2) dt =

∫ x2

−∞
∂2u(x1, t) dt.

b) Die Ungleichung aus a) gilt für alle u ∈ W̊ 1,1(Ω).

Aufgabe 8.

Sei Ω ⊂ Rd offen und beschränkt mit Lipschitz-Rand sowie 1 ≤ p < ∞. Zeigen Sie

die Poincaré-Ungleichung: Für alle u ∈ W 1,p(Ω) gilt

‖u − (u)Ω‖p ≤ c(Ω) ‖∇u‖p ,

wobei (u)Ω der Mittelwert von u über Ω ist.

(Hinweis: Betrachten Sie zunächst Funktionen mit Mittelwert 0. Argumentieren Sie

dann indirekt mit einer Folge uk ∈ W 1,p(Ω) mit ‖uk‖p ≥ k ‖∇uk‖p und normieren

Sie diese.)


