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Aufgabe 9.

a) Beweisen Sie die Korn’sche Ungleichung: für u ∈ W̊ 1,2(Ω, Rd), Ω ⊂ Rd offen

und beschränkt, gilt ∫
Ω

|∇u|2 dx ≤ 2

∫
Ω

|ε(u)|2 dx.

Nehmen Sie zunächst u ∈ C∞
0 (Ω, Rd) an und integrieren Sie partiell.

b) Ist u ∈ W 1,2(Ω, Rd) und ∂Ω glatt, so gilt für alle ω b Ω, ∂ω glatt,∫
ω

|∇u| dx ≤ c

dist (ω, ∂Ω)2

∫
Ω

|u|2 dx + 2

∫
Ω

|ε(u)|2 dx.

(Hinweis: Wählen Sie eine passende Abschneidefunktion.)

Aufgabe 10.

Sei Ω ⊂ Rd ein beschränktes Gebiet, f ∈ L2(Ω, Rd) und A : Rd×d × Rd×d → R
symmetrisch und positiv definit.

a) Zeigen Sie die eindeutige Existenz einer Lösung u ∈ W̊ 1,2
div (Ω, Rd) von∫

Ω

A(ε(u), ε(ϕ)) dx =

∫
Ω

f · ϕdx für alle ϕ ∈ W̊ 1,2
div (Ω, Rd).

b) Zeigen Sie: Ist f ∈ W k,2(Ω, Rd), so gehört die Lösung aus a) zur Klasse

W k+1
loc (Ω, Rd).



Aufgabe 11.

Sei Ω ⊂ Rd offen und beschränkt und u0 ∈ W 1,2(Ω, Rd) mit div u0 = 0. Zeigen Sie:

Es existiert genau ein u ∈ u0 + W̊ 1,2
div (Ω, Rd) mit∫

Ω

∇u : ∇ϕdx =

∫
Ω

f · ϕdx = 0 für alle ϕ ∈ W̊ 1,2
div (Ω, Rd).

(Hinweis: betrachten Sie v := u − u0.)


