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Aufgabe 21.

Sei Ω ⊂ Rd offen und beschränkt, f ∈ L2(Ω, Rd) und (ωr) ONB des W̊ 1,2
div (Ω, Rd).

Zeigen Sie.

a) Die Gleichung ∫
Ω

∇u : ∇ωr dx =

∫
Ω

f · ωr dx, r = 1, ..., N

besitzt eine Lösung uN ∈ XN := span {ω1, ..., ωN}.

b) Die Folge (uN) ist beschränkt in W̊ 1,2
div (Ω, Rd).

c) Der schwache Limes u ∈ W̊ 1,2
div (Ω, Rd) (einer Teilfolge) von uN löst die Glei-

chung ∫
Ω

∇u : ∇φ dx =

∫
Ω

f · φ dx für alle φ ∈ W̊ 1,2
div (Ω, Rd).

Aufgabe 22.

Sei u ∈ L2(0, T ; W̊ 1,2
div (Ω, Rd)) mit∫

QT

u∂tφ dx dt ≤
∫ T

0

‖H‖2‖∇φ‖2 dt

für alle φ ∈ C∞
0 (QT ) mit einer Funktion H ∈ L2(0, T ; L2(Ω)).

a) Zeigen Sie ∂tu ∈ L2(0, T ; W̊ 1,2
div (Ω, Rd)∗).

b) Für den Steklov-Durchschnitt uh (h > 0) ist∫
Ω

∂t(uh) · φ dx = 〈(∂tu)h, φ〉 für alle φ ∈ W̊ 1,2
div (Ω, Rd).



c) Für fast alle 0 ≤ t1 ≤ t2 < T ist∫ t2

t1

〈∂tu, u〉 dt =

∫
Ω

(u(t1, ·) − u(t2, ·)) dx.

Aufgabe 23. Gegeben sei die Funktion u(t, x) := |x|−tα, α > 0 auf [0, T ] × B1.

Hierbei bezeichnet B1 die Einheitskugel im Rd, d ≥ 3. Bestimmen Sie α so, dass

a) u ∈ L2(QT , Rd);

b) u ∈ L2(0, T ; W̊ 1,2
div (Ω, Rd));

a) ∂tu ∈ L2(QT , Rd);

b) ∂tu ∈ L2(0, T ; W̊ 1,2
div (Ω, Rd)).

Aufgabe 24.

Zeigen Sie die Existenz einer starken Lösung der instationären Navier-Stokes Glei-

chung, d.h. (u, p) : [0, T ] × Ω → Rd × R mit

−∂tu + ∆u = (∇u)u + ∇p − f.


