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Aufgabe 1 (6+6=12P) Ein Gebiet G ⊂ C heißt Elementargebiet, wenn jede auf G holomor-
phe Funktion eine komplexe Stammfunktion besitzt.

a) Beweisen Sie: Sind G1 und G2 Elementargebiete mit nichtleerem und zusammenhängendem
Schnitt G1 ∩G2, so ist G1 ∪G2 ebenfalls ein Elementargebiet.

b) Welche der folgenden Teilmengen von C sind Elementargebiete? Begründen Sie!

i) G1 =
{
z ∈ C : Im(z) > 0

}
ii) G2 =

{
z ∈ C : |z| < 2

}
−
{
z ∈ C : |z| ≤ 1

}
iii) G3 = C− (−∞, 0]

Aufgabe 2 (4+3,5+1,5+1=10P) Es sei

∞∑
k=0

ak(z−a)k eine Potenzreihe mit Konvergenzradius

R > 0 und f : DR(a) :=
{
z ∈ C : |z − a| < R

}
→ C die Funktion f(z) =

∞∑
k=0

ak(z − a)k.

a) Zeigen Sie, dass die Potenzreihe
∞∑
k=0

ak
k + 1

(z − a)k+1 auf DR(a) konvergiert und dass die

durch sie dargestellte Funktion F : DR(a)→ C eine holomorphe Stammfunktion von f ist.

b) Es sei 0 < r < R und γ : [0, 2π]→ C der Weg γ(θ) = a+ reiθ. Beweisen Sie die Formel

ak =
1

2πi

∫
γ

f(z)

(z − a)k+1
dz

c) Folgern Sie aus b) die Abschätzung

|ak| ≤
supθ∈[0,2π] |f(a+ reiθ)|

rk
.

d) Folgern Sie aus c): Ist R =∞ und ist f beschränkt, so ist f konstant.

Aufgabe 3 (6+4=10P)

a) Es sei U ⊂ C ein konvexes Gebiet und f : U → C holomorph. Ferner seien γ, γn : [0, 1]→ U
(n ∈ N) Wege mit sup

t∈[0,1]
|γn(t)− γ(t)| → 0 für n→∞. Zeigen Sie, dass dann

∫
γn

f dz →
∫
γ
f dz für n→∞.



b) Es sei γ : [0, 2π]→ C der Weg γ(θ) = eiθ. Zeigen Sie, dass durch

f : C− ∂D1(0)→ C, f(z) =
1

2πi

∫
γ

1

w − z
dw

eine holomorphe Funktion gegeben ist, und bestimmen Sie f ′(z).

Aufgabe 4 (4×2=8P) Für R > 0 und z0 ∈ C sei γR(z0) : [0, 2π]→ C der Weg γR(z0)(θ) = z0+
Reiθ. Berechnen Sie die Werte der folgenden Integrale mit Hilfe der Cauchyschen Integralformel:

i)

∫
γ2(0)

z2(z2 − 1)√
2− z

dz ii)

∫
γ3/2(i)

1

z2 + 1
dz

iii)

∫
γ3/2(1)

1

z2 + 1
dz iv)

∫
γ3(0)

cos(πz)

z2 − 1
dz


