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Aufgabe 1 (44+3=T7P)

a) Beweisen Sie die folgende komplexe Variante der de [’Hospitalschen Regel: Es seien a € C
und f,g : Dy(a) — C holomorph mit f(z),g(z) # 0 fir z € D,(a) — {a}. Haben dann f
und g im Punkt a die gleiche Nullstellenordnung &k € {0, 1,2, ...}, so ist die Funktion fgzg

g(z
holomorph in a fortsetzbar und es gilt

f2) ()
9

iﬂ%@ = lim 9P (z)

b) Eine Version des Identititssatzes besagt: Ist G ein Gebiet, f : G — C holomorph und (z,)nen
eine Folge in G mit z, %0 20 € G sodass 2, # zo und f(z,) = 0 fiir alle n € N, so gilt
f = 0. Zeigen Sie, dass man dabei auf die Voraussetzung “zg € G” nicht verzichten kann.

Aufgabe 2 (4+5=9P) Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes von Liouville:
a) Ist f: C — C holomorph und nicht konstant, so ist das Bild von f dicht in C.

b) Eine Funktion f : C — C heifit doppeltperiodisch, wenn es komplexe Zahlen u,v € C — {0}
mit ¥ ¢ R gibt, sodass

fz+u)=f(z+v)= f(z) furalle z € C gilt.

Zeigen Sie: Jede holomorphe doppeltperiodische Funktion ist konstant.

Aufgabe 3 (64+5+3=14P) Im Folgenden bezeichne P(z) ein komplexes Polynom vom Grad
ke€{0,1,2,...}. Zeigen Sie:

a) Essei f: C — C holomorph. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) f:C — C ist ein Polynom vom Grad k£ > 0,
(ii) Es gibt a,b > 0 und R > 0 sodass fiir alle z € C mit |z| > R

alz|* < |f(2)] < blz|F  fiir ein k > 0.

b) Das Bild P(C) ist abgeschlossen.
c¢) Folgern Sie aus b) den Fundamentalsatz der Algebra: Fiir k > 0 gilt 0 € P(C).

Hinweis: Verwenden Sie den Satz von der Gebietstreue.



Aufgabe 4 (4+6=10P)

a) Sei G C C ein Gebiet und f : G — C holomorph. Zeigen Sie: Gibt es eine Funktion G : R —
R, sodass fiir alle z € G

Im f(z) = G(Re f(2))
gilt, so ist f konstant.

b) Essei f : C — C holomorph und nicht konstant. Zeigen Sie, dass dann |f(z)| jeden positiven
Wert annimmt.



