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Aufgabe 1 (44+343=10P) Fiir r > 0 sei D, := {z € C : |z| < r}. Die Funktion f: D; — C
sei holomorph und erfiille |f(z)| < 1 fiir alle z € Dy sowie f(0) = 0. Zeigen Sie:

f(z)
0
a) Die Funktion g: D; — C, z — 270, ist holomorph und besitzt die Potenzreihen-
f(0), 2=0
oo
entwicklung g(z) = 3 ap2"~!, wobei aj, = %f(k) (0).
k=1
.. . 1
b) Fiir alle 0 < r < 1 gilt: sup |g(z)| < —.
r

ZGDT

c¢) Folgern Sie aus b): Fiir alle z € Dy gilt |f(2)| < |2| und |f'(0)] < 1.

Aufgabe 2 (5+5=10P)

a) Es sei G C C ein beschriinktes Gebiet und f : G — C sei stetig auf G und holomorph auf G.
Weiter sei | f| auf OG konstant. Zeigen Sie: f besitzt eine Nullstelle in G oder f ist konstant.

b) Es sei H := {z eC:Imz > O}. Konstruieren Sie eine stetige Funktion f : H — C, die auf
H holomorph und unbeschrankt, auf OH jedoch beschrénkt ist. Warum steht dies nicht im
Widerspruch zum Maximumprinzip?

Aufgabe 3 (2+4x2=10P)

a) Es sei U C C (& R?) offen und f € C?(U,R) harmonisch (vgl. Aufgabe 4 a) auf Blatt 2).
Zeigen Sie, dass f die Mittelwerteigenschaft (MWE) besitzt.

b) Welche der folgenden Funktionen besitzen die MWE? Begriinden Sie!
i) f1:C—C, 2+ |2? i) fo: C—(—00,0] > R, z+ In|z|

iii) f3:C—>C, z—z iv) f4 : C = R z — cos(Re 2)

Aufgabe 4 (10P) Fiir eine ganze Funktion f : C — C, die nicht identisch verschwindet, und
r>0sei Ms(r):= ‘m@X |£(2)|. Beweisen Sie die folgende Aquivalenz:

[ ist transzendent (d.h. kein Polynom) <= limsup ————* = 0.

Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 3 a) von Blatt 7.



