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Aufgabe 1 (2+3=5 Punkte)

Untersuchen Sie die folgenden Funktionenfolgen auf punktweise und gleichmässige Konvergenz.

Geben Sie jeweils den Grenzwert der Folge an, sofern dieser existiert.

(i) {fn} mit fn : [0, 12 ]→ R, x 7→ xn für n ∈ N.

(ii) {gn} mit gn : R→ R, x 7→ 1
1+x2n für n ∈ N.

Aufgabe 2 (2+(2+2)=6 Punkte)

Gegeben Sei die Funktionenfolge {fn} mit

fn : R→ R, x 7→ nx(x+ 1)

1 + n2x2
sin(2πn2x) +

ex + nx

n

für n ∈ N.

(a) Beweisen Sie die punktweise Konvergenz der Folge und bestimmen Sie die Grenzfunktion.

(b) Seien a, b ∈ R mit 0 < a < b. Auf welchen der Intervalle [a, b] und [a,∞) konvergiert die

Folge gleichmäßig? Begründen Sie Ihre Antwort.

(Hinweis: Ist x ∈ N, so ist sin(2πn2x) = 0 für alle n ∈ N.)

Aufgabe 3 (3×1,5=4,5 Punkte)

Untersuchen Sie, für welche x ∈ R die Folgenden Potenzreihen konvergieren.

(a)

∞∑
n=1

1

n2
(x− 1)n.

(b)
∞∑
n=1

1

n
(x− 1)n.

(c)
∞∑
n=1

n(x− 1)n.

(Hinweis: Benutzen Sie die Formel von Cauchy-Hadamard.)

(bitte wenden)



Sei {xn} eine reelle Zahlenfolge. Wir schreiben limn→∞ xn = ∞, falls zu jedem M > 0 ein n0 ∈ N existiert mit

xn > M für alle n ≥ n0.

Aufgabe 4 (1+0,5+1+1+1=4,5 Punkte)

Sei {xn} eine Folge nichtnegativer reeller Zahlen mit limn→∞ xn =∞. Zeigen Sie:

(a) Es gilt limn→∞
1
xn

= 0.

(b) Für k ∈ N0 gilt exp(xn) ≥ xk+1
n

(k+1)! .

(c) Für k ∈ N0 gilt limn→∞
exp(xn)

xkn
=∞.

(d) Es ist limn→∞ ln(n) =∞.

(e) Für alle α > 0 ist limn→∞
ln(n)
nα = 0.

Aufgabe 5* (3 Bonuspunkte)

Sei n ∈ N. Zeigen Sie, dass die Menge

Pn =
{ n∑

k=0

akx
k; ak ∈ R für alle k ∈ {0, . . . , n}

}
aller Polynome vom Grad kleiner oder gleich n ein Vektorraum ist, wenn man ihn mit den

punktweisen Operationen der Addition

+ : Pn × Pn → Pn, (p, q) 7→ p+ q,

mit (p+ q)(x) = p(x) + q(x) für alle x ∈ R, und der Multiplikation mit Skalaren

· : R× Pn → Pn, (λ, p) 7→ λ · p,

mit (λ · p)(x) = λ · p(x) für alle x ∈ R, versieht.

Die Übungsblätter finden Sie auch auf unserer Homepage:

http://www.math.uni-sb.de/ag/fuchs/HMI1 12 13/Ueb/uebhmi1


