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Kapitel 0

Vorwort

Das vorliegende Manuskript beinhaltet den Stoff einer viersemestrigen
(3x(4+2)+1x(241)) Vorlesung Hohere Mathematik fiir Ingenieure
an der Universitidt des Saarlandes.

Unabhéngig vom Semesterverlauf endet der erste Band mit der
Darstellung der Analysis von Funktionen einer Verdnderlichen.

Die Vorlesung wurde in dieser Konzeption zum ersten Mal be-
ginnend mit dem Wintersemester 2004/2005 gelesen, in dem der
Studiengang Mechatronik eingefiihrt wurde. Der wesentliche Unter-
schied zu fritheren Semestern ist die Kiirzung auf eine zweistiindige
Vorlesung im vierten Semester, wodurch ein eigenstandiger Teil zur
Numerik entfallen musste. Numerische Aspekte sind in entsprechend
reduzierter Form in den Verlauf der Vorlesung integriert.

Zum Aufbau der Vorlesung:

In Teil I werden Grundlagen diskutiert, die mathematische Sprache
wird eingefiihrt und es werden die Objekte, Rd&ume und Methoden
vorgestellt, die das “Handwerkszeug” fiir die weiteren Betrachtungen
sind.

Dazu sind zunéchst einige Bemerkungen iiber Aussagen, Mengen
und Funktionen notwendig.

Desweiteren sind zu Beginn die verschiedenen Zahlenbereiche vorzu-
stellen. Begleitend dazu konnen bereits einige algebraische Strukturen
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wie Gruppe, Korper etc. diskutiert werden. Ebenso werden mathe-
matische Beweismethoden beispielhaft erldutert. Die Idee dabei ist,
generelle Strukturen und Gesetzméafigkeiten dort einzufiithren, wo sie
in natiirlichen Beispielen zum ersten Mal in Erscheinung treten.

Der wesentliche Begriff zur Beschreibung von Vorgéngen in der
Natur ist der einer Funktion. Einfache Funktionen wie Polynome und
rationale Funktionen werden im dritten Kapitel behandelt. Damit
kann auch die Interpolation von Messdaten durch Polynome schon
verstanden werden. Weitere aus der Schule bekannte Funktionen wie
insbesondere die Exponentialfunktion werden bewusst noch nicht
angesprochen, da die Grundlagen fiir eine “saubere” Definition etwa
von e¥2 noch nicht zur Verfiigung stehen.

Diese werden in den Kapiteln 4 und 5 gelegt. Als sicherlich wichtig-
ster Begriff des ersten Semesters wird der Konvergenzbegriff fiir Folgen
und Reihen ausfiihrlich im vierten Kapitel diskutiert. Die Erweiterung
auf Funktionenfolgen und Potenzreihen im fiinften Kapitel ermdglicht
schliellich eine Definition der Exponentialfunktion, die sich nicht auf
nachzulieferndes Wissen beruft.

Waren die bisherigen Betrachtungen eindimensionaler Natur, ist
der R" der Gegenstand des Kapitels 6. Dieser wird von verschiedenen
Gesichtspunkten aus beleuchtet: Die Vektorraumstruktur wird ebenso
thematisiert wie die Geometrie, die Konvergenz von Folgen und die
Topologie. Insgesamt soll Kapitel 6 zu einem frithen Zeitpunkt das
rdumliche Denken férdern.

Die komplexen Zahlen werden im siebten Kapitel relativ spét
definiert. Dafiir gibt es zwei Hauptgriinde. Zum Einen wird wie iiblich
die GauBsche Zahlenebene mit dem R? identifiziert. Dies ist natiirlich
besonders einfach, wenn zuvor der R" diskutiert wurde, es sind keine
Zusatzbemerkungen etwa zur Topologie notwendig. Zum Anderen
steht die Exponentialfunktion jetzt als Hilfsmittel zur Verfiigung, um
die Darstellung in Polarkoordinaten verstehen zu koénnen. Die Verall-
gemeinerung vieler bisher erzielter Resultate auf den komplexen Fall
kann als Ubungsaufgabe gestellt werden und ist eine gute Moglichkeit
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zur Wiederholung.

Es schlieBt sich Teil II zur Linearen Algebra (Teil 1) an. Hier wird
in Kapitel 8 der Umgang mit Matrizen, Determinanten und linearen
Gleichungssystemen eingeiibt, lineare Ausgleichsprobleme dienen als
Beispiel fiir iiberbestimmte Systeme. Wesentlich fiir den spéteren
Verlauf der Vorlesung sind die Abschnitte zur Invertierbarkeit von
Matrizen und zur Determinante (motiviert als orientiertes Volumen),
wéahrend sich Paragraph 8.7 auf das Notwendigste beschrankt.

In direkter Folge wird die Briicke vom Matrizenkalkiil zu linearen
Abbildungen geschlagen. Nach der Definition und einigen vorberei-
tenden Betrachtungen wird in Kapitel 9.2 besonderer Wert auf die
Matrixdarstellung linearer Abbildungen sowie deren Transformations-
verhalten gelegt.

Der dritte Teil der Vorlesung beschéftigt sich mit der Analysis
von Funktionen einer Verénderlichen. Lediglich beim Studium stetiger
Funktionen wird in Kapitel 10.1 der Fall mehrerer Verédnderlichen in
die Betrachtungen eingeschlossen, da dies ohne groflen Mehraufwand
moglich ist und da wieder anhand von Beispielen die geometrische
Intuition geschult wird.

In den Kapiteln 11 und 12 wird ausfiihrlich die Infinitesimalrech-
nung in einer Variablen vorgestellt, wobei auch numerische Konzepte
angesprochen werden. Hier ist im Wesentlichen der Aufbau vorgegeben.
Es gibt lediglich eine Ausnahme:

Der Satz von Taylor wird im eigenstdndigen Kapitel 13 behandelt,
um dort mit seiner Hilfe auch exemplarisch Fehlerabschétzungen zu
diskutieren.

Die Infinitesimalrechnung einer Verdnderlichen ermdéglicht im
néchsten Schritt einfiihrende Betrachtungen zum Thema lineare

gewohnliche Differentialgleichungen.

Um auch lineare Systeme behandeln zu koénnen, ist in natiirlicher
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Weise die Spektraltheorie quadratischer Matrizen im fiinften Teil der
Vorlesung anzusprechen. Deren Anwendung auf Systeme mit konstan-
ten Koeffizienten schliefit sich in Kapitel 16.2 an.

Im zentralen Teil VII, der Analysis von Funktionen mehrerer
Verédnderlichen, wird die Differenzierbarkeit einer Funktion moglichst
anschaulich motiviert. Unterschiede zwischen den Differenzierbarkeits-
begriffen werden zwar angesprochen, in der Regel werden aber alle
Funktionen als “hinreichend gut” angenommen. Ansonsten ist der
Aufbau wie in den Kapiteln 11, 12, 18 und 19 kanonisch.

Kurvenintegrale und die Integralrechnung im R"™ werden in den
Kapiteln 18 und 19 vorgestellt, wobei auch hier technische Feinheiten
deutlich reduziert werden. So kann der Integralbegriff als Riemannsches
Integral auf quadrierbaren Mengen sehr schnell ohne mafitheoretische
Betrachtungen eingefithrt werden. Betont werden dagegen der Satz
von Fubini und der Transformationssatz als konkrete Hilfsmittel zur
Berechnung von Integralen.

Wird in Teil VIII der Vorlesung der Gauflsche Integralsatz zusam-
men mit dem Flidchenbegriff im R? noch relativ ausfiihrlich behandelt,
so wird der Integralsatz von Stokes lediglich skizziert.

Die elementaren Betrachtungen zur Funktionentheorie bilden einer-
seits als Teil IX eine unabhéngige Einheit, die fiir sich genommen als
eigenstindiges Element der Analysis anzusehen sind. Andererseits sind
sie genau dieser Stelle zum Versténdnis des Folgenden einzufiigen.

Integraltransformationen werden im zehnten Teil diskutiert. Dabei
wurde das Kapitel Fourier-Reihen bewusst so weit hinten platziert,
um die Fourier-Transformation unmittelbar auf den diskreten Fall
zuriickfiihren zu konnen. Besonderer Wert ist dabei darauf gelegt, un-
zuldssige Vertauschungen von Grenzwerten zu vermeiden, die leider in
der Literatur zur Ingenieurmathematik oft zu finden sind. Gleichzeitig
bietet Kapitel 27 die Gelegenheit, zahlreiche analytische Konzepte
anzuwenden und zu vertiefen. Aus Zeitgriinden wurde dahingegen das
Kapitel 28 zur Laplace-Transformation relativ knapp gehalten.
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Den Abschluss bildet die systematische Diskussion von Anfangs-
wertproblemen. Hier ist der Banachsche Fixpunktsatz als Einstieg
gewahlt, um in Kapitel 30 als Anwendung den Satz von Picard-
Lindelof in seiner einfachsten Form préasentieren zu konnen. Einige
einfache Differentialgleichungen und die benétigten Rechentechniken
sind schliellich noch ebenso vorzustellen wie die Grundlagen der
numerischen Aspekte in Kapitel 32.

Die Verteilung des Stoffes auf vier Semester siecht wie folgt aus: Im
ersten Semester konnen die Kapitel 1-8 behandelt werden, das zweite
Semester schliet mit Kapitel 15. Der Einschub zur Funktionentheorie
ist als letzter Teil des dritten Semesters gedacht, die restlichen Kapitel
werden im (verkiirzten) vierten Semester behandelt.

Zur dufleren Form sei festgehalten: Die farblichen Hinterlegungen
im Text sollen die Orientierung erleichtern: Neu auftauchende Begriffe
im laufenden Text sind blau gekennzeichnet, besonders betont sind
die roten Bemerkungen. Definitionen, Sdtze etc. sind komplett her-
vorgehoben. Die Darstellung ist streng strukturiert, damit wichtige
Fakten nicht im laufenden Text untergehen. Dies erleichtert gerade
Studierenden in den ersten Semestern den Uberblick, zumal auch das
Nachschlagen wesentlich erleichtert wird. Zum gleichen Zweck sind die
Hinweise in den Kapiteliiberschriften als Alternative zu einem Index
gedacht.

Die historischen Daten sind iiberwiegend den Lehrbiichern von
Ansorge und Oberle entnommen, die als Begleitmaterial ebenso
empfohlen werden wie die von Bérwolff, Burg/Haf/Wille und Hoff-
mann,/Marx/Vogt.

Das vorliegende Manuskript befindet sich zur Zeit in der Uberarbei-
tung. Hinweise auf Fehler oder Unstimmigkeiten sowie weitere Anre-
gungen jeglicher Art sind ausdriicklich erwiinscht.






Teil 1

Grundlagen






Kapitel 1

Aussagen, Mengen und Funktionen

Zu Beginn miissen die mathematische Sprache und die mathematischen
Grundregeln festgelegt werden.

1.1 Aussagen (wahre und falsche; logische Operationen; Quantoren)

Als Aussagen werden Sétze bezeichnet, denen man einen der beiden
Wahrheitswerte wahr oder falsch zuordnen kann. Bezeichnet weiter
w(A) den Wahrheitswert einer Aussage A, so gilt per definitionem

w(A) =0 genau dann, wenn gilt: Aussage A ist falsch ;
w(A) =1 genau dann, wenn gilt: Aussage A ist richtig .

Aussagen konnen durch logische Operationen verkniipft werden.
Sind A und B zwei Aussagen, so schreibt man:

—A  “nicht A” (Negation);
ANB “Aund B” (Konjunktion);
AV B  “Aoder B” (Disjunktion);
A= B “aus A folgt B” (Implikation);
A< B “Asquivalent zu B” (Aquivalenz).

Es entstehen neue Aussagen, deren Wahrheitswert durch die folgende
Tabelle definiert ist:

w(A) w(B) w(—-A) w(ANB) w(AVB) w(A= B) w(A< B)
1 1 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1 0
0 0 1 0 0 1 1
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Bemerkungen.

i) AV B ist also als “nicht-ausschlieendes oder” zu verstehen (und
nicht als “entweder ...oder”).

i1) Ist A falsch, so ist die Aussage “aus A folgt B” immer richtig.
iii) Mit obiger Tabelle verifiziert man (als Ubung)
(A= B) & (-B=-A).

iv) Ein mathematischer Satz ist eine Implikation A = B. Hierbei ist
A die Voraussetzung und B die Behauptung. Ein direkter Beweis
wird in Form eines Kettenschlusses gefiihrt:

A=Ay= A1 => A= ---=A,=B.

Der Doppelpunkt hinter dem ersten Gleichheitszeichen besagt da-
bei, dass Ay per definitionem gleich A ist.

SchlieBlich sind Aussageformen (oft ebenfalls als Aussagen bezeich-
net) Aussagen, die von Variablen abhédngen, eine Aussageform in den
Variablen x und y ist beispielsweise

Alr,y) e la?+y°=1.

Dann ist A(0, 1) wahr, A(1,1) ist dagegen falsch.

Man benutzt die Quantoren:

Ve @ A(x)  “fir alle z gilt A(z)”;
dr @ A(x)  “es gibt (wenigstens) ein z, sodass A(x) wahr ist”;

Az . A(z) “es gibt genau ein x, sodass A(x) wahr ist”.

1.2 Grundbegriffe der Mengenlehre (Mengenalgebra)

92

Die “naive”? Vorstellung des Mengenbegriffes geht auf Georg Cantor?

zuruck:

!Das Zeichen :< bedeutet: Die Aussage auf der linken Seite ist per definitionem Aquivalent zur
Aussage auf der rechten Seite.

2 Auf eine Diskussion der Axiomatik sei hier verzichtet.

3G. Cantor, 1845-1918; Berlin, Halle.
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Definition 1.2.1
Fine Menge A st eine Zusammenfassung von wohl be-

stimmten und wohl unterschiedenen Objekten (den Ele-
menten der Menge) zu einem Ganzen.

Schreibweisen.

i) x € A: z ist Element der Menge A;
i1) x ¢ B: x ist kein Element der Menge B;

i) A = {z,y,2,...} = {z,y,x,... }: Aist die Menge, die aus den
Elementen z, y, z, ...besteht (explizites Auflisten) — dabei spielt
die Reihenfolge keine Rolle.

iv) A ={x: z hat die Eigenschaft F'}
(A ={y: y hat die Eigenschaft E'}):
A ist die Menge aller Elemente, die die Eigenschaft E haben.

Beispiele.
i) A=1{1,2,3} = {n: n ist eine natiirliche Zahl* kleiner als 3.}.
it) A=N=1{1,2,3,...} = {n: nist eine natiirliche Zahl.}.

ii7) Die leere Menge () ist die Menge, die kein Element enthilt®.

Beziehungen zwischen Mengen?
Definition 1.2.2

Es seien A und B zwei Mengen.

i) A= B < A und B haben dieselben Elemente.

it) A C B :& Jedes Element von A gehort zu B
(A ist Teilmenge von B).

4Was ist das eigentlich?
°Die Existenz der leeren Menge gehort zur Axiomatik ebenso wie die Diskussion der Menge aller
Mengen.



6 Kapitel 1. Aussagen, Mengen und Funktionen

Beispiel. Gleichheit von A und B iiberpriift man in der Regel mittels
der beiden Teilmengenrelationen A C B und B C A. Ist etwa

A = {Dreiecke D : D ist rechtwinklig und beide Katheten haben
die Lénge 1},

B := {Dreiecke D : D hat zwei 45 Grad Winkel und die langste
Seite hat die Liange v/2} |

so schliefft man: Ist D € A, so folgt (da beide Katheten gleiche Lénge
haben), dass D zwei 45 Grad Winkel haben muss. Aus dem Satz des
Pythagoras® folgt weiter, dass die lingste Seite die Linge v/2 hat, also
gilt A C B.

Ist umgekehrt D € B, so folgt (Winkelsumme im Dreieck ist 180
Grad), dass D rechtwinklig ist. Die ldngste Seite ist die Hypotenuse
(nach Annahme von der Linge v/2), die Katheten haben gleiche Linge
(zwei 45 Grad Winkel), nach dem Satz des Pythagoras sind sie von der
Lange 1. Also B C A und somit auch A = B.

Wie kann man mit Mengen operieren? (Mengenalgebra)

Definition 1.2.3

Es seien A und B zwei Mengen. Dann sind i) die Ver-
einigung, 1) der Durchschnitt, iii) die Differenz, i) das
kartesische Produkt und v) die Potenzmenge definiert als

i) AUB ={zx: €A V x€ B};
ANB:={x: z€ A N z € B};
A-B:={zx: 2€A N z¢ B};
Ax B:={(a,b): a€ A N b€ B};
P(A) = {X: X C A}

111

1V

i)
)
)
)

(V)

SPythagoras, um 570 v. Chr.; Samos.
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Bemerkungen.

i) Veranschaulicht werden diese Beziehungen und Operationen in so
genannten Venn-Diagrammen.

ACB B q.a A¢B

ANB A-B

Abbildung 1.1: Venn-Diagramme.

i1) Das kartesische Produkt ist intuitiv als geordnetes Paar geschrie-
ben. Es gilt (a,b) = (¢,d) < (a = cund b = d).

Ax B

A

Abbildung 1.2: Veranschaulichung des kartesischen Produktes.

i11) Die Potenzmenge ist eine Menge von Mengen.
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iv) Die Differenz A — B heifit auch das Komplement von B in A.
Andere Schreibweisen: C4 B, A\B.

v) Zwei Mengen heilen disjunkt, falls AN B = ().

v1) Vereinigung, Durchschnitt und kartesisches Produkt lassen sich un-
mittelbar auf mehrere Mengen verallgemeinern, Notation:

= A1UA2U"'UAn;

J A

k=1

(VAr = AinAyn---NAy;
k=1

HAk = A X Ay XX A, .
k=1

vii) Beispielsweise werden im dreidimensionalen Euklidischen” Raum®

R x R x R die Koordinaten eines Punktes x(©) als geordnetes Tupel
(20, 4O 20 oder (azgo),xgo), .CCéO)) bezeichnet, die Achsen werden
entsprechend mit x, y, z oder x1, x9, x5 beschriftet. Die Achsen
sind dabei in der Regel wie Daumen, Zeige- und Mittelfinger der
rechten Hand angeordnet (vgl. Abbildung 1.3).

X3

(21", 25", 23”)

T2

X1

Abbildung 1.3: Der dreidimensionale Euklidische Raum.

In der Raum-Zeit-Darstellung erhdlt man (n = 4) das Tupel
(2®, 4O 20 40))

"Euklid, um 300 v. Chr.; Alexandria.
8R wird auch noch definiert.
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viit) In den Ubungen werden die Kommutativgesetze, das Assoziativ-
gesetz, das Distributivgesetz und die Regeln von DeMorgan disku-
tiert.

ix) Man vereinbart A x ) =0 x B = 0.

1.3 Funktionen (injektiv; surjektiv; bijektiv; Umkehrabbildung; Ver-

kettung)

Die Beschreibung von Vorgdngen in der realen Welt erfolgt mittels
Funktionen (auch Abbildungen genannt).

Definition 1.3.1

Fine Abbildung f von einer Menge A in eine Menge B
ordnet jedem FElement x aus A genau ein Element y aus
B zu. Notation:

fr A=B, y=f(r),
oder auch
f: Az f(z)e B.

A heifit der Definitionsbereich, B der Bildbereich und
y = f(x) der Bildpunkt des Urbildes x unter f.

Abbildung 1.4: Eine Abbildung zwischen zwei Mengen.
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Bemerkungen.

i) Zwei verschiedenen Punkten z; und x5 aus A kann durchaus der-
selbe Bildpunkt zugeordnet werden. Dann gilt f(x1) = f(x2). An
zwei Raumpunkten kann etwa die gleiche Temperatur herrschen.
Am selben Ort kénnen aber nicht unterschiedliche Temperaturen
herrschen (deshalb “genau ein” in der Definition).

i1) Es miissen nicht alle Punkte aus B Bildpunkte sein, Beispiel: f:
N — N, f(n) = 1°. Notation:

f(A) =Bid(f)={f(z): z€ A} CB.

iii) © € A bezeichnet man auch als Argument oder unabhéngige Va-
riable von f, die Menge der geordneten Paare

{(z, f(z)) : z €A}
heifit der Graph von f.
[z, 22)

X2

X1

Abbildung 1.5: Der Graph einer Funktion.

Beispiele.
i) f+ A— A, f(z):=x Vz e A (die Identitdt Id(A) von A).

it) fr A — B, f(z) == b Vo € A mit fixiertem b € B (konstante
Abbildung).

9Das bedeutet: f(n) =1 Vn € N.
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fl@) == fl@)=1b

xT xT

Abbildung 1.6: Identitéit und konstante Abbildung.

i11) Kein Graph ist aber die Menge GG aus Abbildung 1.7, da es Punkte
x € A gibt, iiber denen mehrere Punkte liegen. Die Menge G4 aus
Abbildung 1.8 ist ebenfalls kein Graph, da es Punkte x € A gibt,
iber denen gar kein Punkt aus G» liegt.

Ax B
J—
G

1

A

Abbildung 1.7: Kein Graph.

Ax B

Bl G T

2

A

Abbildung 1.8: Kein Graph.
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Definitions- und Bildbereich sind wesentliche Bestandteile einer Ab-
bildung, beispielsweise hingt die folgende Definition stark davon ab:

Definition 1.3.2
Es sei f eine Abbildung von A nach B. Dann heifst f

i) injektiv, falls aus x1, x5 € A mit x1 # x9 folgt
f(xl) 7& f(xQ);-

i1) surjektiv, falls jeder Punkt von B ein Bildpunkt ist,
d.h. bild f = B;

ii1) bigektiv, falls f sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

Ist f bijektiv, so existiert die Umkehrabbildung f=1, de-
finiert via f~': B — A,

i y) == fir y=flz).

Beispiele.

i) Die Umkehrabbildung ist in Abbildung 1.9 veranschaulicht.

Abbildung 1.9: Zur Umkehrabbildung.

Nach Voraussetzung (bijektiv) existiert zuy; € B genaueinz; € A
mit y; = f(x1) und man setzt f~1(y;) 1= 1.

it) fi R —{y €R: y >0}, z+— 27 ist surjektiv aber nicht injektiv.

iii) f:{r €R: >0} = {y€R: y >0}, z+— 22 ist bijektiv.
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i) f: R — R, z — 2?2, ist weder injektiv noch surjektiv.

Schliefllich konnen Funktionen in natiirlicher Weise verkettet werden:

Definition 1.3.3

Sind drei Mengen A, B, C' und sind zwei Funktionen f:
A— B und g: B — C gegeben, so heifst die Abbildung

gof: A—=C, (gof)z):=g(f(r)
die Hintereinanderschaltung (Verkettung) von f und g.

Beispiele.

i) Die Verkettung wird in Abbildung 1.10 verdeutlicht.
/ g

gof

Abbildung 1.10: Zur Verkettung von Abbildungen.

it) Ist f: A — B bijektiv, so gilt (f 1o f)(x) = z fiir alle x € A (siehe
Definition 1.3.2).
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Kapitel 2

N, Z, Q, R

2.1 N ) 7, (Gruppen; vollstindige Induktion; Kombinatorik; Primzahlen;

abzihlbar unendliche Mengen)

Das Begriff der natiirlichen Zahlen N ist intuitiv bekannt, sie sind im
Wesentlichen® charakterisiert durch die Existenz einer “Nachfolgeabbil-
dung”:

i) 1 ist eine natiirliche Zahl;

i1) zu jeder natiirlichen Zahl n gibt es eine nachfolgende natiirliche
Zahl (n +1).

1 2 3 4

Abbildung 2.1: Zur Nachfolgeabbildung.

Die natiirlichen Zahlen N = {1,2,3,...} sind also per definitionem
mit einer Addition + versehen

Problem. Zu gegebenen n, m € N ist die Gleichung

m-+z=n

!Genauer: Die natiirlichen Zahlen sind durch die Peano-Axiome gekennzeichnet (G. Peano, 1858-
1932; Turin). (1)1 e N; (2)neN=(n+1)eN;B)n#m=(n+1)#(m+1); 49) neN=
n+1# 1; (5) fiir jede Teilmenge A C N gilt: (1€ A) A (Vn:[n€ A= (n+1) € A]) = A=N.

15
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nicht immer in N I6sbar (eine Subtraktion wird bené6tigt). Die Losungen
solcher Gleichungen erweitern N auf die ganzen Zahlen Z:?

Z={.,6-3,-2,-1,0,1,2,3,...} .

Die ganzen Zahlen haben eine besondere Struktur: (Z,+) ist eine
kommutative (oder Abelsche)?® Gruppe, d.h. es gelten die folgenden Re-
chenregeln:

Definition 2.1.1
Unter einer Gruppe (G,o) versteht man eine Menge G
versehen mit einer Verkniipfung o, die jedem geordneten
Paar von Elementen g, und go aus G ein Element g; 0 go
aus G (Abgeschlossenheit) zuordnet, sodass die folgenden
Regeln gelten:

i) Es gibt genau ein neutrales Element e € G, sodass
fiir alle g € G

eog=goe=gyg.

it) Zu jedem g € G existiert genau ein Element g € G
(inverses Element) mit

gog=gog=e.
iii) Fir alle g1, go, g3 aus G ist (Assoziativgesetz)
gro(g2093) =(91092) 0 g3 .

Fine Gruppe heifst kommutativ (oder Abelsch), falls
zusdtzlich gilt: Fiir alle g1, go aus G ist

gi1©99g2 =g204g .

2Genauer: Vergleiche Axiomatik aus Paragraph 2.3.
3N.H. Abel, 1802-1829; Berlin, Paris.
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Bemerkungen.

i) Im Fall (Z,+) ist in Definition 2.1.1 G durch Z und o durch + zu
ersetzen, man erhélt wohl bekannte Rechenregeln.

i1) Das neutrale Element e ist in diesem Fall die 0.

i71) Das inverse Element Z einer ganzen Zahl z wird als —z bezeichnet
(Schreibweise: m + (—z) = m — z). Die (eindeutige) Losung der
Gleichung m + z = n ist z = —m + n.

iv) Auch in den Anwendungen treten zahlreiche Beispiele unter-
schiedlicher Gruppen auf (Symmetriegruppen, Transformations-
gruppen, Permutationsgruppen .... Welche Eigenschaften sollte
man von Symmetrieoperationen erwarten?).

Die natiirlichen Zahlen (Z ebenso) sind zudem mit einer Multiplika-
tion* versehen, als Abbildung geschrieben:

- NxN> (mn)—»m-neN

(der Malpunkt wird oft weggelassen). Es gelten die bekannten Rechenre-
geln. Zudem gibt es eine Ordnungsrelation® “<” mit den Eigenschaften

i) n <n+1 (nkleiner als n + 1);

i1) je zwei ganze Zahlen m, n sind vergleichbar, d.h.: Entweder gilt
m < n oder n < m oder m = n (“kleiner gleich”, “grofler”, “grofler
gleich”: m<n:< m<noderm=nm>n:&n<m,m2>n
= n < m).

Eine wesentliche Eigenschaft von N ist: Eine Teilmenge von N, die
die 1 enth&lt und mit jedem Element auch dessen Nachfolger, ist not-
wendig gleich N. Auf dieser Eigenschaft basiert das Beweisprinzip der
vollstandigen Induktion. Es erinnert an eine Reihe von Dominosteinen,
die so aufgestellt sind, dass, wenn irgendein Stein féllt (etwa der mit der
Nummer n), auch der nachfolgende (also mit der Nummer n + 1) fallt
(Induktionsschluss). StoB8t man den ersten Stein an (Induktionsanfang),
so werden alle Steine fallen.

4Prizise Einfithrung in Paragraph 2.3.
°Prizise . ...
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Satz 2.1.1 (Prinzip der vollstindigen Induktion)

Es seing € N (meist ng = 1). Fir jede natirliche Zahl
n > ngy sei eine Aussage A(n) gegeben. Alle Aussagen
A(n), n > ng, sind wahr, wenn man zeigen kann:

i) Induktionsanfang: A(ng) ist richtig.

i1) Induktionsschluss: Ist n > nyg, so folgt aus der Hy-
pothese “A(n) ist wahr”, dass auch A(n + 1) wahr
15t.

Beispiel. Behauptung. Es gilt fiir beliebiges n € N

1
1+2+3+4+---+n:% k
Beweis. Fiir Zahlen a,,, ..., a, € N (spéter analog aus R) vereinbart

man die Notation
n
Zak ‘=am+ - +a, (Summe von a,, bis a,, m < n)

k=m

(>or_, ar =0 falls m > n). Die Aussage A(n), die fiir beliebiges n mit
dem Induktionsprinzip zu beweisen ist, lautet mit dieser Notation

Induktionsanfang: Die Aussage A(l), ist offensichtlich wahr:
1
(1+1)
Sok=—y
k=1

Induktionsschluss (A(n) = A(n+1)): Man nehme nun an, dass A(n)
fiir ein n (beliebig aber fest) wahr ist. Was folgt dann fiir A(n +1)7

5In N miisste man streng genommen zeigen: 2(1 +2+3+4+---+n) =n(n+1).
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n+1 n
Yk o= >k +(n+1)
k=1 k=1

=n(n+1)/2 da A(n) nach Annahme wahr ist

1 1 2
= —”(”; )t (n+1) = (n+1)(5+1) = U )2(’” ).
Das ist genau die Aussage A(n + 1), die also automatisch richtig ist,
falls A(n) richtig ist.

Nach dem Induktionsprinzip ist die Behauptung bewiesen. ]

Mit Hilfe der vollstédndigen Induktion kénnen insbesondere viele Aus-
sagen aus der Kombinatorik gezeigt werden.

Frage 1: Wie viele Teilmengen hat eine n-elementige Menge?

Satz 2.1.2 7

Fine n-elementige Menge A = {ay,...a,} besitzt 2" ver-
schiedene Teilmengen (Die Potenzmenge P(A) hat 2"
FElemente).

Beweis durch vollstindige Induktion.

Induktionsanfang (n = 1): Eine Menge bestehend aus einem
Element, A = {a;}, hat zwei Teilmengen, namlich ) und {a;}. Der
Induktionsanfang ist demnach richtig.

Induktionsschluss (A(n) = A(n + 1)): Es sei nun als richtig ange-
nommen, dass eine n-elementige Menge 2" Teilmengen hat. Zu zeigen
ist: Eine (n + 1)-elementige Menge, A = {ay,...a,41}, hat 271 Teil-
mengen.

Dazu teilt man die Teilmengen von A (die Potenzmenge) in zwei
Klassen (Teilmengen) K7 und Kj:

T€K11@Qn+1¢T, TEKQZ@@WHET.

TN =92.2.....2,
—_—

n
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Beispiel. Ist A = {1,2,3}, so sind

TeK,: 0, {1}, {2}, {1,2},
TeKy: {3}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3}.

Fortfiihrung des Beweises. Es besteht K; aus den Teilmengen von
A" :={ay,...,a,}, entsprechend hat K; nach Induktionsannahme 2"
Elemente.

Ist T aus Ks, so sieht T wie folgt aus:®

T = {ail,...aik,anﬂ} =B U {an+1} , BC A

Da B eine beliebige Teilmenge aus A’ sein kann, hat auch K insgesamt
2" Elemente.
Die Klassen K7 und K5 haben offensichtlich keine Mengen gemein-

sam, es ergeben sich genau wie behauptet 2" 4 2" = 2"*! Teilmengen
von A. O

Frage 2: Wie viele Moglichkeiten gibt es im Fuf3balltoto?

Ein Spieltag von 11 Spielen kann als geordnetes Tupel der Lénge 11 auf-
gefasst werden, fiir jeden Eintrag gibt es drei Moglichkeiten. Nach dem
folgenden Satz kann man den Tippschein auf 3'' = 177147 verschiedene
Arten ausfiillen.

Satz 2.1.3

Es sei A eine Menge mit n Elementen. Dann gibt es n”

verschiedene geordnete k-Tupel (ay,as,...,ar) von Ele-
menten a; € A, 7 =1,...,k.

Beweisidee. Fixiere n, Induktion nach & (Ubungsaufgabe). L]

Sprechweise. Das Tupel (aq,...,a;) aus Satz 2.1.3 heifit eine k-
Variation von n Elementen.

Im letzten Beispiel wurden geordnete Tupel betrachtet:

8i; € {1,2,...n} fir 1 <j <k;i; <ijqq firl <j<k.
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Frage 3: Was ist mit Vertauschungen innerhalb eines Tupels?

Sprechweise. Eine Vertauschung innerhalb eines Tupels nennt man
Permutation. Zu (1,2,3) gibt es beispielsweise die 6 Permutationen

(1,2,3), (1,3,2), (2,3,1), (2,1,3) (3,1,2), (3,2,1) .

Satz 2.1.4 °
Es qgibt
n
nl=]]k=1-2-3--- n
k=1

Permutationen des n-Tupels (1,2,3,...,n) (bzw. von
(a1,a,as,...,a,)  mit  paarweise  verschiedenen
15050y an).

Beweisidee. Induktion: Wie viele Permutationen mit “a,y; an erster
Stelle”, “a,.1 an zweiter Stelle” etc. gibt es dabei nach Induktionsan-
nahme? ]

Beispiel. Aus einer Urne mit n nummerierten, ansonsten aber glei-
chen Kugeln werden m < n Kugeln gezogen und herausgelegt. Wie
viele unterschiedliche Moglichkeiten gibt es, falls die Reihenfolge der
Ziehungen keine Rolle spielt? Die Anzahl der Mdoglichkeiten ist gleich
der Anzahl m-elementiger Teilmengen von {1,...,n} (m Nummern
der gezogenen Kugeln sind anzugeben).

Ist 1<m<mn,sogbtesn-(n—1)---- (n —m + 1) verschiedene
m-Tupel der Zahlen 1, 2, ..., n mit paarweise verschiedenen Elementen
(analog zu Satz 2.1.4; man iiberlege sich ein Beispiel).

Man teilt diese Tupel so in verschiedene Klassen ein, dass die Tupel
in einer Klasse sich nur in der Reihenfolge der Eintragungen unterschei-
den, jede Klasse entspricht damit einer m-elementigen Menge.

9Sprechweise: n-Fakultit; Vereinbarung: 0! := 1; II: Produktzeichen.
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Nach Satz 2.1.4 besteht jede Klasse aus m! Tupeln, es gibt somit
n-mn-—1----(n—m+ 1)/m! Klassen und damit m-elementige
Teilmengen.

Zusammenfassend ist gezeigt:

Korollar 2.1.1 1Y
Es gibt zu 1 <m <n

(n —m)! - m!
m-elementige Teilmengen einer n-elementigen Menge.

Die natiirlichen Zahlen (Z) heiflen Binomialkoeffizi-

enten.

Fiir das Rechnen mit Binomialkoeffizienten beachtet man, dass nach

Definition gilt ( g ) = ( Z ) = 1. AuBerdem folgt mit der Konvention

( nlz ) = 0 falls [ < m die Rekursionsformel (m, n € N, 1 <m < n)

(Z) + (mn—l ) - m!(nni T (m—l)!(gl—m+1)!

nln+1—m)+nm
ml(n+1—m)!

nl(n+1—m+m)
ml(n+1—m)!

(n+1)!
ml(n+1—m)!

_ (n;l).

100hne Kommentar wird hier dividiert. Man beachte aber, dass die resultierenden Objekte natiirli-
che Zahlen sind.
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Damit konnen die Binomialkoeffizienten leicht mit Hilfe des Pascal-
schen!! Dreiecks bestimmt werden (vgl. Abbildung 2.2).

1

1 1
1 2 1
1 3 3 1
N/
1 4 6 4 1
N/

10

Abbildung 2.2: Das Pascalsche Dreieck.

Eine wichtige Folgerung ist der binomische Lehrsatz, der mit der
Rekursionsformel und vollstéandiger Induktion bewiesen wird.

Satz 2.1.5 (binomischer Lehrsatz)
Fiir alle Zahlen a, b (auch reelle oder komplexe Zahlen)
und fir alle n € N gilt

(a+b)”—i(2)a""fb’f.

k=0

Als weitere Anwendung der vollstdndigen Induktion sei noch kurz
auf die Primzahlen eingegangen:

Definition 2.1.2

Fine natiirliche Zahl m € N heifst Teiler von n € N, falls
es etn k € N gibt mit n=m - k. Ist n > 1 und besitzt n
aufler n, 1 keine Teiler, so heifst n eine Primzahl.

Eine wesentliche Eigenschaft von Primzahlen ist

1B, Pascal, 1623-1662; Paris.
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Satz 2.1.6

Jede Zahln € N, n > 2, ldsst sich als Produkt von Prim-
zahlpotenzen schreiben:

_ N ) T'k
n_pl.pQ.....pk.

Dabeiistk € N, firj =1, 2,... .k sind die p; Primzahlen
und r; € N.

Beweis. Vollsténdige Induktion. ]

Schliefllich noch die

Sprechweise. Eine Menge A, die gleichméchtig wie N ist, heifit abzéhl-
bar (unendlich), d.h.: Es existiert eine bijektive Abbildung (Bijektion)
®: N — A, mit anderen Worten: Die natiirlichen Zahlen und die Ele-
mente der Menge A kénnen eineindeutig einander zugeordnet werden.

2.2 Q (Korper; indirekter Beweis)

Die Gleichung m + z = n fiir gegebene m, n € N motiviert die Er-
weiterung der natiirlichen Zahlen auf die ganzen Zahlen. Analog ist fiir
gegebene z, w € Z die Gleichung

Z-q=w
i.A. nicht in Z lésbar (eine Division wird benotigt). Man erweitert daher
7 auf die Menge der rationalen Zahlen Q:!'?
Q:= {q: q:T:m-n_l, m € 2, nEN}.
n

Hier spielt zusétzlich die Multiplikation bei der Definition eine be-
sondere Rolle, als spezielle Struktur ist festzuhalten: (Q,+,-) ist ein
Korper, d.h. es gelten die Rechenregeln aus Definition 2.2.1.

12\Wieder sei auf Abschnitt 2.3 verwiesen.
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Definition 2.2.1

Unter einem Korper (K,+,-) versteht man eine Menge K
versehen mit einer Addition + und einer Multiplikation
-, sodass qilt:

i) K ist bzgl. der Addition eine kommutative Gruppe
mit neutralem Element (Nullelement) 0.

it) K—{0} ist bzgl. der Multiplikation eine kommutative
Gruppe mit neutralem Element (Finselement) 1.

iti) Fiir alle a, b, ¢ aus K gilt (Distributivgesetz):

a-(b+c) = a-b+a-c,

Vereinbarung: Punkt— vor Strichrechnung

Bemerkungen.

i) Punkt i) der Definition 2.2.1 ist vollig analog zu der Aussage
“(Z,4) ist kommutative Gruppe” (siehe Definition 2.1.1 und die
anschliefenden Bemerkungen).

i1) Zusitzlich ist eine ebenfalls analoge Gruppeneigenschaft bzgl. der
Multiplikation gefordert, wobei das neutrale Element bzgl. der
Multiplikation suggestiv als 1 bezeichnet wird (¢ -1 = q).
Das inverse Element einer rationalen Zahl ¢ bzgl. der Multiplika-
tion wird als ¢~! oder % bezeichnet (£ = 1).
Zur 0 (neutrales Element bzgl. der Addition) gibt es kein inverses
Element, deshalb kann lediglich K — {0} eine Gruppe bzgl. der
Multiplikation sein.

iii) Die (eindeutige) Losung der Gleichung z - ¢ = w fiir gegebene
240, w € Qist ¢g=z"'w.

iv) Typische Beispiele anderer Korper sind R (vgl. Paragraph 2.3)
oder C (vgl. Kapitel 7). Ein weiteres Beispiel wird in den Ubungen
diskutiert.
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v) Die Anordnungsrelationen iibertragen sich auf Q.

Natiirlich enthélt @Q viel mehr Elemente als N, ist Q aber auch
méchtiger als N7 Mit anderen Worten:

Frage: Ist Q abzahlbar unendlich?

Nach Abbildung 2.3 lautet die

Antwort: Ja, d.h. N, Z und Q sind gleichméchtig.

-2 = -1 0 — 1 2 — 3

ﬁ ¢ ﬁ ¢
N ORI O
—2/3 —= -1/3 —= — 1/3 —= 2/3 @

Abbildung 2.3: Q ist abz#hlbar.

Man kann Q wie angedeutet durchnummerieren, wobei die rot umkrei-
sten Briiche nicht mitgezéhlt werden, da sie bereits vorgekommen sind.
Beispielsweise erhélt man in dem Schema aus Abbildung 2.3 fiir —2/3
die Nummer 7.

Bemerkung. Allgemein gilt: Die Vereinigung von abzihlbar vielen
abzéhlbaren Mengen ist abzéhlbar.

Um zu zeigen, dass in den rationalen Zahlen die Gleichung ¢*> = 2
nicht l6sbar ist, dass also noch die reellen Zahlen einzufiihren sind,
benutzt man eine weitere Beweismethode, den indirekten Beweis.
Dabei wird das Gegenteil der Behauptung angenommen und daraus
ein Widerspruch hergeleitet.
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Behauptung. Es gibt keine rationale Zahl ¢ mit ¢ = 2.

Beweis. Angenommen es gibt doch eine solche rationale Zahl, so schrei-
be man diese als ¢ = m/n, wobei m und n teilerfremd gewahlt werden
konnen (kiirzen!). Aus der Annahme

2
(@) —9
n
folgt: m? = 2-n? ist eine gerade Zahl, also ist auch m selbst eine gerade
Zahl, d.h. fiir ein £ € N gilt m = 2- k. Setzt man dies ein, so ergibt sich
4-k*=2-n*, alsoauch n*=2-k*.

Damit ist n? gerade, dies impliziert: n ist gerade.

Wenn m und n gerade sind, dann haben sie den gemeinsamen Teiler
2, was ein Widerspruch zur Annahme “teilerfremd” ist. ]

2.3 R (Axiomatik; Anordnung; Vollstindigkeit; Rechnen mit Ungleichun-

gen; Lingenmessung; ﬁberabzﬁhlbarkeit)

Als typisches Beispiel dient in diesem Kapitel die kontinuierlich ablau-
fende Zeit. Dabei geht es nicht um die philosophische Frage “Was ist
die Zeit?” sondern darum, welchen grundséatzlichen GesetzméaBigkeiten
die Zeit gehorcht, d.h. nach welchen Spielregeln kann man mit der Zeit
operieren? Diese Spielregeln sollten moglichst

e knapp,
e vollstandig,

e widerspruchsfrei

sein, um anschlieBend Vorhersagen fiir die Zukunft abzuleiten. Man
nennt sie Axiome. Die Axiome sind nicht herzuleiten, sie werden als
grundlegende Aussagen als wahr angenommen.

Betrachtet man die Weg- Zeitabhéngigkeit des freien Falls, d.h.

1
Weg = 3 Erdbeschleunigung - Zeit? |

so miissen geeignete Axiome iiber die Eigenschaften der rationalen Zah-
len hinausgehen, um die Losbarkeit quadratischer Gleichungen zu si-
chern.



28

Kapitel 2. N, Z, Q, R

Vorgegeben werden: Die Axiome der reellen Zahlen.

Es gibt eine Menge R von Elementen, genannt die reellen
Zahlen, die die folgenden Axiome erfiillen.

i) (Algebraische Axiome) Die reellen Zahlen sind ein
Korper.

i1) (Anordnungsaxiome) Es existiert eine Ordnungsrelati-
on “<” (vgl. Paragraph 2.1), die den folgenden Axiomen
genugt:

(a) Aus x < y und y < z folgt © < z (Transitivitét).

(b) Aus ¢ < y folgt v+ 2 < y + z fir alle z € R
(Vertriglichkeit mit der Addition).

(c) Ausx < yund z > 0 folgt -z < y-z (Vertriglich-
keit mit der Multiplikation).

i11) (Vollstandigkeitsaxiom) Jede nicht-leere; nach oben
beschriankte Teilmenge A besitzt eine kleinste obere
Schranke, genannt das Supremum von A, sup A.
Dabei heiflt eine nicht-leere Teilmenge A C R nach oben
beschrankt (bzw. nach unten beschriankt), wenn es eine
Zahl k € R gibt, sodass gilt

<k (bzw. k <z) Vx € A.

Eine Zahl £ & R heifit kleinste obere Schranke
(bzw. grofite untere Schranke) einer nicht-leeren Teil-
menge A C R, wenn sie eine obere (bzw. untere) Schran-
ke ist und wenn es keine kleinere obere (bzw. gréfiere
untere) Schranke gibt.
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Bemerkungen.

i) Die Bedeutung obiger Axiome mache man sich anhand des Bei-
spiels “Zeit” klar.

i1) Die rationalen Zahlen Q sind ebenfalls ein angeordneter Korper,
der aber nicht vollstindig!?® ist. Beispielsweise hat die Menge {q €
Q: ¢ < V/2} keine kleinste obere Schranke in Q. Anschaulich sieht
man das am Zahlenstrahl! (vgl. Abbildung 2.4).

V2¢Q

0 1 2

{reR: z<V2}

%

Abbildung 2.4: Zum Vollsténdigkeitsaxiom.

iti) Die reellen Zahlen umfassen die rationalen Zahlen, im Vergleich
zu den rationalen Zahlen kommenWurzeln und transzendente Zah-
len'® hinzu, es werden so die “Liicken im Zahlenstrahl” gefiillt.

iv) Die Elemente aus R — Q heiflen die irrationalen Zahlen.

v) Rist ein archimedisch!® angeordneter Korper, d.h. zu jedem x € R
gibt es ein n € N, sodass x < n gilt.

vi) Die grofite untere Schranke einer nichtleeren Menge A heifit das
Infimum von A, inf A.

vii) Es wird nicht verlangt, dass das Supremum (Infimum) einer Men-
ge zu dieser gehort. Ist das jedoch der Fall, so spricht man vom
Maximum (Minimum) von A, max A (min A).

viit) Ist A nach oben und unten beschrénkt, so heifit A beschréinkt.

13R. Dedekind, 1831-1916; Géttingen, Braunschweig.

4Die Richtung des Pfeils auf dem Zahlenstrahl symbolisiert die Anordnungsrelation.

5Diese Zahlen sind nicht Losungen einer algebraischen Gleichung. So zeigte etwa Ferdinand von
Lindemann (1852-1939; Erlangen Wiirzburg, Freiburg, Kénigsberg und Miinchen) die Transzendenz
der Kreiszahl 7.

16 Archimedes, um 285 v. Chr.; Syrakus.
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Die Vorstellung, dass der Zahlenstrahl keine “Locher” hat, ent-
spricht dem Intervallschachtelungsprinzip, welches aus dem Vollstéandig-
keitsaxiom folgt. Ein Intervall ist eine Menge der Form (a, b € R mit
a <b)

[a,b] == {x €R: a<xz<b} (abgeschlossen) ;
(a,b] = {xr€R: a<xz<b} (halboffen) ;
la,b) == {x €R: a <z <b} (halboffen) ;
(a,b) = {xr €R: a<xz<b} (offen).

Die Idee des Intervallschachtelungsprinzips ist in Abbildung 2.5 ver-
deutlicht.

R

Abbildung 2.5: Zum Intervallschachtelungsprinzip.

Anschaulich gesprochen bedeutet das: Betrachtet man abzdhlbar un-
endlich viele abgeschlossene Intervalle I,,, die sich enthalten (1,41 C I,
Vn € N), und werden die Intervalle fiir grole n “beliebig klein”, so
existiert genau eine reelle Zahl x im Durchschnitt all dieser Intervalle
(vgl. wieder Abbildung 2.5).

Wie rechnet man mit Ungleichungen und Betrédgen?

Aus den Axiomen folgen Rechenregeln fiir die reellen Zahlen, z.B.:
1) x-0=0;
ii) * <y = —x > —y (analog folgt 271 > y~1);

2>0

) @
)
i) (<Y N z<0)=z-2>y-z
iv)
)

V) (z<yY) Au<v)=c+u<y+uv;
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vi) 0<z<y) AN0<u<v)=z-u<y-w.

Exemplarisch seien die ersten beiden Aussagen bewiesen:!'”

Ad 7): Die Null ist das neutrale Element der Addition, und aus dem
Distributivgesetz folgt
r-0=2-0+0)=z-0+2z-0.

Das inverse Element bzgl. der Addition zu z - 0 ist —x - 0 und man
erhdlt mit dem Assoziativgesetz:

0=2-0—2-0=(-04+2-0)—2-0=2-0+(z-0—2-0)=2-0.

Ad #i): Gilt in der Voraussetzung die Gleichheit, so ist die Aussage
sicher richtig. Es sei also x < y. Aus dem Anordnungsaxiom (b) folgt
(Assoziativitit und Kommutativitéit beachten):

—y=@-z)-y=v+(-r—-y) <y+(-z—-y)
=y+(-y—2)=W-y —r=-x,
also die Behauptung. Die weiteren Regeln sind &hnlich zu zeigen. [
Eine wesentliche Operation in der Analysis'® ist das Messen von

Langen und Abstinden (zunéichst auf dem Zahlenstrahl):

Definition 2.3.1

Der Betrag oder Absolutbetrag einer reellen Zahl x st
definiert als

x falls x>0,
] ==
—x falls x <0 .

Firxz, y € R ist |x—y| der (nicht-negative) Abstand auf
dem _Zahlenstrahl.

"Die erste Aussage beispielsweise klingt absolut trivial, aber folgt sie wirklich, wenn man nur mit
den Axiomen argumentiert?
18Grundaufgabe der Analysis: Untersuchung von Funktionen einer oder mehrerer Verinderlicher.
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2=z —vyl 2 = Abstand zwischen z und y

T—y=-2 0 x=1 y=3

Abbildung 2.6: Zur Abstandsfunktion.

Eigenschaften und Rechenregeln. Fiir alle z, y € R gilt:
i) |z| = 0;
it) |[x| =0 < z = 0;
iti) |z -yl = |=|lyl;
i) |x+y| <|z| + |y| (Dreiecksungleichung);
V) Hx| — \yH < |z — y| (umgekehrte Dreiecksungleichung).

Beweis. Die ersten vier Aussagen sind direkt einsichtig, zum Beweis von
v) beobachtet man (nach iv)):

=l —y+yl<l|lr—yl+lyl = |z|-|yl <|r—y|.
Ebenso gilt
yl=ly—z+z|<|z—yl+lz| = Jyl—lz| <]z -y,
d.h. v) ist richtig. ]

Wie sieht die Verteilung der rationalen und der irrationalen
Zahlen auf dem Zahlenstrahl aus?
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Ohne Beweis sei dazu der folgende Satz angegeben.

Satz 2.3.1

i) Sind x, y € R und gilt x < y, so gibt es eine ra-
tionale Zahl g € Q mit x < q < y. Man sagt: Die
rationalen Zahlen liegen dicht in R.

i) R ist micht abzdhlbar, man sagt auch R ist
tiberabzdhlbar.

Bemerkungen. Anschaulich besagt Satz 2.3.1:

i) Egal wie dicht zwei reelle Zahlen beieinander liegen, dazwischen
liegt immer noch eine rationale Zahl.

i1) Andererseits ist die Menge der rationalen Zahlen verschwindend
klein gegeniiber der Menge der irrationalen Zahlen.



34

Kapitel 2. N, Z, Q, R



Kapitel 3

Reelle Funktionen,
Polynominterpolation

3.1 Reelle Funktionen (Grundbegriffe; Polynome; rationale Funk-

tionen)

In diesem Paragraphen werden einige Grundbegriffe reeller Funktionen
rekapituliert. Dazu sei im Folgenden A C R und f: A — R eine Abbil-
dung von A in die reellen Zahlen.

i) f heiit eine gerade Funktion, falls mit z € A auch —x € A gilt und
falls f(—x) = f(z) fiir alle x € A. (Beispiel: A =R, f(z) = z%.)

i1) f heifit eine ungerade Funktion, falls mit x € A auch —x € A
gilt und falls f(—z) = —f(x) fiir alle x € A. (Beispiel: A = R,
flz) =)

iti) Ein Punkt xy € A heifit Nullstelle von f, falls f(xy) = 0.

iv) Die Funktion f heift nach oben beschrinkt, falls eine Konstante
k € R existiert mit f(z) < k fiir alle x € A (k ist eine obere
Schranke). Die kleinste obere Schranke von f heifit das Supremum
von f, sup,c4 f(x). Existiert ein 2y € A mit

f (o) = sup f(z) ,

€A

so heifit xy ein Maximierer (oder eine Maximalstelle) und f(zg)
das Maximum von f, max,c4 f(z).

v) Die Funktion f heifit nach unten beschrankt, falls eine Konstante
k € R existiert mit f(x) > k fiir alle z € A (k ist eine untere

35
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Schranke). Die grofite untere Schranke von f heifit das Infimum
von f, inf,cq f(x). Existiert ein 2y € A mit

flwo) = inf f(),

so heifit xy ein Minimierer (oder eine Minimalstelle) und f(xo) das
Minimum von f, minge4 f(x).

vi) Die Funktion f heifit beschrankt, falls f nach oben und nach unten
beschréinkt ist.

vii) Ganz wesentlich (und nie zu vergessen!) ist dabei, dass selbst bei
“glatten” Funktionen (ohne “Spriinge” oder “Knicke”) das Supre-
mum oder das Infimum nicht angenommen werden muss, falls die
Funktion auf einem offenen Intervall (oder auf ganz R) definiert
ist. Anders ist die Situation im Fall eines beschrankten und abge-
schlossenen Intervalls (vgl. Abbildung 3.1).

Abbildung 3.1: Zum moglichen Verhalten von Funktionen iiber offenen und abge-
schlossenen Intervallen.

viit) Eine reelle Funktion p,, (mit festen Koeffizienten a; € R, i =0, 1,
2, ..., n (a, #0)),
pn() ::an‘xn+an—l'xn_1+"'+al'x+a07

heiffit Polynom vom Grad n, n € Nj.
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ir) Es seien p,, und ¢, zwei Polynome vom Grad m bzw. n. Es sei
weiter A ;= {z € R: ¢,(z) # 0}. Dann heifit die Funktion r(x) :
A— R,

eine rationale Funktion.

x) Nullstellen von Polynomen, das Horner-Schema zur Auswertung
von Polynomen etc. wurden bereits in den Ubungen diskutiert. Es
sei hier lediglich an Folgendes erinnert: Es ist

pu(z) = an 2" +ap 2"+ dar-x+a

= (x—wx0) [boo1 2" "+ b 2+ b| + By .

Die Koeffizienten by, b1, ..., b,_1 und By ergeben sich dabei durch
Ausmultiplizieren und Koeffizientenvergleich, man sieht, dass B
gerade der Funktionswert p,(xg) ist.

Ein Polynom vom Grad n (p,(xz) # 0) hat also maximal n Null-
stellen. Hat es tatséchlich n Nullstellen 24, ...z, (nicht notwendig
verschieden), so ldsst es sich in Linearfaktoren zerlegen:

() =an - (x —xq) - (x —x2) ... (T —2y) .

3.2 Polynominterpolation (Darstellung nach Lagrange und

Newton; Algorithmus von Neville; Splines)

Beispiele.

i) Auswertung von Messreihen: Eine Grofle y werde in Abhéngig-
keit von x an gewissen Messpunkten ermittelt, es entsteht eine
Messreihe von geordneten Paaren (z;, ;).

Interpolationsproblem: Gesucht ist eine moglichst einfache Kurve
y = f(x), die dieser unbekannten “GesetzméBigkeit” anndhernd
gerecht wird. Man kann beispielsweise versuchen, ein geeignetes
Polynom durch die Messpunkte zu legen.

i1) FEine gegebene Funktion sei (etwa auf einer Rechenanlage) als
Tabelle mit endlich vielen Funktionsauswertungen abgelegt. Wie
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Abbildung 3.2: Eine Messreihe.

kann die Funktion an beliebigen Stellen (moglichst gut) approxi-
miert werden?

Interpolationsaufgabe von Lagrange:

Gegeben seien zu n € N

(n+ 1) paarweise verschiedene Stiitzstellen xg, z1,..., =, ,
(n+1) Werte Yos Yy -y Yn -

Gesucht ist ein Polynom p, von moglichst kleinem Grad mit der
Eigenschaft

pn(z;) =y; firalle i=0,1,..., n. (%)

Bemerkung. Man mochte beispielsweise Messpunkte durch ein Poly-
nom minimalen Grades verbinden.

Y

AL

Abbildung 3.3: Zur Interpolation durch Polynome.
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Satz 3.2.1 !

Es gibt genau ein Polynom vom Grad kleiner oder gleich
n, das den Gleichungen (x) geniigt. Es lautet

n

pn(T) = Zyj'Lj(fU) mit Li(z):= ]]

k=0, k#j

r — Tk
X — Tk

Diese Darstellung heifft die Lagrangesche Darstellung
des Interpolationspolynome p,,.

Beuweis. Siehe Ubungen. [J

Beispiel. Die Daten der Interpolationsaufgabe seien wie in Tabelle 3.1
gegeben.

j‘0123

z| =2 -1 1 2

Tabelle 3.1: Daten einer Interpolationsaufgabe.

Die Aufgabe laute: Man berechne den Wert p3(0) des Interpolati-
onspolynoms ps(z).

Die Losung der Aufgabe ergibt sich aus Tabelle 3.2:

p3(0)=1-(—é)+3-§+(—3)-§+2-(—é):—1.

Bemerkungen.

i) Der Nachteil dieser Methode ist: Die Hinzunahme eines weiteren
Messpaares (2,41, Ynr1) erfordert eine komplette Neuberechnung.

i1) Das Interpolationspolynom ist zwar eindeutig bestimmt, es gibt
aber verschiedene Darstellungen (Schreibweisen) dieses Polynoms.
Mit anderen Worten stellt sich die Frage:

1J.L. Lagrange, 1736-1813; Turin, Paris.
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j L;(z) L;(0)
0 @+ -D@-=2) 1
098 | 6

1 (x+2)(z—1)(x—2) 2
1-(=2)-(-3) 3

5 (x+2)(x+1)(x —2) 2
3.2 (-1) 3

5 (x+2)(x+1)(z—1) 1
4-31 6

Tabelle 3.2: Schema zur Losung der Interpolationsaufgabe nach Lagrange.

Kann das Interpolationspolynom “geschickter” berechnet
werden?

Es werden zunichst Newtonschen? Basisfunktionen eingefiihrt (n € N
fixiert, Stiitzstellen und Werte wie oben):

j—1
NP(@) =1, N"@)=][@-a1). j=12 ..., n.
k=0

Das Interpolationspolynom der Aufgabe von Lagrange soll dann dar-
gestellt werden in der Form:

n

pul@) = a;- N (2)

j=0
mit reellen Koeffizienten ag, a1, ..., a,.
Dazu sei 0 < j < n, 0 < k < n —j und pj; i sei das eindeutig

bestimmte Interpolationspolynom vom Grad < k zu den Stiitzstel-
len/Werten (z,%;), (Tjr1,Yj+1)s -5 (Tjins Yjrn)-

21. Newton, 1643-1727; Cambridge
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Durch die sukzessive Berechnung dieser Polynome soll schliellich
Pn = Don, die Losung der urspriinglichen Interpolationsaufgabe, be-
rechnet werden. Dies geschieht mit Hilfe der dividierten Differenzen:

ylz;] = vy;, j=0,1, ..., n;
YlTivt, 2] —ylTg, . Tipr-1]
YLjyeo. ikl = )
e ] o
i=0 1, ....on—1, k=1,2, ....n—j.

Bemerkung. Man beachte, dass die dividierten Differenzen tatsachlich
sukzessive berechnet werden konnen.

Aus einer Induktion nach k£ und einer Indexverschiebung folgt

Satz 3.2.2 (Interpolationspolynom in Newtonscher Darstellung)
Mit obiger Notation gult:

i) Fir0<j<j+k<n ist

Pijrk = Y& +ylzy Tia] - (T —25) + ...

+ylzj, .. T (@ —x5) .. (T — i) -

it) Das Interpolationspolynom in Newtonscher Darstel-
lung lautet:

pal(T) = Zy[mo, R N;n)(aﬁ) .
=0

Ein Schema zur Berechnung der dividierten Differenzen in der New-
tonschen Darstellung ist in Tabelle 3.3 angegeben. Hierbei ergibt sich
die Spalte mit der Nummer [ + 1 wie folgt: Zwei iibereinanderstehende
Eintragungen aus Spalte [ werden subtrahiert (Vorzeichen beachten),
das Ergebnis wird durch die entsprechende Argumentdifferenz dividiert.
Die Koeffizienten der Newtonschen Darstellung stehen schliefllich oben
in jeder Spalte.
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To 3/[370] = Yo

y[l’o, 1‘1]
T y[%] =l y[$o,w1,xz]
y[xh $2]
Ty | ylra] = v ylwy, 2o, 73]
y[$07$1a s 7xn]
Tp—2 y[xn—2] = Yn—2 y[xn—& Tp—2, xn—l]

y[l‘n—% xn—l]
Tp—1 y[xnfl] = Yn—1 y[ﬂUan, Tn-1, xn]

y[xnfla xn]

Tabelle 3.3: Schema zur Berechnung der dividierten Differenzen in der Newtonschen
Darstellung.

Man beachte, dass bei Hinzufiigen eines neuen Interpolationspunktes
nur eine weitere Schrégzeile berechnet werden muss.

Beispiel. Man betrachte wieder die Daten aus Tabelle 3.1 und berech-
ne p3(0) tiber die Newtonsche Darstellung.

Im konkreten Beispiel ergédnzt Tabelle 3.4 die Tabelle 3.3 nach links,
um die Argumentdifferenzen vor Augen zu haben: In der ersten Spalte
steht der Wert a3 — ¢, in der zweiten findet man die Werte z;o — 25,
Jj =0, 1, in der dritten ;41 —x;, j =0, 1, 2.

Aus dem Schema ergibt sich
5 13
p3(z) = 1-|—2-($+2)—g'($+2)'($+1)+—'($+2)'(ZL’-|-1)-(£L‘—1) :

12
also insbesondere wieder
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Ty = —2
1
3 T =—1
4 2
3 To =1
1
T3 = 2

ylzol =1

ylzi] =3

yloe] = =3

ylos) =2

y[IOJ xl] - 2
y[x17x2] =3
y[m% $3] =9

y[I()v X, :L'Q] - -

y[l'h X, x3] = 8

wlot

]—1_3

ylxo,...] = 5

Tabelle 3.4: Schema zur Losung der Interpolationsaufgabe nach Newton.

Will man (wie in obigen Beispielen) nur die Auswertung des In-
terpolationspolynoms an einer festen Stelle (und nicht das Polynom
selbst) wissen, so ist der Algorithmus von Neville eine geeignete Me-
thode. Anhand des Induktionsbeweises von Satz 3.2.2 wird deutlich:
Mit der Notation (fiir fixiertes x, Interpolationsaufgabe wie oben)

pji(z)

Pjj+k(T)

yj, jZO, 1,...

7n7

= pijre-1(z) + (xr —x5) -

0<j<j+k<n,

ist pn(z) = pon(x) der gesuchte Wert.

Pj+1,j+k (5’7) - pj,j‘l’k*l(x)

Lj+k = Lj

Bemerkung. Wieder wird bei der Berechnung sukzessive vorgegangen.

Z; Yi k= k= k=

2o ==2|yo=poo(0) =1 |po1(0) =5 |po2(0)=3 |pos(0)=—3
vy =—=1]|y =p11(0) =3 |p1200) =0 |pi3(0) = —§

ro =1 |y2=p22(0) = =3 | p23(0) = =8

r3=2 |y3=p33(0) =2

Tabelle 3.5: Schema zum Algorithmus von Neville.
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Wie man den Algorithmus von Neville schematisch angeht, ist in
Tabelle 3.5 anhand des obigen Beispiels dargestellt (Daten aus Tabelle
3.1, gesucht p3(0)).

Es wird spaltenweise vorgegangen:

k=1: p0,1(0)=1+(0+2)-_13_;(1_2):5;
p1,2(0):3+(o_(_1)).1—_3_(—_51’)):0;
p273(0):—3+(0—1)-22%(_13):_8;

p13(0) =0+ (0—(-1)) 2__8(__(1)) — 2 :

5 55
K3 mal0)= 5+ (0 (-2) 5 k=g

Bemerkung. Wieder ist beim Hinzufiigen eines neuen Messpunktes
nur eine Schrégzeile zu ergénzen.

Bemerkung. Ein wesentlicher Vorteil der Polynominterpolation ist
die geschlossene Form, in der die interpolierende Funktion (in diesem
Fall das Polynom) angegeben werden kann. Liegen jedoch sehr viele
Datenpaare (10 und mehr) vor, so wird das interpolierende Polynom
sehr stark oszillieren, wie in Abbildung 3.4 angedeutet ist.

Einen Ausweg im Fall vieler Datenpaare bieten so genannte Splines.
Sind g, x1, ..., z, wieder die Stiitzstellen des Problems (auch Knoten
genannt), jetzt mit xy < x1 < -+ < x,, so konstruiert man auf [z, x]
die zu den Knoten gehorende Spline-Funktion vom Grade £ > 1, d.h. es
wird eine Funktion si(z) konstruiert mit den Eigenschaften:

i) si(z) ist eine “glatte” Funktion (keine “Spriinge” oder “Knickstel-
len”, genauer gesagt: si ist (k — 1) mal stetig differenzierbar);
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Y

T

Abbildung 3.4: Oszillationen bei vielen Datenpaaren.

i1) sg(z) ist auf allen Teilintervallen [x;, z;41],7=0,1, ..., n—1, ein
Polynom héchstens k-ten Grades;

iii) sy ist interpolierende Spline-Funktion zu gegebenen Werten g, 1,
..+, UYn, mit anderen Worten:

sip(x;))=9y; firalle i=0,1, ..., n.

Dabei wird in der Praxis meist mit Spline-Funktionen niedrigen
Grades gearbeitet, etwa k < 3.

In den Abbildungen 3.5 und 3.6 sind zu gleichen Daten bei 10
Stiitzstellen die Losung der Interpolationsaufgabe nach Lagrange und
die Spline-Interpolation dargestellt. Die Auswertung ist mit Hilfe von
“Maple” erfolgt.

Man erkennt deutlich die starken Ozillationen bei der Lagrangeschen
Interpolationsaufgabe (bitte die Skalierung beachten), sobald die An-
zahl der Datenpaare zu grof§ wird.
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Abbildung 3.5: Zur Interpolationsaufgabe nach Lagrange.
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Abbildung 3.6: Zur Spline-Interpolation.
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Folgen, Reihen, Maschinenzahlen

Beispiel 1. (Zifferndarstellung) Intuitiv wird eine Zifferndarstellung
fiir Zahlen benutzt, beispielsweise!

% =03, 7 =3.141592653589... .

Was soll diese Schreibweise jedoch prazise bedeuten, wenn
die Anzahl der Ziffern nicht endlich ist?

Beispiel 2. (vgl. “Achill und die Schildkréte”) A bewege sich mit ei-
ner Geschwindigkeit von 2m/s. In einer Entfernung von 10m vor sich
sieht er B, der sich mit 1m/s nach vorne bewegt. Bezeichnet ¢, die
Zeit des Uberholvorgangs und ist sg die bis dahin von A zuriickgelegte
Wegstrecke, so gilt (Weg = Geschwindigkeit - Zeit)

S sp— 10m

~2m/s  1m/s

A iiberholt B entsprechend nach 20m.

to

Aber: Wenn A die 10m zuriickgelegt hat, die B Vorsprung hatte,
dann ist B um bdm weitergekommen und hat nach wie vor einen
Vorsprung. Hat A diesen Vorsprung aufgeholt, dann ist B aber um
2.5m weitergekommen, ein Vorsprung den A erst wieder aufholen muss
...usw. usw. So kann A niemals B einholen?

[st dieser scheinbare Widerspruch mathematisch aufzulosen?

10.3 bedeutet: Mit Periode 3.

47
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4.1 Reelle Zahlenfolgen (Konvergenz; Divergenz; Konvergenz-

kriterien; Teilfolgen; Satz von Bolzano-Weierstraf})

Definition 4.1.1 2

Es sei A # () eine Menge von Elementen a, b, c, ....
Fine Folge {a,} in A ist eine Abbildung N — A (oft
auch Ny — A), die jedem n € N ein Element a,, € A, das
n'® Glied der Folge {a,} zuordnet. Mann schreibt fiir die
Folge auch hdufig aq, as, az . ... Fine reelle Zahlenfolge
ist eine Abbildung N — R.

Bemerkung. Die Glieder der Folge sind Elemente aus A, die Folge
selbst ist eine Abbildung wie unten angedeutet.

N 1 2 3 4
ST O R
A a, s as a4

Abbildung 4.1: Eine Folge ist eine Abbildung.

In diesem Paragraphen geht es von nun an ausschlie3lich um reelle
Zahlenfolgen, auch wenn dies nicht immer explizit erwahnt ist.
Beispiele.

i) Ist a,, == a € R fiir alle n € N, so erhélt man die konstante Folge
a, a, a, ....
i) Ist a, := (=1)""1 n € N, so entsteht die alternierende Folge 1,
-1, 1, -1, ....
iii) Ist a, fir alle n gegeben durch 1/n, so handelt es sich um die
Folge: 1, 1/2,1/3, 1/4, ....

2Schreibweise: Ng := NU {0}
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iv) Eine Folge kann auch rekursiv definiert sein, etwa die Folge der
Fibonaccizahlen?.
Rekursionsanfang: ag := 0, a; := 1.
Rekursionsvorschrift: a,, := a,,—1 + a,_9 fiir n > 2.
Die Folge lautet: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, ....
(Ein Kaninchenpaar befinde sich in einem geschlossenen Gehege.
Man iiberlege sich, wie viele Kaninchenpaare es nach einem Jahr
gibt, wenn jedes Paar jeden Monat zwei Junge zeugt, welche sich
ihrerseits vom zweiten Monat an vermehren.)

Fiir “kleine” n konnen die Folgenglieder explizit aufgelistet werden.
Der wesentliche Unterschied zwischen einer Folge und einem geord-
neten k-Tupel ist aber, dass es im Falle einer Folge “unendlich viele
geordnete Eintragungen” gibt.

Die entscheidende Frage ist:

Wie kann man das Verhalten einer Folge fiir beliebig grofie
n charakterisieren? Mit anderen Worten: Welches Konver-

genzverhalten hat eine Folge?

Zur Veranschaulichung einer konvergenten Folge sei {1/n} betrach-
tet. Die Vorstellung, dass die Folgenglieder sich immer mehr der 0
anndhern, ist in Abbildung 4.2 illustriert.

} ole—e e ® o

0 € 1

R

Abbildung 4.2: Bei diesem ¢ sind ab n = 6 alle Folgenglieder nidher bei der 0 als ¢.

Dass die a,, der 0 beliebig nahe kommen bedeutet: Wenn man sich
auf dem Zahlenstrahl in irgendeinem festen Abstand ¢ > 0 befindet,
dann sind irgendwann die a,, die in dem Beispiel auf die 0 zulaufen,
néher bei der 0 als man selbst (vgl. nochmals Abbildung 4.2).

Préazisiert wird das in

3L. Fibonacci, ca. 1180-1250; Pisa.
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Definition 4.1.2

Fine Folge {a,} heiffit konvergent, wenn es ein a € R

gibt, sodass gilt: Fir jedes ¢ > 0 existiert eine (von &
abhingende) Zahl N(g) € N mit

la, —a| <e  fir alle n > N(e) .

Falls eine Folge konvergiert, so heifit a der Grenzwert
der Folge (die Folge konvergiert gegen a; die Folge hat
den Grenzwert oder Limes a ). Notation:

lim a, =a oder a,— a fir n— oco.
n—oo

Fine Folge, die nicht konvergiert, heifst divergent.

Bemerkungen und Beispiele.

i) Der Konvergenzbegriff gehort zu den Grundbausteinen der Ana-
lysis.

i1) Betrachtet sei die Folge {1/n} und a = 0. Zu gegebenem ¢ > 0
wihlt man (irgend-) eine natiirliche Zahl N(g) mit N(g) > ¢!
(Satz des Archimedes!). Fiir n > N(e) folgt

1 - 1
N(eg) et

1
]_ — 0 = — < = ,
1fn—0] == < :
die Konvergenz gegen 0 ist damit auch formal bestétigt. Man sagt
auch, die Folge ist eine Nullfolge.

i1i) Divergenz einer Folge bedeutet: Fiir alle a € R existiert ein € > 0,
sodass fur alle N € N ein n > N existiert mit |a, — a| > ¢ (man
mache sich klar, dass dies genau die Negation des Konvergenzbe-
griffes ist: Unter Beibehaltung der Reihenfolge ist “V” zu ersetzen
durch “3” und vice versa, die iibrigen Aussagen sind zu negieren).

iv) Betrachtet sei die Folge {n}. Dann existiert fiir alle a € R ein ¢
(man kann z.B. ¢ = 1 wihlen), sodass fiir alle N € Nein n > N
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existiert (man wihle etwa n = max{N, a + 1}*) mit
la, —a|l=|n—a|>1=c¢.
Die Folge ist also divergent. Auf die gleiche Art zeigt man
Satz 4.1.1

Jede konvergente reelle Zahlenfolge {a,} ist beschrinkt.
Dabei heifst die Folge beschrinkt, wenn es ein k € R gibt
mit |a,| < k fir alle n (nach oben beschrinkt: a, < k;
nach unten beschrinkt: k < a,).

Weitere Bemerkungen.

i) Am Beispiel 1, —1, 1, —1, ...sieht man, dass umgekehrt eine
beschrankte Folge nicht konvergent sein muss.

i1) Kann fiir n — oo sowohl a, — a als auch a, — b mit a # b
gelten?
Dann gibe es zu jedem ¢ > 0 Zahlen N,(¢) und Ny(e) € N mit

la, —a| < e fiiralle n > Ny(e),
la, —b| < e fiir alle n > Ny(e) .

Ist n > max{N,(¢), Ny(¢)}, so gilt (Dreiecksungleichung nie ver-
gessen!)

la—b| =|a—a, +a, —0b| <|a, —a|]+|a, —b] < 2.

Es sind a und b reelle Zahlen mit einem festen Abstand |a — b|.
Wahlt man nun e so klein, dass 2¢ < |a — b| (z.B. € = |a — b|/3),
so erhdlt man einen Widerspruch, also ist zwingend a = b.

Mit anderen Worten: Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist
eindeutig bestimmt.

iii) Das Konvergenzverhalten einer Folge wird durch Andern, Hin-
zufiigen oder Weglassen einer endlichen Anzahl von Folgegliedern
nicht gedndert. Insbesondere bleibt im Falle der Konvergenz der
Grenzwert unverandert.

4Das Maximum zweier Zahlen ist definiert als: max{s,t} := s falls s > ¢, max{s,t} := t falls
s < t; Minimum analog.
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iv) Fiir ein fixiertes € R sei eine geometrische Folge betrachtet:
a, ‘= T-a,_1 fir n > 1. Mit der Wahl a; := x erhéalt man a,, = z".
Ist x = 0 oder z = 1, so handelt es sich um eine konstante Folge,
die Folge ist also konvergent.

Ist x = —1, so divergiert die Folge.

Ist 0 < |z| <1, s0ist |z]7t > 1, also gilt h := |z|7* — 1 > 0 und
|z| = (1+h)~!. Die Bernoullische® Ungleichung ((1+h)" > 1+nh
fiir h > —1, siche Ubungen) liefert zu ¢ > 0 und N(e) = 1/(he)
fiir alle n > N (e)

@, — 0] = "] = (L + h) ™" <

die Folge konvergiert also gegen 0.
Im Fall |x| > 1 kann die Folge nach Satz 4.1.1 nicht konvergieren.

Wegen der besonderen Bedeutung dieser Folge sei das Ergebnis in
einem Satz zusammengefasst:

Satz 4.1.2
Ist x € R fiziert, so gilt fir die Folge {x"}:

i) Fir|z| < 1 ist die Folge konvergent mit lim x" = 0.
n—oo

it) Fir x =1 ist die Folge konvergent mit lim z" = 1.

i) Fir |x| > 1 und © = —1 ist die Folge divergent.

Ein nédchstes bekanntes Beispiel besagt, dass die Fakultit n! starker
wichst als 2™ fiir fixiertes 2 € R. Man betrachte dazu die Folgen {x"}
und {n!}. Wichst n, so kommt in beiden Féllen ein Faktor hinzu: Im
Falle {2"} pro Schritt der Faktor z, im Fall {n!} werden die neuen
Faktoren dagegen immer grofler.

Mit dieser Idee kann relativ leicht gezeigt werden:

5Jacob Bernoulli, 1654-1705; Basel.
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Satz 4.1.3
Es sei x € R fest. Die fiir alle n € N durch
:U’I'L
a, = —
n!

definierte Folge ist eine Nullfolge.

Rechenregeln fiir Folgen?

Satz 4.1.4

FEs seien {a,} und {b,} zwei konvergente Folgen mit den
Grenzwerten a bzw. b € R. Dann gilt:

i) Ist a, < b, fir allen € N, so ist a <b.

it) Die Folgen {|a,|}, {c-a,} firceR, {a, £b,} und
{a, - b,} konvergieren mit

lim |a,| = |a|,
n—oo
limc-a, = c-a,
n—oo
lim (a, £b,) = atb,
n—oo
lim a,-b, = a-b.
n—oo

Istb # 0 und gilt b, # 0 fiir alle n € N, so konvergiert
auch die Folge {a,/b,} mit

ii1) (Finschlieffungskriterium) Ist a = b und gilt a, <
cn < by, wobei {c,} eine weitere Folge bezeichne, so
ist auch {c,} konvergent mit lim, . ¢, = a.
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Beweis. Als ein typisches Beispiel sei hier die Konvergenz der Produkt-
folge bewiesen: Die Folgen {a,} und {b,} sind nach Voraussetzung kon-
vergent und nach Satz 4.1.1 insbesondere beschréankt. Es existiert damit
ein K € R mit |a,| < K, |by| < K, |a| < K, |b] < K. (Warum gilt das
automatisch auch fiir die Grenzwerte a, b?)

Zu gegebenem ¢ > 0 sei jetzt N(e) hinreichend grofl (wird gleich prézi-
siert) und n > N(e). Dann gilt (Dreiecksungleichung)

\anb, —ab] < |ayb, — ab, + ab, — ab|
< lan — al|ba| + |al[bn — b .

Wegen der Konvergenz der Folgen {a,}, {b,} existiert aber ein N(e),
sodass |a, —a| < e/2K und |b, — b < &/2K fiir n > N(g). Wahlt man
nun N(e) > N(e), so ist fiir alle n > N(e) gezeigt:

€ €
la ab| Ve +2K £

die Konvergenz der Folge ist bewiesen. [

Bemerkungen und Beispiele.

i) Diese Regeln diirfen nur angewandt werden, wenn die Konvergenz
der Folgen {a,} und {b,} iberpriift ist. Zudem folgt z.B. aus der
Konvergenz von {a, +b, } nicht die Konvergenz von {a,} und {b,}.
Beispiel. Ist fiir alle n € N a, :==n+ 1/n, b, := —n + 1/n, so ist
{a,+b,} = {2/n} konvergent, die Folgen {a,,} und {b,} sind aber
divergent.

i1) Man betrachte die Folge {c,} mit

2n? —3n +1
n = fiir all €N
ETCNE T I
bzw. umgeformt
2 — % + # an,
Cp = — - =1 —

34844 T,
Hierbei ist {a,, } eine Summe aus drei konvergenten Folgen (warum

konvergiert 1/n??) mit den Grenzwerten 2, 0 und 0, d.h. {a,}
konvergiert gegen a = 2 fiir n — oc.
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{b,} ist eine Summe aus drei konvergenten Folgen mit den Grenz-
werten 3, 0 und 0, {b,} konvergiert gegen b = 3 fiir n — oo.

Weiterhin gilt b, # 0 fiir alle n € N, b # 0, aus Satz 4.1.4 folgt

TL—>OO2
Cn — — .

3

Konvergenzkriterien?

Neben dem EinschlieBungskriterium seien hier noch der Satz von der
monotonen Folge und das Konvergenzkriterium von Cauchy® diskutiert.

Dazu wird zunéchst der Begriff Monotonie definiert.

Definition 4.1.3
Fine reelle Zahlenfolge {a,} heifit

i) monoton wachsend, falls a, < a,.1 fiir allen € N;
1) monoton fallend, falls a, > an.1 fiir alle n € N,

Gelten die striken Ungleichungen (d.h. mit “<” und
“>7). so spricht man von einer streng monoton wach-

senden bzw. streng monoton fallenden Folge.

Satz 4.1.5 (monotone Konvergenz)

Fine monoton wachsende reelle Zahlenfolge ist genau
dann konvergent, wenn sie nach oben beschrdnkt ist.
FEine monoton fallende reelle Zahlenfolge ist genau dann
konvergent, wenn sie nach unten beschrinkt ist.

Beweisidee. Existenz einer kleinsten oberen Schranke; Monotonie aus-
nutzen. [

SA.L. Cauchy, 1789-1857; Paris.
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Beispiele.

i) Die Folge {n~'} ist monoton fallend und nach unten beschriinkt,
also konvergent (wie bereits bekannt).

i1) Es sei {a,} die monoton wachsende Folge mit
~1
a”:Zﬁ fir alle n € N .
=0

Satz 4.1.3 besagt fiir grofie j: 1/5! < 277, Da zudem Z?:o 277 < 2
fir alle n € N, ist {a,,} nach oben beschriankt und konvergiert nach
Satz 4.1.5. Der Grenzwert wird nicht mitgeliefert.

i1i) Die rekursiv definierte Folge {a,} mit

1 4
a; =3, anH:gai—l—g fir alle n € N

ist beschrinkt (als Ubung ist zu zeigen: 1 < a,, < 3 fiir alle n) und
monoton fallend. Dazu zeige man, dass fiir alle n folgt
Qp+1 %a% + %

= <1.
Qn, Qn

Demnach ist die Folge konvergent. Um den Grenzwert zu bestim-
men, hilft ein Trick: In der rekursiven Darstellung fiir a,.; geht
man zum Grenzwert iiber, d.h. wenn die Folge konvergiert und der
Grenzwert mit a bezeichnet ist, dann muss gelten

1 4
a:ga2+g, also a> —5a+4=0.

Diese quadratische Gleichung hat die Wurzeln 4 und 1, da die Folge
aber nach oben durch 3 beschrankt ist, muss der Grenzwert 1 sein.

iv) In einer rekursiven Vorschrift darf nur zur Grenze iibergegangen
werden, wenn die Konvergenz der Folge iiberpriift ist.
Beispiel.

ai=1, ayy1=1—a, firalle neN.

Diirfte man hier zur Grenze iibergehen, so wire

1
a=1—a, dh. a=—.
2

Die Folge lautet aber 1, 0, 1, 0, ... und ist keinesfalls konvergent.
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v) Ein Kapital K sei zu einem Jahreszinsfuf} p ein Jahr lang verzinst.
Nach diesem Jahr belduft sich das Kapital auf

Ky = Ko(1+p) bei jahrlicher Verzinsung;

2
Ky = K, (1 + g) bei halbjahrlicher Verzinsung;

4
K, = K (1 + Z) bei vierteljahrlicher Verzinsung.

Am Beispiel der Verzinsung wird deutlich, dass die Folge
IR
IRES <1 + —> fir alle n € N
n

monoton wichst (halbjéhrliche Verzinsung ist giinstiger als jahr-
liche etc.) und beschrénkt ist (sonst wére die Bank pleite) — beide
Eigenschaften werden mit Hilfe der Bernoullischen Ungleichung
bewiesen. Damit ist die Folge konvergent.

Wegen der besonderen Bedeutung wird dies als Satz formuliert:
Satz 4.1.6 7
Die Folge {a,}, a, = (1 + 1/n)" fir alle n € N, ist
konvergent. Der Grenzwert heifit die Fulersche Zahl e.

Bemerkungen.
i) Die transzendente Zahl e ist ungefihr e = 2.71828182845 .. ..

i1) Die Folge aus obigem Beispiel ii) konvergiert ebenfalls gegen e.

Zum Kriterium von Cauchy:
Definition 4.1.4

Fine reelle Zahlenfolge {a,} heifit Cauchy-Folge, wenn
es zu jedem € > 0 ein N(e) € N gibt, sodass gilt:

\a, — ap| <e  firalle n, m > N(e) .

"L. Euler, 1707-1783; Basel, Berlin, St. Petersburg.
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Satz 4.1.7 (Cauchys Konvergenzkriterium,)

Fine reelle Zahlenfolge ist genau dann konvergent, wenn
sie eine Cauchy-Folge ist.

Beweisidee. Der Satz folgt aus dem Satz von Bolzano®-Weierstraf?, sie-
he Satz 4.1.8. O

Bemerkung. Der Satz gilt auch fiir nicht-monotone Folgen und wieder
muss der Grenzwert nicht bekannt sein, um Konvergenz zu zeigen.

Beispiel. Die Folge {a,} sei rekursiv gegeben durch

1 1
5 Gnyz = §(an+1 +a,) fir n e N

(@40 ist das arithmetische Mittel der beiden Vorgénger). Die Folge ist
nicht monoton, trotzdem liefert das Cauchysche Konvergenzkriterium
die Konvergenz (vgl. Ubungen).

a1:1, a9 =

Teilfolgenauswahl?

Die Folge 1, —1, 1, —1, ... divergiert, ldsst man aber jedes zweite Glied
weg, so erhélt man eine konvergente Folge, ndmlich die konstante Folge
1 oder die konstante Folge —1.

Hier wurden so genannte Teilfolgen ausgewéhlt.

Definition 4.1.5

FEine Folge {a;} heifst Teilfolge der Zahlenfolge {a,},
wenn es eine Folge {n;} natirlicher Zahlen n; mit n; <
nyg < ng < ... qgibt, sodass

aj = ay, firalle j € N.

8B. Bolzano, 1781-1848; Prag.
9K. Weierstrafl, 1815-1897; Miinster, Braunschweig, Berlin.
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Beispiele.

i) Hat 1, —1, 1. —1, ...noch andere Teilfolgen als die oben angege-
benen?

i1) Veranschaulicht wird der Begriff der Teilfolge am Beispiel aus Ab-
bildung 4.3.

5 6 7
ny =17

as ae a

as ag ar

Abbildung 4.3: Zum Begriff der Teilfolge.

Satz 4.1.8 (Satz von Bolzano-Weierstraf)
Jede beschrdnkte reelle Zahlenfolge enthdlt eine konver-
gente Teilfolge.

Beweisidee. Sukzessive Intervallhalbierung, wobei in jedem Schritt je-
weils die Hélfte ausgesucht wird, in der unendlich viele Folgenglieder
enthalten sind. ]

Bemerkungen.
i) Die Folge {n} besitzt keine konvergente Teilfolge, die Vorausset-
zung “beschriankt” ist also notwendig.

i1) Der Satz ist ein wichtiges Hilfsmittel in der Analysis. Als eine
Anwendung war schon das Cauchysche Konvergenzkriterium ge-
nannt.

Definition 4.1.6

FEs sei {a,} eine reelle Zahlenfolge. Dann heiffen die
Grenzwerte konvergenter Teilfolgen von {a,} Hdaufungs-
punkte der Folge.
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Bemerkungen und Beispiele.

i) Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl besitzt jede beschrénkte
reelle Zahlenfolge mindestens einen Haufungspunkt.

i1) Die Folge 1, —1, 1, —1 ... hat die Haufungspunkte 1 und —1.

i11) Lésst man formal auch die Werte 00 zu, so hat jede reelle Zahlen-
folge einen groBiten Haufungspunkt, den limes superior, und einen
kleinsten Haufungspunkt, den limes inferior. Notation:

limsupa,, liminfa, .
n—00 n—ao

Vorsicht. Besondere Vorsicht ist stets bei der Vertauschung von Grenz-
werten angeraten. Ist etwa fiir jedes fixierte k& € N die Folge {k/n} zu
untersuchen (deren Grenzwert ebenfalls wieder eine reelle Zahlenfolge
ist), so gilt

lim | lim 5] = lim 0=0.

k—oo Ln—oo n k—oo

Ist andererseits fiir jedes fixierte n € N die Folge {k/n} zu unters-
suchen, so ist

lim — = o0
k—oo N

(was bedeutet: Fiir alle K € N existiert ein ko(K,n), sodass fiir k > kg
gilt k/n > K) , demnach gilt

lim [lim —} = 00 .
n—oo Lk—oo N

4.2 Reelle Zahlenreihen (Konvergenz; Divergenz; g-adische Zif-

ferndarstellung; Konvergenzkriterien; absolute Konvergenz)

Eine besonders bedeutende Art von Folgen (siche die Beispiele am An-
fang dieses Kapitels) ist von der Form:
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Definition 4.2.1

i) Ist {a,} eine reelle Zahlenfolge, so heifit die Folge
{s1}, gegeben durch

k
Sk -— E an
n=1

eine (unendliche) Reihe, sy heifit die k' Partialsum-
me.

it) Fine Reihe heifst konvergent, wenn die Folge der
Partialsummen gegen einen Grenzwert s € R kon-
vergiert. Konvergiert die Reihe nicht, so heifst sie
divergent.

Notation. Man benutzt die Symbole
o0 o0
a1+ as 4+ as+ ... oder Zan oder Zan
n=1 1

in doppelter Bedeutung. Sie stehen einerseits fiir die Folge der Partial-
summen, ist diese andererseits konvergent gegen s € R, so bezeichnen
sie auch den Grenzwert

0
E a, =s= lim s .

k—o00
n=1

Bemerkungen.

i) Eine Reihe ist keine unendliche Summe (Was soll das auch sein?),
sondern ein reelle Zahlenfolge von Partialsummen.

i1) Betrachtet man die Folge a,,, apmi1, Gmio, ..., m € Z, so erhélt
man analog Y > .

i11) Es ist egal, wie der Summationsindex genannt wird.
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Das wichtigste Beispiel. (Geometrische Reihe) Es sei x € R fixiert
und fiir alle n € Ny sei a,, := 2.
In den Ubungen wurde bereits gezeigt, dass im Fall |z| < 1 gilt

1 _ karl
z"
Z T
Fiir |z| < 1 ist die geometrische Reihe demnach konvergent mit

o0
lim s, = E x"t =
n=0

k—o00

Fir || > 1 ist die Folge der Partialsummen nicht beschrankt, nach
Satz 4.1.1 divergiert die Reihe in diesem Fall.

Gleiches gilt fiir x = 1, fiir x = —1 ist die Folge der Partialsummen 1,
—1, 1, —1, ..., die Reihe divergiert in diesem Fall ebenfalls.
Satz 4.2.1

Die geometrische Reihe konvergiert fir |x| < 1 und es

15t
Zaz 1—56.

Fir |z] > 1 dz’vergzert dze Reihe.

Anwendungen.

i) Die g-adische Zifferndarstellung einer reellen Zahl = lautet
r=n+xzy, neNy, 0<xy<1, rgeR.

Dabei wurde 0.B.d.A.1® > 0 angenommen, fiir + < 0 kommt
lediglich ein Vorzeichen “-” hinzu.

Der ganze Anteil von x ist in dieser Darstellung mit n abgespalten,
wobei n geschrieben wird als endliche Summe (k € N)

k

n:er-gj, r; €{0,1,2,...,9—1}.
=0

104Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit”; oder: “Ohne Einschrinkung” (o.E.).
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Dabei heiflen die r; die Ziffern, g € N die Basis und & (falls rj, # 0)
die Stellenzahl.

Im Fall g = 2 spricht man von der Dualdarstellung (Ziffern 0, 1),
fiir ¢ = 10 erhélt man die Dezimaldarstellung, ¢ = 16 entspricht
der Hexadezimaldarstellung. Beispielsweise lautet die Zifferndar-
stellung von 10 im Dualsystem

10=1-224+0-224+1-2'40-2°
(Schreibweise: 1010).

Der Anteil zy wird als (unendliche) Reihe geschrieben:
xO:Zsj-g_j, s; €40,1,2,...,9g—1}
j=1

(Schreibweise: 0.s515283. .. ).

Im Folgenden wird o.E. stets die Dezimaldarstellung einer reellen
Zahl betrachtet — die Umrechnung in andere Systeme ist oben
angedeutet.

Es gilt: Die Dezimaldarstellung jeder rationalen Zahl ist endlich
oder periodisch, und jede periodische Zahl stellt eine rationale
Zahl dar. Dezimaldarstellungen von irrationalen Zahlen sind nicht
periodisch.

Dabei kann mit Hilfe der geometrischen Reihe auch definiert wer-
den, was beispielsweise 0.3 bedeutet:

0.3 := f:B-lO_j — 3.%(10—1)j
= 3 ((f;(l()ly)_l) = 3. (1_110_1 1)
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(In der zweiten Gleichung durfte die 3 herausgezogen werden, da
die geometrische Reihe in diesem Fall (|[1071| < 1) konvergent ist,
vgl. Satz 4.1.4.)

Man beachte, dass im Folgenden Darstellungen, die mit 9 enden,
ausgeschlossen werden, denn mit der gleichen Rechnung wiirde fol-
gen

09=9--=1

1
9 Y
0.9 ist also bereits durch 1 reprisentiert (analog 0.3569 durch
0.357).

i1) Im zweiten Beispiel vom Anfang dieses Kapitels steckt kein Wi-

derspruch, man rechnet in der Tat genau den Punkt des Uberhol-
vorgangs aus: A legt die Teilstrecken 10m, 5m, 2.5m, ...zuriick,
also 10m - 1, 10m - 1/2, 10m - 1/4, ..., und es ist

/1N 1
10m-2(—> — 10m - — 20m.
2 \3 1-1/2

Konvergenzkriterien fiir weitere Reihen?

Der Satz von der monotonen Folge impliziert

Satz 4.2.2

Eine reelle Zahlenreihe > °_ ., a, mit nicht-negativen
Gliedern a, st genau dann konvergent, wenn es eine

Zahl k > 0 gibt, sodass

=l

Zajgk fiir alle n € N .

J=1

Das Cauchysche Konvergenzkriterium liefert
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Satz 4.2.3 (Cauchys Konvergenzkriterium fiir Reihen)

Eine reelle Zahlenreihe Y " | a, ist genau dann konver-
gent, wenn es zu jedem € > 0 ein N(g) € N gibt, sodass

|apt1 + apio+ -+ apsy| <e V>N, Vp>1.

Korollar 4.2.1 (Wende Satz 4.2.3 an mit p =1.)

Wenn eine Reihe .~ a, konvergiert, so bilden ihre

Glieder a, eine Nullfolge.

Die Umkehrung von Korollar 4.2.1 ist aber nicht richtig, wie ebenfalls
aus dem Cauchyschen Konvergenzkriterium folgt.

Beispiel. (harmonische Reihe) >°°° 1. Fiir die Partialsummen gilt

n=1n

2k k
1 1 1 1 1
Tk anﬁ_znlﬁ B SR TR

1 1
> k-— = -
2k 2’
nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium divergiert die harmoni-
sche Reihe.

Anders ist die Situation im Fall > 7 (—1)"L. Eine solche Reihe
heifit alternierend, da fiir alle n € Ny die Vorzeichen von a, und a1
unterschiedlich sind. Aus geschicktem Zusammenfassen der Glieder der
Reihe folgt die Konvergenz.

Satz 4.2.4 (Konvergenzkriterium von Leibniz'!)

Ist {a,} eine monoton fallende Nullfolge, so konvergiert
die alternierende Reithe a1 — as +as —as+ .. ..

Am Beispiel der harmonischen Reihe erkennt man also den Unter-
schied zwischen Konvergenz und absoluter Konvergenz:

11G.W. Leibniz, 1646-1716; Paris, Hannover, Wien.
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Definition 4.2.2

Eine Reihe > | a, heifit absolut konvergent, wenn die

Reihe Y | |ayn| konvergent ist.

Bemerkungen und Beispiele.
i) Die geometrische Reihe ist absolut konvergent.

ii) Die Reihe > 7, (—1)"< ist konvergent (nach Leibniz), aber nicht
absolut konvergent. Aus absoluter Konvergenz folgt zwar die Kon-
vergenz, nach diesem Beispiel ist die Umkehrung aber falsch.

iti) Eine Reihe darf man nur dann umordnen (d.h. die Reihenfolge der
Glieder vertauschen), wenn sie absolut konvergent ist. An dieser
Stelle wird besonders deutlich, dass der Begriff “unendliche Sum-
me” (in der die bekannten Rechenregeln gelten) nicht geeignet ist:
Wiére dem so, so folgte

i(_l)kL 1—14—1—1—#1:&
— k+1 2 3 4 57

—
*
~

n +1> 1
11 13 15 8

+( 1 n 1 n 1 ) 1
41 2n4 3 T ontl ] 2n + 2

Dabei ist zu beachten, dass tatsédchlich alle Glieder der “unendli-
chen Summe” auf der linken Seite der Gleichung auch in der “un-
endlichen Summe” auf der rechten Seite der Gleichung vorkommen
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und vive versa, also scheint die Gleichheit (x) plausibel.
Es gilt jedoch
1 1 1 on-1 1 1

<2n+1+2n+3+"'+2n+1—1>> ontl T g
(es kommen 2" Terme vor, wobei jeder einzelne grofer als 1/27+1
ist), die Reihe auf der rechten Seite der Gleichheit konvergiert nach
dem Cauchyschen Kriterium nicht.
Die Reihe auf der linken Seite der Gleichheit konvergiert aber nach
dem Kriterium von Leibniz, (%) kann nicht richtig sein, man darf

mit Reihen nicht ohne Weiteres so rechnen, wie man es von Sum-
men her kennt.

iv) Fiir eine absolut konvergente Reihe gilt

(0. ¢] o0
’Zan < Z|an\ .
n=1

n=1
Sehr héufig kann die Konvergenz einer Reihe iiber einen Vergleich
mit einer bekannten Reihe (oft der geometrischen Reihe) gezeigt wer-
den:

Definition 4.2.3

Eine reelle Zahlenreihe Y by, b, > 0 fiir alle n € N,
heifst eine Majorante einer reellen Zahlenreihe Y -
wenn es einen Index ng € N gibt, sodass gilt

an;

la,| < b, fir alle n > nyg .

Aus Satz 4.2.2 folgt
Satz 4.2.5 (Majorantenkriterium)

Besitzt eine reelle Zahlenreihe Y ° | a,, eine konvergen-
te Majorante >

n=1

b,, so ist sie absolut konvergent und
damit insbesondere konvergent. Es qgilt dann

(0. ] 0
D lanl <) b
n=1 n=1
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Bemerkungen.

i) Die Divergenz einer Reihe kann iiber die Divergenz einer Mino-
rante gezeigt werden. Gilt beispielsweise % < b, fir alle n € N, so
muss » -, b, divergent sein (warum?).

i1) Der Vergleich mit der geometrischen Reihe liefert die folgenden
expliziten Konvergenzkriterien:

Satz 4.2.6 (Quotientenkriterium; Wurzelkriterium )

Es seiy | a, eine reelle Zahlenreihe mit a, # 0 fiir alle
n € N. Die Reihe ist absolut konvergent (und damit kon-
vergent), wenn eine der beiden folgenden Bedingungen
erfillt ist.

i) Es existieren ein 0 < g < 1 und ein N € N derart,

dass
Ap+1

<qg<1l fiiralle n>N.

Qn,

it) Es existieren ein 0 < g < 1 und ein N € N derart,
dass

Ve, <q<1  firalle n> N .

Die Reihe ist divergent, falls ein N € N existiert, sodass
fiir alle n > N gilt

An+1
An,

> 1 oder fir das Wurzelkriterium +/|a,| > 1.

Bemerkungen und Beispiele.

i) Im Fall ¢ = 1 liefern weder das Quotienten- noch das Wurzelkri-
terium eine Aussage.

PIst 2 >0und n € N, so ist {/z =y & x = y".
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i1) Existiert der Grenzwert
(nt1

oder ¢ = lim +/|a,l,

n—oo

qg= lim
n—oo | Ay

so hat man fiir ¢ < 1 absolute Konvergenz, fiir ¢ > 1 Divergenz
und fiir ¢ = 1 keine Aussage.

iii) Die Reihe

oo

n!
n=1 n"
ist absolut konvergent. Es gilt ndmlich
ape1|  (n+1DW" " 1 <1
a, | nln+1)" (n+1)n (1_’_1)n — 2

und das Quotientenkriterium liefert die Aussage mit ¢ = 1/2. Ana-
log kann man argumentieren

lim

n—oo

1
——<1,
e

An+1
Qn

woraus die absolute Konvergenz der Reihe folgt.

iv) Betrachtet sei die Reihe
>
5 -
n=1 n

Es ist
2

an+1 n 1 2
- - (1— ) .
(n+1)2 n+1

Qn

Hier gibt es kein festes ¢ < 1 mit |ay41/a,] < ¢ < 1 und das
Quotientenkriterium liefert keine Aussage. Gleiches gilt fiir das
Wurzelkriterium. Mit Hilfe des so genannten Cauchyschen Ver-
dichtungskriterium kann das Problem aber auf eine geometrische
Reihe reduziert werden, es gilt: Fiir alle « > 1 konvergiert die
Reihe

oo

1
n=1 ne
fiir alle o < 1 divergiert diese Reihe.

9

SchliefSlich sei noch als Rechenregel festgehalten:
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Satz 4.2.7

Es seien Y - a, und > - b, konvergente reelle Zah-
lenrethen. Dann ist auch fir alle o, 3 € R die Rethe

(©.9]

D (a-an+B-by)

=l

konvergent, der Grenzwert ist

3:aian—l—ﬁibn.
n=1 n=1

4.3 Maschinenzahlen (Festpunktdarstellung; Gleitpunktdarstel-
lung; relativer Rundungsfehler; Maschinengenauigkeit; Rundungsabbil-

dung; Maschinenoperationen)

Viele Probleme sind sinnvoller Weise mit computergestiitzten Rechen-
verfahren anzugehen.

Beispiele.

i) Eine exakte Losung eines Problems existiert zwar, kann aber nicht
explizit berechnet werden. Gedacht ist dabei z.B. an die Fragestel-
lungen:

e Wie lautet der exakte Wert von

0
/ el dt ?
0

e Wie lautet die (eindeutig bestimmte) Losung des Anfangswert-
problems

y'(t)=t- e y(0) =07
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i1) Fine exakte Losung eines Problems kann zwar prinzipiell be-
stimmt werden, der Aufwand ist aber zu grof3. Typischerweise den-
ke man an die Losung eines linearen Gleichungssystems mit 1000
Unbekannten und 1000 Gleichungen.

ii1) Interpolationsaufgaben (Auswertung von Messreihen): Die Aus-
wertung von Mefireihen wurde bereits in Paragraph 3.2 diskutiert
(Interpolationsaufgabe von Lagrange, Splines). Das Problem kann
aber auch lauten, eine Kurve nach der Methode der kleinsten Qua-
drate “anzufitten” (vgl. Abschnitt 8.4).

Entscheidend bei numerischen Verfahren ist die Genauigkeit einer
numerischen Rechnung. Hierbei beriicksichtigt der Gesamtfehler:

i) Modellfehler, d.h.

e Idealisierungsfehler (ein physikalischer Sachverhalt muss in ein
mathematisches Modell “iibersetzt” werden, dabei sind oft
Vereinfachungen (z.B. Linearisierungen) notwendig, um das
Modell aufstellen und behandeln zu kénnen);

e Datenfehler (die Daten des Modells sind etwa aufgrund unge-
nauer Kenntnis von Materialeigenschaften bzw. aufgrund feh-
lerhafter Messwerte ebenfalls fehlerhaft).

i1) Numerische Fehlern, d.h.

e Diskretisierungsfehler (kontinuierliche Prozesse miissen in Re-
chenmaschinen durch diskrete ersetzt werden);

e Abbruchsfehler (unendliche Algorithmen werden nach endlich
vielen Schritten abgebrochen);

e Rundungsfehler (ein Computer kann nur endlich viele Zahlen
darstellen).

In diesem Abschnitt wird einfithrend auf den letzten Punkt einge-
gangen und der Begriff der Maschinenzahlen vorgestellt.

Die Darstellung reeller Zahlen in Rechenmaschinen erfolgt im
Dualsystem mit den Ziffern 0 und 1 (vgl. die Diskussion g-adischer
Zifferndarstellungen in Paragraph 4.2). Dies ist jedoch kein grundsétzli-
cher Unterschied zur Darstellung im Dezimalsystem und im Folgenden
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wird o.E. das Dezimalsystem betrachtet.

Zur Realisierung in einer Maschine stehen fiir eine reelle Zahl endlich
viele Stellen zur Verfiigung. Diese Stellen werden auf zwei verschiedene
Arten verwaltet:

i) Festpunktdarstellung: Hier ist die Anzahl der Stellen vor und nach
dem Komma fixiert. Stehen etwa drei Vor- und fiinf Nachkomma-
stellen zur Verfiigung, so erhélt man folgende Festpunktdarstellun-
gen:

27.3025 — 027|30250 ;
0.103 — 000]|10300 .

i1) Gleitpunktdarstellung: Diese ist in der Regel vorzuziehen und ba-
siert darauf, dass eine reelle Zahl x in der Form

r=a-10°, aeR, |a|<1, E€Z,

geschrieben werden kann. Dabei heifit a die Mantisse, E' der Ex-
ponent. Es ist beispielsweise

r = 27.3025 = 0.273025 - 10°
= 0.00273025 - 10,

und die Darstellung ist noch nicht eindeutig. Deshalb wird zur
normalisierten Gleitpunktdarstellung iibergegangen. Fiir x # 0
fordert man dabei

la| > 107" .

Damit ist die Darstellung eindeutig (zur Erinnerung: In Paragraph
4.2 wurde o.E. angenommen, dass eine Zahl (in diesem Fall a)
nicht mit einer Periode 9 dargestellt wird). Fiir x = 0 ist a = 0

und F beliebig.

Im Folgenden wird stets von der Darstellung einer Zahl in normali-
sierter Gleitpunktdarstellung ausgegangen.
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Bisher wurden beliebige reelle Zahlen betrachtet. Die Situation auf
einer konkreten Rechenanlage ist die Folgende: Es stehen (¢, s € N)
t Ziffern und 1 Vorzeichen fiir a;
s Ziffern und 1 Vorzeichen fiir £
fiir die Darstellung einer Zahl zur Verfiigung, als Konsequenz ist nur
eine endliche Menge reeller Zahlen auf der Maschine exakt darstellbar.

Sie heifit die Menge der Maschinenzahlen A = A(t¢,s). Alle anderen
Zahlen werden fehlerhaft dargestellt, es kommt zu Rundungsfehlern.

Bemerkung. Die Menge der Maschinenzahlen héngt {iber die Para-
meter ¢t und s von der konkret betrachteten Rechenanlage ab.

A(t, s) ist eine endliche Menge, insbesondere gibt es die Grofien (Be-
rechnung als Ubungsaufgabe)

Cmaz - Grofite exakt darstellbare Zahl,

cmin - Kleinste exakt darstellbare Zahl.

Ebenso kann die Null nicht beliebig gut mit Maschinenzahlen appro-
ximiert werden (aufler mit der Null selbst), und es gibt (wie immer in
normalisierter Gleitpunktdarstellung)

C+min ©  Kleinste positive Maschinenzahl;

C—maz ©  GroBte negative Maschinenzahl.

Definiert man schliellich (zu beachten ist, dass es sich um kontinuier-
liche Intervalle und nicht um Teilmengen der Maschinenzahlen handelt)

D = [Cmim C—,maa?] U {0} U [C+,min7 Cmax] )

so konnen alle x € D in sinnvoller Weise gerundet werden, d.h. man
kann z eine Maschinenzahl “in relativer Nahe” zuordnen: Es sei z € D,
r = a-10% und o.E. sei z > 0 (Vorzeichen bleiben bei der Rundung
natiirlich erhalten, = 0 wird exakt dargestellt). Die Mantisse

a = 0.a1a2a3...a:a441... (a3 #0)

wird rechnerintern dargestellt als

0.a1a00a3 . ..a; , falls 0 < a1 <4,

<%
I

0.a1a0as3...a; + 107t falls 5 < a1 <9.
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Der relative Rundungsfehler ist (7 := a - 10F)

T —x

lex| = ‘ ‘ <5-107" =:eps,

x
eps heiflt die Maschinengenauigkeit.

Die oben skizzierte Umwandlung einer reellen Zahl in eine Maschi-
nenzahl wird beschrieben durch die Rundungsabbildung,
r—rd(z)=T=x-(14+¢,) .

Bemerkung. Die Rundungsabbildung ist definiert fiir x € D. Ist da-
gegen = ¢ D, so kann es zum Exponenteniiberlauf oder zum Exponen-
tenunterlauf kommen.

Beispiel. Ist t =4, s =2 und
z = 0.99998 - 10™
so wiirde die Rundung
7 = 0.1000 - 10"
lauten. Dies ist jedoch keine Maschinenzahl mehr, wodurch es zum

Abbruch des Verfahrens kommt.

Schliefllich miissen auch die Rechenoperationen +, —, -, / als Ma-
schinenoperationen @, ©, ®, @ ausgefithrt werden. Fiir die Addition
gilt beispielsweise (alle anderen Operationen analog)

r@y:=rdlz+y)=(r+y)(1+¢e), mit |¢] <eps.
Dabei wird (eine Ndherung fiir) den Wert x + y in der Regel maschi-
nenintern mit erhohter Stellenzahl berechnet, erst anschlieSfend wird
gerundet. Deshalb ist die obige Fehlerabschéatzung richtig.
Beispiel. Ist (t =3, s =1) 2 = 0.106 - 10%, y = 0.612 - 10°, so ist
@y =1d(0.11212 - 10%) = 0.112 - 10*.

Bemerkung. Die iiblichen Rechengesetze gelten nicht mehr! (Ein Bei-
spiel wird in den Ubungen diskutiert.)



Kapitel 5

Funktionenfolgen, Potenzreihen,
Exponentialfunktion

5.1 Funktionenfolgen, Funktionenreihen (punktweise

und gleichmiflige Konvergenz; gleichmiflige absolute Konvergenz)

Uber Funktionenfolgen bzw. Funktionenreihen werden einerseits viele
elementare Funktionen definiert. Andererseits spielen diese Begriffe
eine wesentliche Rolle, um praktische Probleme handhaben zu kénnen
(Stichworte: Taylor- oder Fourier-Reihen, Numerik, Regularisierungen
von Variationsproblemen ... ).

Die Definition einer Folge (vgl. Definition 4.1.1) beschréankt sich nicht
auf Folgen reeller Zahlen. Sind f,: R D U — R, n € N, reelle Funk-
tionen, so liefert Definition 4.1.1 eine Funktionenfolge { f,,}. Fiir festes
x € U ergibt sich die reelle Zahlenfolge {f,,(z)}, und es ist wohl defi-
niert:

Definition 5.1.1

Fine Funktionenfolge {f.} wie oben heifst punktweise
konvergent, wenn fiir jedes x € U die reelle Zahlenfol-
ge {fu(x)} konvergiert. Fiir jedes x € U ist dann die
Grenzfunktion defintert durch

f@) = lim fu(a)

n—oo

75
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Beispiele.
i) Es sei U = (0,1), fiir alle n € N und fir alle z € U sei
x
r)=—.
fula) =
Dann konvergiert f,(z) punktweise gegen die Grenzfunktion f = 0.

i1) Wieder sei U = (0,1), fur alle n € N und fiir alle x € U sei jetzt

l—n-z fir 0<z<1/n,

0 fir I/n<z<1.

Abbildung 5.1: Die Funktionen f,(z).

Ist > 0 fixiert, so gilt fir alle n > %: fa(z) = 0, die Folge ist
also punktweise konvergent mit Grenzfunktion f(z) = 0 fiir alle
xz € (0,1).

Die Folge {f.(x)} konvergiert im zweiten Beispiel aber “nicht fiir
alle x mit gleicher Geschwindigkeit” gegen die Null, egal wie grof3 man
n wahlt gibt es beispielsweise immer ein x € U mit f(z) > 1/2. Dies
wird mit der so genannten Supremumsnorm (vgl. Ubungen) gemessen,

[/ lloo = sup | f(z)] ,
zelU
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die den (“maximalen”) Abstand zweier beschrankter Funktionen auf U
angibt:
If = glle :=sup | f(z) — g(2)]
xelU

Zuriick zu den Beispielen.

i) In diesem Beispiel ist

1 n—oo
sup | fo(2) — f(x)] = sup \f—o)g— =X,
zel ze(0,1) ' n

auch die Supremumsnorm von f, — f konvergiert also gegen Null.

i1) Im zweiten Beispiel ist
| fu(x) = f(2)||leo =1 fiir alle n € N |

das Konvergenzverhalten ist hier (zumindest in der Ndhe des Null-
punktes) nicht sehr gut.

Definition 5.1.2

Fine Funktionenfolge {f.} auf U beschrinkter Funktio-
nen heifit gleichmdfsig konvergent gegen eine Grenzfunk-
tion f auf U, wenn

i [[fu =l =0

Bemerkungen.

i) Gleichméflige Konvergenz impliziert punktweise Konvergenz,
nach obigem Beispiel i) ist die Umkehrung aber falsch.

i) Es gilt wieder ein Cauchy-Kriterium zur Uberpriifung gleichmBi-
ger Konvergenz (|| f, — finl|loo < € fiir n, m hinreichend grof}).

i71) Im Fall gleichméfiger Konvergenz benutzt man haufig die Nota-
tion:
fn=f fir n — o0,
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Mit einer Funktionenfolge {f,}, fn: R D U — R fiir alle n € N, sind
(fiir festes x € U) analog zu Paragraph 4.2 die Partialsummen

k
:an(x)u kEN,
n=1

definiert. Wie oben kann {s;} als Funktionenfolge, s;: U — R fiir alle
k € N, interpretiert werden.

Eine Funktionenreihe ist die Folge der Partialsummen einer Funk-
tionenfolge {si}, und man definiert:

Definition 5.1.3

Die Reihe > ° | fn, fo wie oben, heifft punktweise
bzw. gleichmdflig konvergent, wenn die Folge {s;} der

Partialsummen punktweise bzw. gleichmdf$ig konvergent
ist, falls also mit einer Grenzfunktion s: U — R gilt

s(x) = khm si(x Z folx)  fir alle x € U,

bzw.

k
Sk:an:is fiir k — oo .
m=I

Bemerkungen.

i) Hier wird stets die Beschranktheit der s, bzw. von s angenommen.

i1) Eine Funktionenreihe ist insbesondere dann gleichméflig konver-
gent, wenn sie gleichméflig absolut konvergent ist, d.h. nach Defi-
nition: Die reelle Zahlenreihe Y, || fu]lc konvergiert.

Nach dem Majorantenkriterium (analog zu Satz 4.2.5) ist eine
Funktionenreihe z.B. dann gleichméfig absolut konvergent, wenn
es ein ng € N gibt, so dass fiir alle n > ng gilt || fu|lco < @y, wobei
>, a, konvergiere.
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5.2 Potenzreihen (Konvergenzradius; Konvergenzintervall)

Hier werden lediglich einige einfithrende Betrachtungen gemacht,
iiber die elementare Funktionen wie die Exponentialfunktion definiert
werden. Potenzreihen werden spater im Rahmen der Funktionentheorie
noch eingehender untersucht.

Potenzreihen sind spezielle Funktionenreihen, bei denen die Glieder
von der Form a, - (x — xy)" sind, die Folge der Partialsummen ist also
eine Folge von Polynomen.

Definition 5.2.1
Fine (Funktionen-) Reihe der Form

(0. 9]

an - (x — x9)"
n=0
heifst Potenzreihe um den (festen) Entwicklungspunkt
xo € R mit den Koeffizienten a,,.

Beispiel. Die geometrische Reihe: Y > ((z —x)". Nach Satz 4.2.1 kon-
vergiert die Reihe (punktweise) fiir |x — xy| < 1, sie divergiert fiir
|z — xo| > 1. Fiir |z — 29| = 1 divergiert die Reihe ebenfalls, dazu
mussten die “Randpunkte” o — 1 und xy + 1 aber einzeln untersucht
werden.

Zeigen andere Potenzreihen ein dhnliches Verhalten?

In der Tat beweist man iiber einen genauen Vergleich mit der geome-
trischen Reihe (Majorantenkriterium):
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Divergenz : Konvergenz . Divergenz
o . ¢

Ty — 1 Zo Ty + 1 xr
? ?

Abbildung 5.2: Zum Konvergenzverhalten der geometrischen Reihe.

Satz 5.2.1

Zu jeder Potenzreihe Y o ay - (x — x9)" wie oben gibt es
ein p > 0 und ein Intervall (xg — p,xo + p) derart, dass
qgilt:

i) Die Potenzreihe konvergiert fir x € (xg — p, xo + p)
punktweise. Sie konvergiert auflerdem gleichmdfig
absolut in jedem abgeschlossenen Teilintervall von

(.73() — P, X0 +p)

it) Auferhalb von [xo— p,xo+ p| divergiert die Potenz-
rethe.

Bemerkungen.

i) Die Zahl p heifit der Konvergenzradius der Potenzreihe. Im Fall
0 < p < oo heifit (zg — p,zo + p) das Konvergenzintervall.

i1) Uber Konvergenz bzw. Divergenz der Potenzreihe am Rande
des Konvergenzintervalls lassen sich keine allgemeinen Aussagen
machen.
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ii1) Im Fall p = 0 konvergiert die Reihe nur fiir z = xy, im Falle
der Konvergenz auf ganz R setzt man formal p = co. Dabei sind
uneigentliche Intervalle wie [0, 00) definiert als {z € R: x > 0}.

iv) Der Konvergenzradius geniigt der Formel von Cauchy-Hadamard!
(Beweis: Wurzelkriterium, Satz 4.2.6; man setzt % = 00, ~ = 0):

1
— = limsup v/|a,| .

P n—00

v) Zur Anwendung der Formel von Cauchy-Hadamard ist es bei-
spielsweise niitzlich zu wissen:

Un—1, falls n— oco.

Beweis. Ist h, definiert mittels {/n = 1+ h,,, so ist insbesondere
h, > 0. Potenzieren liefert zusammen mit dem binomischen Lehr-
satz

n n
n=(1+h,)" =) hE

=0 \ k

Werden bis auf & = 2 alle Terme weggelassen, so ergibt dies (n > 2)

n n(n—1)

n > h2 = ———h2 .
9 2
Es folgt (fiir n > 2)
b <) —— |
“Vn-—1
d.h. h,, — 0 fiir n — oo, und die Behauptung ist bewiesen. ]

vi) Zur Uberpriifung punktweiser Konvergenz konnen natiirlich fiir
festes x die Kriterien aus Paragraph 4.2 angewandt werden.

1J. Hadamard, 1865-1963; Bordeaux, Paris.
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5.3 Die Exponentialfunktion (Cauchy-Produkt; Logarithmus;

allgemeine Potenzfunktion; Umkehrfunktion)

Definition 5.3.1

Die durch die Potenzreihe

X n 2 3

T T
exp(x) :225214—:1:4—5%—5%—...

n=0
definierte Funktion exp: R — R heifst Exponentialfunk-
Lion.

Bemerkungen.

i) Zunéchst ist zu tiberpriifen, ob diese Definition iiberhaupt sinnvoll
ist. Dazu fixiert man ein beliebiges z € R, = # 0 (fir z = 0
ist exp(z) = 1). Um etwa das Quotientenkriterium (Satz 4.2.6)
anzuwenden, wird nachgerechnet:

"l |z 1

Qn+1 _ _ <
(n+ Dz n+1 2

Qn

fir alle n > 2|z| — 1. Demnach konvergiert die Reihe fiir alle z € R
absolut und exp(z) ist wohl definiert.

i1) Nach Satz 4.1.6 und der anschlieSenden Bemerkung ii) gilt
Nt =e, dh. exp(l) =e.

n=0 n!

Gilt mit dieser Definition die Funktionalgleichung (das Ad-
ditionstheorem) exp(z) - exp(y) = exp(x + y)?

Zur Beantwortung der Frage muss zunéchst das Produkt von Reihen
studiert werden.
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Satz 5.3.1 (Cauchy-Produkt von Reihen)

83

solut konvergent. Dann gilt

(o) (20) -

konvergent.

Die reellen Zahlenreihen Y s a, und Y, b, seien ab-

(©.9] n

Z (Zak : bn—k)

n=0 k=0
ao-bo+(a0'bl+a1'bo)

‘|—(a0-bg—|—a1-bl—|—a2-bo)
+... .

Insbesondere ist die Reihe auf der rechten Seite absolut

Korollar 5.3.1 (Funktionalgleichung der Ezponentialfunktion)

Fiir alle x, y € R qgilt

exp(z + y) = exp(z) - exp(y) -

Beweis. Die absolute Konvergenz aller vorkommenden Reihen ist bereits

gezeigt. Satz 5.3.1 impliziert (zusammen mit dem binomischen Lehrsatz

2.1.5):

exp(z) - exp(y) =

was zu beweisen war.
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Bemerkungen.

i) Es folgt

(exp(z) - exp(—x)) = exp(x + (—x)) = exp(0) =1,

also auch |

exp(z)

exp(—z) =

i1) Der Graph der Exponentialfunktion ist in Abbildung 5.3 darge-
stellt.

(=]

C)IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

Abbildung 5.3: Der Graph der Exponentialfunktion.

ii1) Die Exponentialfunktion ist streng monoton wachsend, wie leicht
anhand der Definition (im Fall x > 0) und der Funktionalgleichung
(fiir x < 0) verifiziert werden kann (vgl. wieder Abbildung 5.3).

iv) Wie ebenfalls in Abbildung 5.3 angedeutet, ist die Exponential-
funktion eine bijektive Abbildung exp: R — (0, 00). Zu beweisen
ist das mit Hilfe der strengen Monotonie und der gleichméfigen
Konvergenz der Potenzreihe (die Bijektivitit wird spéter auch aus
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der Stetigkeit und der strengen Monotonie folgen). Die Bijektivitét
wiederum zeigt die Existenz einer Umkehrfunktion.

Definition 5.3.2

Die Umbkehrfunktion der Exponentialfunktion exp: R —
(0,00) heifst natirlicher Logarithmus, In: (0,00) — R,

z — In(x).

Bemerkungen.

i) Wie in Abbildung 5.4 dargestellt, geht der Graph des natiirlichen
Logarithmus aus dem der Exponentialfunktion durch eine Spiege-
lung an der Winkelhalbierenden hervor (Ubung zu Kapitel 8.7).

»

N

N
L1

FaY
rrrrrrrrrrroog4 T yriTr T TriT T T T T T T T T T T

-4 -2 2 4 6
X

)
(] 1 L1 | 11 1 I

A

Abbildung 5.4: Der Graph des natiirlichen Logarithmus geht aus dem der Exponen-
tialfunktion durch Spiegelung an der Winkelhalbierenden hervor.
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it) Nach Definition gilt exp(In(xz)) = =« fir alle + > 0 und
In(exp(z)) = « fiir alle x € R.

iii) Es gilt In(1) =0, In(e) = 1, In(x) ist streng monoton wachsend.
iv) Aus Korollar 5.3.1 folgt fiir alle positiven z, y
exp(In(z-y)) = z-y = exp(In(z))-exp(In(y)) = exp(In(z) +In(y)) ,
also das Logarithmengesetz
In(z - y) = In(x) + In(y)

In(z/y) =In(z) —In(y) , In(l/z) = —In(x) .

Uber den natiirlichen Logarithmus lisst sich nun die allgemeine Po-
tenzfunktion einfiihren.

Definition 5.3.3

Es set a > 0 und x € R. Dann heifit die Funktion f:
R — (0, 00),

f(z) :=a" = exp(x - In(a))

Potenzfunktion zur Basis a. Diese Funktion st bijek-
tiv (warum?), es existiert eine Umkehrfunktion g(x):
(0,00) — R, genannt die Logarithmusfunktion zur Ba-

sis a, g(x) =:log,(z).

Bemerkungen.

i) Es folgen unmittelbar die Regeln

™V =a"ad¥, a" = Ll (a*)¥ =a"¥, a" =1
) ax ) Y 9
wobei aus der ersten Regel fiir n € N induktiv folgt
a'=g-a...q,
n-mal
die Definition beinhaltet also die “anschauliche Definition” einer

Potenz mit Exponenten aus N.
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i1) a*/™ stimmt mit der bekannten n-ten Wurzel {/a iiberein:
(a'/™" = exp(n-In(a'/")) = exp(n-In(exp[(1/n) - In(a))))
= exp(In(exp"[(1/n) - In(a))))
= exp(In(exp[n(a)]))
= exp(ln(a)) = a.

i11) Die Exponentialfunktion ist die Potenzfunktion zur Basis e, da
gilt

e’ = exp(z - In(e)) = exp(z - In(exp(1))) = exp(z) .

iv) Per definitionem gibt der Logarithmus log,(x) den Exponenten y
an, fiir den a¥ = x gilt.
Ist beispielsweise a = 4, = 3 so gilt a® = a®> = 64. Die Umkehr-
funktion bildet aber 64 auf das Urbild 3 ab, also log,(64) = 3.
Allgemein wird fiir festes a > 0 die Funktion

f:R—(0,00), xz+a",

betrachtet. Die Umkehrfunktion f~! (genannt log,) ist definiert
als

fy) =log,(y) :=x, fallsgilt y= f(z)=a".
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Kapitel 6

Der R"

6.1 Der Vektorraum R"” (Vektorridume; Funktionenrdume; lineare

Abhingigkeit; Dimension; Basis; Unterraum)

Unter einem (freien) Vektor im R" stellt man sich eine gerichtete
Grofle (einen Pfeil) vor (als typisches Beispiel eine Kraft im R?), die
durch Lange und Richtung gekennzeichnet ist. Freie Vektoren, die durch
Parallelverschiebung ineinander iiberfiihrt werden koénnen, werden als
gleich angesehen.

Abbildung 6.1: Parallelverschiebung freier Vektoren.

Dementsprechend kann ein Vektor so verschoben werden, dass sein
Anfangspunkt im Koordinatenursprung, dem Nullpunkt, liegt. Damit
ist ein Vektor im R"™ durch die Lage seines Endpunktes, d.h. durch die
Koordinaten (oder Komponenten) seines Endpunktes, charakterisiert.
Mit anderen Worten: Es handelt sich um ein Element x des kartesischen
Produktes

R" :=RxRx--- xR,

V
n-mal

wobei x in der Regel als Spaltenvektor (geordnetes n-Tupel) geschrieben

39
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wird:

(o)

T2
r1, To, ..., Ty € R,

|4
I

ey

Die Komponenten werden geometrisch durch die Projektionen auf
die Koordinatenachsen beschrieben.

)

151

Abbildung 6.2: Der Vektor w mit den Komponenten w;, w, im R2.

Anschaulich werden Vektoren in einem Kréfteparallelogramm ad-
diert. Ebenso kénnen Vektoren durch Multiplikation mit einem Skalar
gestreckt werden.

Abbildung 6.3: Ein Krafteparallelogramm.
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Es ist dabei (x, y € R", c € R)

(cxl\ (_371\

CI9 — X9

) o)
(551+yl\ (O\

T2 + Y2 0

Die oben plausibel gemachte Struktur wird prézisiert in den Vektor-
raumaxioment:

Detfinition 6.1.1

Es se1 K ein Kérper und V' eine Menge. Ferner existiere
ewn Addition +,

+: VXV -V,

(v, W) = v+w
und eine Multiplikation mit Skalaren -,

KxV —=V,
(A v) = Ay,
sodass gilt:

V1 (V,+) ist eine kommutative Gruppe (mit neutralem
Element O und inversem FElement —v ).
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V2 Fir das multiplikative Einselement des Korpers
(neutrales Element bzgl. der Multiplikation im
Korper) gilt

lv=v,

und es gelten die Assoziativ- und Distributivgesetze
AN peK v,weV)

Dann heifst (V,+,-) ein Vektorraum oder linearer Raum
tiber dem Korper K. Die Elemente eines Vektorraums
heiflen Vektoren.

Bemerkung. Mit dem Korper K sind in diesem Kapitel stets die reellen
Zahlen R gemeint. Nach einer systematischen Einfithrung der komple-
xen Zahlen (Kapitel 7) ist aber klar, dass ebenso die Situation K = C
betrachtet werden kann.

Beispiele.
i) Wie oben angedeutet, ist der R" ein R-Vektorraum.

i1) Zu den wichtigsten Beispielen linearer Raume gehoren Funktio-
nenraume. So ist beispielsweise der Raum der Polynome vom Grad
<n,n €N, iiber R (oder C) ein Vektorraum:

n

IL,(R) := {p(z) = Zakazk ap € Rfiirallek=0,1,...,n} .
k=0

Funktionenrdume (etwa der Raum der stetigen Funktionen) sind i.A.
nicht von endlicher Dimension wie der R".
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Was ist die Dimension eines Vektorraumes?

Definition 6.1.2

Es sei V ein K-Vektorraum, m € N und v(D, v?, .

v seien Vektoren aus V.

i) Sind A1, A2, ..., Am € K, so heifit die Summe

zm: Ay P
=1

eine Linearkombination der v\® . Die Linearkombi-
nation heifst trivial, wenn alle A\ gleich Null sind.
Andernfalls heif$t sie nicht-trivial.

i1) Die Vektoren v® k=1, ..., m, heiflen linear un-

abhdngig, falls gilt:

> My =0= XN =0 firale k=1,2, ..., m.
k=1

Mit anderen Worten: Der Nullvektor ist durch die
v ® nur trivial darstellbar.

i) Gibt es dagegen oy, ao, ..., a, € K — nicht alle

Null — mat .
S e =0,
k=1

so nennt man die Vektoren v%) linear abhingig.
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Beispiele.

i) Betrachtet sei der R? sowie die Vektoren

Aus
v 4 (=1)v@ + (—=2)v® =0

folgt unmittelbar, dass die Vektoren linear abhéngig sind.

i1) Sind die Vektoren

2 0
vii=190 1], v?@=1]1
0 0

im R? gegeben, so gilt
2 0
0O=X1| 0 |+X] 1 = 2\ =0, =0 =X\ =X=0,
0 0
was die lineare Unabhéngigkeit der Vektoren beweist.
i71) Im Raum der Polynome vom Grad < 2 sind
vl = px):=1 und v? = ¢(z) ==z fiir alle =
linear unabhéngig. Aus
Ap(x) + Aog(w) = 0 = (r(z) = 0)

folgt namlich
A1+ Xz =0 fiir alle x,

also wieder

AM=X=0.
Wie behauptet sind die beiden Polynome linear unabhéngig.
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Bemerkung.

i) Gleichbedeutend mit linearer Abhéngigkeit von zwei und mehr
Vektoren ist: Mindestens einer lasst sich als Linearkombination
der anderen schreiben.

i1) Fin einzelner Vektor v ist per definitionem genau dann linear
unabhéngig, wenn v # 0. Der Nullvektor 0 ist linear abhéngig.

i11) Sind vl v@® . v® ke N, linear abhéngig und nimmt man
weitere Vektoren hinzu, so ist das erweiterte System erst recht
linear abhéngig.

iv) Sind vD v@® v L e N, linear unabhéngig und nimmt
man Vektoren aus dieser Familie heraus, so sind die verbleibenden
Vektoren linear unabhéngig.

Definition 6.1.3

i) Die mazimale Zahl linear unabhdngiger Vektoren ei-
nes Vektorraumes V' heifit die Dimension des Vek-
torraumes, dim V.

it) Es sei m die Dimension eines Vektorraumes V.
Dann heift jedes n-Tupel (v\D,v® .. v} von li-
near unabhdingigen Vektoren aus V eine Basis von

V.

Bemerkung. Ist V ein Vektorraum mit Basis (vi), v ... v() so

existieren zu jedem v € V eindeutig bestimmte Koeffizienten aq, ao,

ooy € K mit
n
v=> av®.
k=1

Diese Koeffizienten heiflen Koordinaten von v bzgl. der Basis
(v, v, v,

Ist V ein K-Vektorraum und v € V, so ist {\v : A € K} selbst
wieder ein Vektorraum, der in V' enthalten ist.
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Es wird definiert:

Definition 6.1.4

Ist V' emn K-Vektorraum und ist U C V' eine Teilmenge
von V', die selbst ein Vektorraum ist, so heifst U Unter-
raum von V.

Im Folgenden wird der (R-) Vektorraum R” ndher untersucht. Ist

(1) (o) (o)

1 0
0 0 0

g(l) — Y 2(2) - Y cr g(n) - Y
0 0 0

\?) \?) \1)

so sind die Vektoren el wegen

[ n)

o A
0="> Nel = 1 = AM=X=..0=0
=1

W

linear unabhéngig, und es kann kein weiterer linear unabhéngiger Vek-

X1

tor hinzugefiigt werden. Ist ndmlich x = : € R" beliebig, so

gilt

1x — z1e) — z0e® — - — 2" =0, bzw. x=) zel.
i=1
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Analog wird gezeigt, dass im R" nicht mehr als n Vektoren linear

unabhéngig sein konnen (warum?), es gilt dimR"” = n. Die Basis
(g(l),g@), e ,g(”)) heift die kanonische Basis oder die Standardbasis
des R".

Unterrdume im R” kann man allgemein wie folgt erzeugen: Gegeben

seien k Vektoren xM, x, ..., x(®) € R”. Dann ist ihre lineare Hiille
k

L = Spann(g(l), e ,g(@) = {Zaig(’) o eER =1, 2, ..., k:}
i=1

ein Unterraum des R” (der von den x aufgespannte Raum). Es gilt
(wie allgemein in einem Unterraum):

0elL, 0<dmL<n,

und
dimL =0« L={0}, dimL=n < L=R".
Beispiele.
1 0
i)Essein=3,v=]| 2 |,w=| 0 | und
0 1

L={av+pw: a, FeR}.

Der Unterraum L ist die Ebene durch den Nullpunkt, die von den
beiden Vektoren v und w aufgespannt wird (vgl. Abbildung 6.4).

1
L-{oz IO{GR}.
0

In diesem Beispiel ist L die “z;”-Achse im R2.

i1) Es sei n = 2 und
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xs3

T2

< |

X1

Abbildung 6.4: Die von v und w aufgespannte Ebene.

6.2 Die Geometrie des R” (Norm; Skalarprodukt;
Cauchy-Schwarzsche Ungleichung; Kosinus; orthogonal; orthonormal;
Kronecker-Symbol; Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren;

orthogonale Projektion)

Im Vektorraum R" konnen (wie es der anschaulichen Vorstellung
im R? entspricht) Lingen und Winkel gemessen werden. Dies ge-
schieht mit der Hilfe der Euklidischen Norm bzw. des Euklidischen
Skalarproduktes. Der Vektorraum R" versehen mit dem Euklidischen
Skalarprodukt heifit der Euklidische Raum R". Manchmal wird dies
durch die Schreibweise E" verdeutlicht.
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Zunéchst wird hier zur Langenmessung der Begriff einer Norm ein-
gefiihrt. Die (axiomatisch) geforderten Eigenschaften einer Norm ent-
sprechen dabei genau den anschaulichen Erwartungen, die an eine
Langenmessung zu stellen sind.

Definition 6.2.1

Es sei V' ein Vektorraum diber R. Eine Abbildung
-1 V=R, x—|x[,

heifit Norm auf V', falls fiir alle x, y € V' und fiir alle
A € R gilt:

0) %l =0 und [|x]| =0 < x=0;
i) [[Ax]] = [A]Ix]l;
iii) (Dreiecksungleichung) ||x +y|| < ||x|| + [ly]l-

Bemerkung. In Abbildung 6.5 ist angedeutet, dass die Dreiecksunglei-
chung der geometrischen Vorstellung entspricht.

D)

N

z||

<

Ty

Abbildung 6.5: Klarerweise sollte gelten: ||y + z|| < [ly|| + [|z]|-
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Beispiele. Im R" gibt es zahlreiche Normen wie etwa

|Ix||oo = max{|zi|, |z2|, ..., |zn|} (Maximumsnorm);
1

x|l = <Zm2>2 (Euklidische Norm);

1
1=1

n
x| := Z\xz\ (Einsnorm) .
i=1

Eine besondere Bedeutung féllt dabei der Euklidischen Norm zu, die
unsere Vorstellung im dreidimensionalen Raum widerspiegelt. Wesent-
lich ist, dass die Euklidische Norm von einem Skalarprodukt induziert
ist:

Definition 6.2.2
Es ser V' ein R-Vektorraum. Eine Abbildung

() 0 VXV =R, (x,y)~ XY),

heifit Skalarprodukt (oder inneres Produkt), wenn fiir alle

X,y, 2z €V und fir alle A € R gilt:
i) (Kommutativgesetz) (X,y) = (¥, X);
ii) (Distributivgesetz) (X +y,z) = (X,2) + (¥, 2);

)
iii) (Assoziativgesetz) MX,y) = (AX,y) = (X, \y);
iv) (positive Definitheit) x # 0 < (x,x) > 0.

Bemerkung. Man beachte, dass das Skalarprodukt zweier Vektoren
eine reelle Zahl ist.

Im R" existiert ein Skalarprodukt, wie folgender elementar zu be-
weisender Satz festhalt.
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Satz 6.2.1
Durch die Vorschrift

e ”m

(xy) = zy;, x= cR",
j=1

wird im R"™ ein Skalarprodukt, genannt das Fuklidische

oder das kanonische oder das Standardskalarprodukt des
R"™, definiert.

Korollar 6.2.1

Bezeichnet (-,-) das Standardskalarprodukt des R", so
qilt fiir die Euklidische Norm oder den Betrag eines jeden
Vektors x € R"

1
|x]]2 = (x,x)2 .

Vereinbarung. Wenn es nicht ausdriicklich anders betont ist, stehen
(-,-) und || - || im Folgenden stets fiir das Standardskalarprodukt und
die daraus induzierte Euklidische Norm.

Ein wesentliches Hilfsmittel zur weiteren Diskussion der Geometrie
des R" ist

Satz 6.2.2 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)!

Fiir alle x, y € R" gilt

[ )| < [ lyll -

'H.A. Schwarz, 1843-1921; Halle, Ziirich, Géttingen, Berlin.
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Beweis. Es seien x, y € R" (0.E. x, y # 0). Dann gilt fiir beliebige «,
g eR:

(ax + By, ax+ By) >0
= 2xx) + Py y) +2a8(x,y) >0
= ox|*+Flyl® > —208(x,y) -
Wird nun a := [|y|| und 8 := %||x|| gewéhlt, so ergibt sich
20xl*llyl* > =20x[lyll = y)

= xllyl = =z, y) ,

und die Behauptung ist gezeigt. [

Folgerung. Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung impliziert fiir alle x,
y € R™

Ix+yl*> = E+y.x+y) = [x]*+ lyl]* +2(x,y)

2
< l=xI*+lyl* +20xlliyl = (=l +lyl)”

Damit ist die Dreiecksungleichung fiir die Euklidische Norm verifiziert
und Satz 6.2.1 ist bewiesen. ]

Durch das Skalarprodukt sind Winkelmessungen iiberhaupt erst
moglich. Sind x, y € R", so definiert man den Kosinus zwischen zwei
Vektoren

- <§=X>
cos(x,y) = Ix/llyll -

Dabei impliziert die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

—1<cos(x,y) <1.

Bemerkung. Auf diese Art kann in beliebigen Vektorrdumen, die mit
einem Skalarprodukt versehen sind, ein Winkel zwischen zwei Vektoren
erklart werden.
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Nun ist zu iiberpriifen, ob die Definition nicht im Widerspruch steht
zur Definition des Kosinus iiber elementargeometrische Betrachtungen.
Um einzusehen, dass das in der Tat nicht der Fall ist, sei ein rechtwink-
liges Dreieck bzw. der Einheitskreis in der Ebene R? betrachtet (wie in
Abbildung 6.6 dargestellt).

Abbildung 6.6: Elementargeometrische Betrachtungen zum Kosinus.

Der Radius des Kreises ist 1, also impliziert der Satz des Pythagoras
1=ci+dc

Der Kosinus des Winkels a wird iiber den Einheitskreis definiert
als (“Ankathete durch Hypotenuse”, analog entspricht der Sinus dem
Léngenverhaltnis “Gegenkathete durch Hypotenuse”)

cos(a) := ¢y .

Nach der “neuen” Definition des Winkels muss das Skalarprodukt

C1

des blau gekennzeichneten Vektors x = und des rot dargestell-
0
C1
ten Vektors ¢ = berechnet werden:
C2

(g,g>:c%+002:c%.
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Zusammen mit den Euklidischen Normen

Il =/ + 02 =cr, el = &+ =vVI=1.

folgt in Ubereinstimmung mit der “alten” Definition

(x,c)

cos(x,c) = c1 .

el e

Insbesondere ist iiber das Skalarprodukt definiert, was es heifit, dass
zwei Vektoren senkrecht aufeinander stehen:

Definition 6.2.3

i) Zwei Vektoren x, y € R" stehen senkrecht aufein-

ander (oder sind orthogonal), falls

i1) Ist U C R" eine beliebige Menge, so heifst
Ut ={xeR": (x,u) =0 fir alle uc U}

das orthogonale Komplement von U.

Bemerkung.

i) Die Orthogonalitdt in Funktionenrdumen, die mit einem Skalar-
produkt versehen sind, spielt im Kapitel 26 eine wesentliche Rolle.

ii) U+ ist stets ein Unterraum, auch wenn U selbst kein Unterraum
ist.

Beispiele.

i) Es sei n = 3,

Z
I

1 und U = {N}.
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Dann ist

UJ'{X T9 ER3Z$1+$2+25L’30}.

€3

U+t ist die Ebene durch den Nullpunkt, die auf dem Vektor N
senkrecht steht. In U+ liegen beispielsweise die Vektoren

1 2

v=| -1

€
I

0
0 —1

Diese sind linear unabhingig und spannen die Ebene Ut auf
(vgl. Abbildung 6.7).

i1) Betrachtet sei die Standardbasis (e, e® ... e() des R™. Fiir
alles, 7 =1,2, ..., nist

1 fiir i=7,
0 fiir i#7.

(e el)y = 0ij 1=

Dabei heifit d;; das Kronecker-Symbol?. Die Basisvektoren haben
die Lange 1 und stehen senkrecht aufeinander.

Umgekehrt gilt
Satz 6.2.3

Es seien £, £2) £ e R" ynd fiir alle i, j =1, 2,
., n gelte

<£(i)7 f(j)> = 0y . (%)

Dann ist (f(l), £ ,ﬁ(")) eine Basis des R". Jede Basis
mit der Figenschaft (x) heifit Orthonormalbasis (ONB)
des R".

2L. Kronecker, 1821-1891; Berlin, Breslau, Bonn.
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x3

T2

1z

X1

UJ_

Abbildung 6.7: Das orthogonale Komplement des Vektors N.

Beweis. Multipliziere Y ) _; A\cf (¥) — 0 skalar mit £, O

Bemerkung. Analog wird argumentiert: Es sei eine ONB nach Satz
6.2.3 gegeben. Alle x € R" kénnen insbesondere dargestellt werden als
KZZ?:laii(i)a a €eRe=1,...,n.

Ist 1 < k < n und multipliziert man x skalar mit f(k), so folgt
aufgrund der Orthonormalitat o = (x, f (k)>, d.h.

n

x =Y (x,fO) "

k=1

Problem. Es seien g(l), 5(2), cee g(m), 1 < m < n, linear unabhéngige
Vektoren, die den Unterraum U aufspannen. In U ist es aber viel ein-
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facher, mit einer ONB zu arbeiten als mit den Vektoren g(i), 1 =1, 2,
..., m. Es stellt sich die Frage:

Wie kann eine ONB von U konstruiert werden?

Ein konstruktives Verfahren dazu ist das Schmidtsche? oder auch Gram-
Schmidtsche* Orthogonalisierungsverfahren. Die Idee ist, von einem Ba-
sisvektor die orthogonale Projektion in den von den vorherigen Basis-
vektoren erzeugten Teilraum abzuziehen.

Beispiel. Es sei n = 2,

2 3
g = 87 =
0 1

Um eine ONB des aufgespannten Raumes (in diesem Fall des ganzen
R?) zu finden, wird zuniichst der Vektor g(l) auf die Lange 1 normiert:

2)

Anschliefend wird aus g ein zu Y senkrechter Vektor konstru-

iert. Dabei zieht man von_g(2) den Anteil ab, der schon im von £
aufgespannten Raum liegt, d.h. die orthogonale Projektion von 5(2)

auf den von £V aufgespannten Teilraum.

Zu bemerken ist, dass ein Anteil in die orthogonale Richtung
verbleiben muss, da g(l) und g@) linear unabhéngig gewahlt waren.

Die orthogonale Projektion von 5(2) auf den von £V aufgespannten
Teilraum ist aber (vgl. Abbildung 6.8, dort rot dargestellt)
<g(2) f(1)> £

)=

3E. Schmidt, 1876-1959; Ziirich, Erlangen, Breslau, Berlin.
4J.P. Gram, 1850-1916; Kopenhagen.
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es verbleibt (in der Abbildung griin dargestellt):

Spann(f)

Abbildung 6.8: Zur orthogonalen Projektion von 5(2) auf Spann(i(l)).

Dieser hat in dem speziellen Beispiel bereits die Lange 1, ansonsten
ist er noch auf die Lange 1 zu normieren.

Im allgemeinen Fall wird wie folgt vorgegangen: Es sei 1 < m < n
und g(l), 5(2), cee g(m) seien linear unabhéngige Vektoren im R".

i) Zunéachst wird gesetzt:

) .= g
B Ig™]l =

i1) Anschliefend betrachtet man den Vektor

7 = @ _ (@ g0y
und normiert diesen auf die Lénge 1, d.h.
£(2) _ (12) £(2)
£

i71) Analog wird

(3
)= g® (g FYED _ (g®) p))pC)

=1

gesetzt und anschlieBend normiert:
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iv) Sind nun fir ein 1 < k < m die Vektoren £ @D wie
oben konstruiert, so wird

£<‘“> _ g _ Z@k)’ £y g0
=1
wieder normiert:
) . 1 k)
R
£

v) Im letzten Schritt ist ein Orthonormalsystem aus m Vektoren
entstanden.

Beispiel. Es sei U im R? der Unterraum Spann(g(l),g(2)),

1 4
1 4

Man wahlt nach obigem Rezept zunéchst

1
1
f(l) - 2
IRV
1

W
W
—_
—_

4 4 1 1
4 1 2
= 2 | —2] 2 = —2

S
—_
()
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Nach der Normierung von £(2) ist eine ONB von U gefunden:

1 1

. : 1
V6 ERVER
1 1

6.3 Folgen im R" (Ubertragung des Konvergenzbegriffes)

In Definition 4.1.1 ist bereits der Begriff einer Folge {x*)} von Vek-
toren x*) im R" enthalten. Man stelle sich beispielsweise die Folge
{x(t)} der Ortskoordinaten eines Massenpunktes im R? zu einer Folge
von Zeitpunkten {t;} vor.

Der Konvergenzbegriff fiir eine reelle Zahlenfolge ist in Abbildung
4.2 veranschaulicht. Die natiirliche Vorstellung im hoher dimensionalen
Fall ist in Abbildung 6.9 dargestellt.

T2
1
X2
8
X7
9 X6
x10
1 x12
x14
B Bé x13 T
H XH
- x4
x3

Abbildung 6.9: Fiir dieses ¢ sind ab k = 15 alle Folgenglieder néher bei 0 als ¢.

“Néher bei der 0” (analog bei a € R") ist fiir reelle Zahlen durch
die Betragsfunktion | - | bestimmt, die den Abstand in R misst. Im
R™ wird der Abstand durch die Euklidische Norm gemessen (andere
Normen werden zur Zeit nicht betrachtet), also ist in der Definition
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4.1.2 einer konvergenten reellen Zahlenfolge einfach der Betrag durch
die Euklidische Norm zu ersetzen.

Dies fithrt auf
Definition 6.3.1
Es sein > 1. Eine Folge {x™}, x*) € R” fiir alle k € N,
heifst konvergent, wenn es ein x € R" gibt, sodass gilt:

Fiir jedes € > 0 existiert eine (von € abhdngende) Zahl
N(e) € N mit

Ix® — x| < e fir alle k> N(e) .

Falls eine Folge konvergiert, so heifst x der Grenzwert
der Folge (die Folge konvergiert gegen x; die Folge hat
den Grenzwert oder Limes X).

Fine Folge, die nicht konvergiert, heifst divergent.

Bemerkungen.

i) Die Notation bleibt die Gleiche, d.h. man schreibt

klim xP =x oder x® —x fiir k— oo .

i1) Beispiele ergeben sich unmittelbar aus dem folgenden Satz, der
den Zusammenhang mit reellen Zahlenfolge wiedergibt.

(2 ) (2 )

Es seien x%) = : ,keN, und x = . |. Die

) \

Folge {z(k)} 15t genau dann konvergent gegen X, falls fiir

Satz 6.3.1

jedes feste v, 1 =1,...,n, gilt: limg_, azgk) =
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Bemerkungen.

i) Mit anderen Worten: limy_, x®) = x genau dann, wenn kom-
ponentenweise Konvergenz (fiir alle Komponenten!) vorliegt (siehe
Ubungen).

i) Nach 7) konnen Grenzwertbetrachtungen von Folgen {x(*} im R
komplett auf Paragraph 4.1 zuriickgefiihrt werden: Es muss jede
Komponente einzeln diskutiert werden.

Beispiele.

i) Essein =3

2k3+1
I +2k—1
xF) = (1 4 %)k fiir alle £k € N.

k!

kF
2
Die Folge {x} konvergiert gegen x = | ¢
0

i1) Ist fiir n = 2 und fiir alle K € N

so divergiert die Folge {x(®}.

6.4 Die Topologie des R” (beschrinkte, offene, abgeschlossene

und kompakte Mengen im R")

Analysiert man Funktionen einer Verinderlichen (der Zeit), so ist
der Definitionsbereich meist ein beschrinktes/offenes/abgeschlossenes
Intervall. Die essentielle Bedeutung der verschiedenen Arten von
Intervallen als Definitionsbereich ist in Abbildung 3.1 verdeutlicht.
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Im R” ist die Situation wesentlich vielfaltiger, und es ist nicht
unmittelbar evident, welche verschiedenen Eigenschaften einer Menge
eine “natiirliche Bedeutung” haben.

Da im R" keine Ordnungsrelation “<” (im Sinne der Axiomatik aus
Paragraph 2.3) existiert, ergeben die Begriffe “nach oben beschréinkt”
und “nach unten beschrankt” keinen Sinn

Die Beschranktheit einer Menge im R"” kann aber mit Hilfe der Eu-
klidischen Norm definiert werden. Die Vorstellung dabei ist, dass eine
Menge in einer Kreisscheibe (im R?) oder einer Kugel (im R") enthal-
ten ist (zur Erinnerung: Eine beschréinkte Menge reeller Zahlen ist per
definitionem in einem Intervall [—k, k] enthalten).

Detfinition 6.4.1

Fine Menge U von Elementen des R", U C R", heifst
beschrankt, wenn es eine reelle Zahl M € R gibt mat

x| < M firalle xe U .

Beipiele.

i) Die in Abbildung 6.10 dargestellte Menge U C R? ist beschrinkt,
sie ist enthalten in einer Kreisscheibe vom Radius M.

ii) Die Menge U = R x [0,1] C R? ist nicht beschrinkt, da es zu
beliebigem M € R ein x € U gibt mit ||x|| > M, z.B.
M
1/2
Die wichtigsten Mengen sind (als Verallgemeinerung offener Inter-

valle in R) offene® Kreisscheiben (im R?) und offene Kugeln (im R"),

hier auch als Umgebungen bezeichnet.

°Der Begriff “offen” wird in Definition 6.4.4 prizisiert.
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T2

Abbildung 6.10: Ein beschréankte Menge.

Definition 6.4.2

Sind x9 € R” und € > 0 gegeben, so heifit die Menge
B-(x")={xeR": |lx —x"| <&}

eine e-Umgebung von x\9).

Beispiele.
i) Im R' ist B.(z(?) das offene Intervall (z(©) — ¢, 20 + ¢).

i) Im R? ist B.(x?) eine offene Kreisscheibe um den Punkt x() vom
Radius ¢.

iii) Analog ist B.(x(?)) im R? eine offene Kugel um den Punkt x(®
vom Radius €.

Mit Hilfe des Umgebungsbegriffes kann definiert werden: (Beispiel:
Betrachtet man in Abbildung 6.11 die Vereinigung der offenen Kreis-
scheibe mit der rot dargestellten Kreislinie, so sind nach wie vor die
Randpunkte zu unterscheiden von den blau dargestellten inneren Punk-
ten.)
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X1

R

Abbildung 6.11: Die blau dargestellte Menge ist die offene Kreisscheibe vom Radius
R um den Nullpunkt. Die rote Linie (der Rand) gehort nicht dazu.

Definition 6.4.3

i) Ein Punkt x € R" heifit innerer Punkt einer Teil-
menge U des R", wenn es eine Umgebung von x gibt,
die ganz in U enthalten ist.

1) Fin Punkt x € R" heifst Haufungspunkt einer Teil-
menge U des R", wenn in jeder Umgebung von x ein
Punkt von U liegt, der von x verschieden ist (vgl. mit
dem Begriff “Hdaufungspunkt einer Folge”).

ii1) Fin Punkt x € R" heifst Randpunkt einer Teilmenge
U des R", wenn in jeder Umgebung von X mindestens
ewn Punkt von U und ein Punkt des Komplementes
von U liegt.

Bemerkung. Haufungspunkte und Randpunkte miissen selbst nicht
zur Menge gehoren.

Beispiele.

i) Essein=1,a<bund U = (a,b] C R.
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e Die Menge aller inneren Punkte ist in diesem Beispiel
{z: a<z<b}.

Ist ndmlich ¢ < x < b und ¢ < min{|z — al, |z — b|}, so gilt
(x —e,x +¢) C (a,b], es liegt also eine (und damit beliebig
viele) e-Umgebung von = komplett in (a, b]. Die Punkte a und
b (und alle Punkte, die nicht zu dem Intervall gehéren) kénnen
keine inneren Punkte sein (vgl. Abbildung 6.12).

Y a x b
N 0N
o ——
|z — al |z — b|

Abbildung 6.12: Das blau gekennzeichnete “e-Intervall” um z liegt ganz in (a,b]. Um
b kann es kein solches Intervall geben, da die obere Grenze gréfer als b ist und die rot
gekennzeichneten Punkte nicht zu (a, b] gehoren.

e Anhand von Abbildung 6.12 erkennt man ebenfalls, dass alle
a < x < b Haufungspunkte des Intervalls (a, b] sind. Zu beach-
ten ist: a gehort zwar nicht zur Menge U, ist aber trotzdem
Haufungspunkt der Menge.

Ist y < a oder y > b, so kann y kein Haufungspunkt sein. Die
in der Abbildung angedeutete Umgebung von y enthélt keinen
Punkt der Menge.

e Schliefilich sieht man, dass a und b die Randpunkte des Inter-
valls (im Sinne der Definition 6.4.3) sind.

i1) Analog sind die inneren Punkte der offenen Kreisscheibe die blau
gekennzeichneten Punkte aus Abbildung 6.11, die Randpunkte bil-
den die roten Kreislinie, die Menge der Haufungspunkte ist die

Vereinigung der inneren Punkte und der Randpunkte (vgl auch
die Menge U aus Abbildung 6.13).

i7i) In Abbildung 6.9 ist eine Menge angedeutet, die nur 0 als
Haufungspunkt hat.

Definition 6.4.3 fiihrt schliefllich zu
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) U

(=

T

Abbildung 6.13: Hier ist x ein innerer Punkt, y ein Randpunkt von U.

Definition 6.4.4

i) Eine Menge U C R", die nur aus inneren Punkten
besteht, heifit offen. Die Menge aller inneren Punkte

heif$t das Innere (oder der offene Kern) U.

i1) Fine Menge U C R", die alle ihre Hdaufungspunkte
enthdlt, heifit abgeschlossen. Die Vereinigung einer
Menge mit der Menge aller ihrer Hdufungspunkte
heifit der AbschlufS (oder die abgeschlossenen Hiille)
U, deor Rand OU einer Menge U C R" ist die Menge

U-U.

ii1) Fine Menge U C R", die abgeschlossen und be-
schrinkt ist, heifst kompakt.

Beispiele.

i) U={xe€R®: 22 + 23 < R*} (vgl. Abbildung 6.11): U ist be-
schrankt, nicht kompakt, offen, nicht abgeschlossen. Innere Punkte
und Randpunkte sind bereits oben spezifiziert worden.

ii) U = {x € R?: 27 + 23 < R?} (vgl. Abbildung 6.14): U ist be-
schrankt, kompakt, nicht offen, abgeschlossen. Die inneren Punk-
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te und die Randpunkte sind die gleichen wie im Fall der offenen
Kreisscheibe.

Ty

R

Abbildung 6.14: Die dunkler gekennzeichneten Punkte gehoren zur abgeschlossenen
Kreisscheibe vom Radius R.

iii) U = {x € R* : 2% + 23 = R?} (vgl. Abbildung 6.15): U ist be-
schrankt, kompakt, nicht offen, abgeschlossen. Die Menge besteht
genau aus ihren Randpunkten, insbesondere gibt es keine inneren
Punkte.

X2

x

Abbildung 6.15: Die Kreislinie vom Radius R.

i) U={x€R*: 21 >0, 9 >0} (vgl. Abbildung 6.16): U ist nicht
beschrankt, nicht kompakt, nicht offen, abgeschlossen. Das Innere
ist die Menge

{(xeR*: 2, >0, 29 >0},
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die Menge der Randpunkte (gehort in diesem Fall zu U) ist
{x €U :xy=0oder zy =0}
und ist in Abbildung 6.16 rot dargestellt.

X2

Abbildung 6.16: Ein Quadrant im R2.

Bemerkungen.

i) Das Komplement einer offenen Menge ist abgeschlossen, das Kom-
plement einer abgeschlossenen Menge ist offen.

i1) Wenn eine Menge offen ist, heifit das aber nicht, dass sie nicht
abgeschlossen ist und vice versa. Es gilt jedoch:

Die einzigen zugleich offenen und abgeschlossenen Teilmengen des
R" sind die leere Menge und der R” selbst (vgl. Ubungen).

Was geschieht bei Vereinigungen bzw. beim Durchschnitt?

Beispiel.

i) Fir allen € Nsei U, :={zx € R: 1/n <z < 1}. Die Mengen U,
sind offen und es ist

U?LO:IUH — (07 1) )

die abzdhlbare (unendliche) Vereinigung® der offenen Mengen U,
ist wieder offen.

br € UX U, :& x € Uy fiir ein k € N; analog: z € N2, U,, & = € Uy, fiir alle k € N.
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i1) Fir allen € Nsei U, :=={xr € R: —1/n <z < 1/n}. Auch hier
sind die Mengen U,, offen und es gilt fiir festes 1 < N € N

NN U, = (=1/N,1/N) ,

der endliche Durchschnitt der offenen Mengen ist offen.

Der abzdhlbare (unendliche) Durchschnitt der offenen Mengen U,
ist jedoch nicht offen:

i1i) Bei abgeschlossenen Mengen ist die Situation genau umgekehrt.

Wie in den Beispielen motiviert, kann bewiesen werden:

Satz 6.4.1

i) Die Vereinigung eines beliebigen Systems offener
Mengen ist offen.

i1) Der Durchschnitt eines endlichen Systems offener
Mengen ist offen.

iti) Der Durchschnitt eines beliebigen Systems abge-
schlossener Mengen ist abgeschlossen.

i) Die Vereinigung eines endlichen Systems abge-
schlossener Mengen st abgeschlossen.

Wozu Kompaktheit?

Mit Hilfe des folgenden Satzes wird spéter gezeigt werden, dass hinrei-
chend “gutartige” Funktionen mit einem kompakten Definitionsbereich
ihr Maximum und Minimum annehmen. Ohne die Voraussetzung der
Kompaktheit ist das i.A. nicht richtig (vgl. Abbildung 6.17, vgl. auch
Abbildung 3.1).
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g
Abbildung 6.17: Ist der Definitionsbereich U von f kompakt, d.h. gehort die ro-

te Randlinie zu U, so gibt es y und z€ U mit f(y) = maxyep f(X) bzw. f(z) =
minger f(x). Gehort die rote Randlinie nicht zu U, so gilt dies nicht mehr.

Satz 6.4.2

Es sei U eine Teilmenge des R™. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent.

i) U ist kompakt.

i1) Jede wunendliche Teilmenge von U besitzt einen
Haufungspunkt in U.

iii) Jede Folge mit Werten in U besitzt eine konvergente
Teilfolge mit Grenzwert in U (Folgenkompaktheit).

Bemerkungen.

i) Ebenfalls dquivalent zur Kompaktheit ist: Aus jeder Uberdeckung
von U mit offenen Mengen lassen sich endlich viele dieser Mengen
so auswéhlen, dass U von ihnen iiberdeckt wird (“U hat die Heine-
Borel-Eigenschaft” 7).

i1) Der Beweis von Satz 6.4.2 findet sich in jedem Lehrbuch zur Ana-
lysis.

"E. Heine, 1821-1881; Berlin, Bonn, Halle. E. Borel, 1871-1956; Paris.
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ii1) Der Satz gilt nicht mehr, wenn statt des R™ Raume unendlicher
Dimension (etwa Funktionenrdume) betrachtet werden.



Kapitel 7

Die komplexen Zahlen C

7.1 Einfiihrung der komplexen Zahlen (der Kérper der
komplexen Zahlen; Fundamentalsatz der Algebra)

i) Das Studium von Gleichungen 2" und 3"" Grades fiihrt im 16"
Jahrhundert zur Einfiihrung der komplexen Zahlen (Cardano!,
Bombelli?, ..., Euler fiihrt 1777 das Symbol i fiir die imaginire
Einheit ein).

ii) Was ist eine Losung der Gleichung 2% = —17

iti) Standardanwendung in der Elektrotechnik: Man betrachte einen
Wechselstromkreis mit Spule und Ohmschen Widerstand in Rei-
henschaltung:

R L

AN

~Y

©

U = U cos(wt)

G

Abbildung 7.1: Reihenschaltung mit Spule und Ohmschen Widerstand.

Ein komplexer Ansatz fithrt auf

I(t) = Iycos(wt — «)

LG. Cardano, 1501-1576; Pavia, Padua, Mailand, Rom.
2R. Bombelli, 1526-1572; Bologna, Rom.

123
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(I: Stromstérke, [y = const, w: Kreisfrequenz, a: Phasenverschie-
bung). Der Wechselstromwiderstand (Impedanz) ist

R*=R+iwl .

Mit Eulers Notation ist im Folgenden (zun#chst nur symbolisch) ¢
eine Losung der Gleichung 22 4+ 1 = 0.

Genauer. Betrachtet sei die Menge R? der Paare (a, b) reeller Zahlen.
i) Mit der Vektoraddition
(a1,b1) + (a2,b2) = (a1 + a2, by + by)

wird der R? eine kommutative Gruppe.

i1) Eine Multiplikation ist definiert mittels
(a1,b1) - (az,be) = (a1az — biba, a1by + asby) .

ii1) Diese Multiplikation ist assoziativ und kommutativ.

iv) Es existiert ein neutrales Element, ndmlich (1,0):
(a,b) - (1,0) = (a,b) .

v) Ist (a,b) # (0,0), so ist (azibzy _a23_b2
multiplikative inverse Element:

(a,b)-< a b

C+02 a b

) das eindeutig bestimmte

) — (1,0).
Zusammen mit dem Distributivgesetz folgt

Definition 7.1.1

Der R? mit der oben definierten Addition und Multipli-
kation ist ein Korper. Er heifst der Korper der komplexen

Zahlen und wird mit C bezeichnet.
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Bemerkungen.

i) Mittels der Abbildung ¢: R — C,

v(a) = (a,0)

kénnen reelle Zahlen mit komplexen Zahlen der Form (a,0) iden-
tifiziert werden. Dann schreibt man statt (a,0) auch einfach a.

i1) Jede komplexe Zahl ldsst sich darstellen in der Form
b) = (a,0) + (b,0) - (0,1) = a +b(0,1) ,
(a,b) = (a,0) + (6,0) - (0,1) = a +b(0, 1)
(0,0)
mit der Abkiirzung (0,1) =: i (imaginédre Einheit) gilt also
(a,b) =a+1ib.

i1i) Wegen
> =(0,1)-(0,1) = (=1,0) = -1
ist mit C ein Korper konstruiert, der den Korper der reellen Zahlen
R enthilt und in dem die Gleichung 22 + 1 = 0 l6sbar ist, namlich
mit ¢ und —i. Zu beachten ist, dass 72 bzgl. der komplexen Multi-
plikation definiert ist.

iv) Formal wird mit komplexen Zahlen (unter Beriicksichtigung von

i*> = —1) ebenso gerechnet wie mit reellen.

v) Es ist beispielsweise
14+7  (1+9)(2+1)

1 1 3
_ — (943 2y _ L 25
Pl o 1o S A G (R A4

Einerseits kénnen die komplexen Zahlen mit dem R? iden-
tifiziert werden (vgl. Paragraph 7.4). Damit sind konvergen-
te Folgen, offene und abgeschlossene Mengen etc. definiert.
Zusitzlich ist eine Multiplikation erklért ist, die C zu einem
Korper macht.
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Bezeichnungen, erste Eigenschaften.

i) Komplexe Zahlen werden hiufig mit z oder w bezeichnet.

i1) In der Regel wird z dargestellt als (s.0.) z = z+iy, z, y € R. Dann
heifit z =: Re 2z der Realteil von z, y =: Im 2z der Imaginérteil.

i1i) z := x — iy heifit die zu z = = + iy konjugiert komplexe Zahl.
iv) |z| := v/2? + y? heiit der Betrag oder die Norm der komplexen

Zahl z = x +1y.
U)EZ:Z_lz A -
z e T e
vi) Es gilt:
zZ =z, ztw=zZ+w, Z-W=Z W;
1 1
Rez = §(z+2), Imz = Z(Z—f);
zeR & 2=172;
z| = Vz2z, dh 2z = 2*+y*;
2] =2 0, |2/=0<« z2=0;
|z122] = |a1l]zl ;
|21+ 22| < |z1| 4+ |22]  (Dreiecksungleichung) .

Zuriick zur Frage nach der Losbarkeit algebraischer Glei-
chungen beliebigen Grades.

Die Gleichung 2> = —1 hat wie oben gesehen eine Losung in C. Dies
gilt auch fiir algebraische Gleichungen beliebigen Grades:

Satz 7.1.1 (Fundamentalsatz der Algebra)
FEs sein € N (insbesondere n > 1) und

1

pn(2) = ap2" + ap 12"+ -+ a1z + ag

ein Polynom n'" Grades (a, # 0) mit komplexen Koef-
fizienten a; € C, 1 =1, ..., n. Dann gibt es mindestens

eine Nullstelle A € C von p,, d.h. p,(A) = 0.
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Bemerkung. Der Korper C heifit algebraisch abgeschlossen.

Nach Satz 7.1.1 kann p,, geschrieben werden als p,—1(2)(z — A) und
sukzessive erhéilt man die Zerlegung von p,, in Linearfaktoren:

pa(2) = an(z = M) (z = X)™2 . (2 = M\)F .

Dabeiist Nor <n, ki +ko+---+ k.- =nund firi =1, ..., r sind
die \; die Nullstellen von p,(z) mit der Vielfachheit k;.

Werden die Nullstellen mit ihrer Vielfachheit gezéhlt, so hat p,(z)
genau n Nullstellen (nicht notwendig verschieden) in C.

Beispiele.

i) Es ist (ausmultiplizieren, ein geometrisches Argument folgt
spéter)
Al=(z—=1)-(z4+1)-(z—1)- (2 +1).

i1) Anhand von Beispiel 7) erkennt man, dass zusammen mit der Null-
stelle A = i auch die konjugiert komplexe Zahl A = —i Nullstelle
ist (fiir reelle Nullstellen ist diese Eigenschaft trivial).

Allgemein gilt fiir ein Polynom mit reellen Koeffizienten: Ist
pn()‘) = a,\" + an—lAn_l +-rtaA+ay=0

und gilt a;, € R fiir ¢ = 1, ..., n, so folgt aus zw = Zw und
Z+w=ZzZ+w

0 :p (A) — anj\n _'_ anflj\n_l _'_ ... _|_ alj\ —|— ao :pn(X) ,

demnach ist mit A auch X eine Nullstelle von p,,.

7.2 Potenzreihen im Komplexen (identititssatz; Exponen-
tialfunktion; trigonometrische Funktionen; Hyperbelfunktionen; Euler-
sche Formeln)

Grob gesprochen kann bis auf eine Ausnahme im Koérper der komplexen
Zahlen genauso gerechnet werden wie im Reellen. Die Ausnahme ist:

In C gibt es keine Anordnungsrelation “<” im Sinne der

Axiomatik aus Paragraph 2.3.
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Allerdings ist der Betrag einer komplexen Zahl reell und die Betrige
von komplexen Zahlen konnen mit “<” verglichen werden.

Mit anderen Worten: |z| < |w| ist auch im Komplexen definiert,
wohingegen z < w im Komplexen nicht erklart ist (vgl. Ubungen).

Ersetzt man beispielsweise in Kapitel 4 die reellen Zahlen R durch C,
so ist Betragsfunktion im Reellen durch die im Komplexen zu ersetzen,
und alle Definitionen und Sétze bleiben gleich, sofern nicht komplexe
Zahlen durch “<” miteinander verglichen werden (Ubungsaufgabe).

Beispiele.

i) Definition 4.1.2 {ibertrigt sich wortlich zu der einer konvergenten
komplexen Zahlenfolge.

ii) Die (komplexe) geometrische Reihe >~ 2™ ist konvergent fiir

|z] < 1, es ist dann
- 1
E 2" = :
1—2

n=0

Fiir |z| > 1 divergiert die Reihe (dabei miissen auch im Komplexen
die Punkte mit |z| = 1 genauer untersucht werden).

iti) Das Konvergenzkriterium von Leibniz (Satz 4.2.2) ist nicht auf
den komplexen Fall iibertragbar.

Ebenfalls vollig analog zur reellen Situation ist eine komplexe Po-
tenzreihe eine (unendliche Reihe) der Form

P(z) =) ap(z—z)" .

n=0

Die a,, € C sind die Koeffizienten, zy heiffit Entwicklungspunkt.

Es gilt jetzt (vgl. Satz 5.2.1 und Abbildung 7.2)
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Satz 7.2.1

Eine Potenzreihe
P(z) = Z an(z — 29)"
n=0

konvergiert entweder (absolut und lokal gleichmdf$ig) auf
ganz C oder es ezistiert ein p € |0,00), sodass P(z) auf

B,(20) ={2 € C: |z — 2| < p}

(absolut und lokal gleichmdfig) konvergiert, aber diver-
giert auf
{ze€C: |z— 2| > p}.

Bemerkung. Wieder heifit p der Konvergenzradius, B,(z9) heifit der
Konvergenzkreis. Die Bemerkungen aus Kapitel 5.2 iibertragen sich,
insbesondere gilt die Formel von Cauchy-Hadamard

1
— = limsup +v/|a,| .

P n—00

Wie ist exp im Komplexen definiert?

Die Exponentialfunktion ist im Reellen als Potenzreihe definiert. Die
komplexe Potenzreihe Y > 2"/n! stimmt fiir z € R mit der reellen
Exponentialfunktion iiberein. Gibt es noch andere komplexe Potenz-
reihen mit dieser Eigenschaft?

Der folgende Satz verneint diese Frage.
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Bp(ZO)

Abbildung 7.2: Zum Konvergenzverhalten einer komplexen Potenzreihe: In der schraf-
fierten offenen Kreisscheibe liegt Konvergenz vor, der (blau dargestellte) Rand ist ge-
nau zu analysieren, auflerhalb der abgeschlossenen Kreisscheibe divergiert die Reihe.

Satz 7.2.2 (Identititssatz fir Potenzreihen)

Fiir zwer Potenzreihen mit Konvergenzradien r1, ro > 0,

T
WY

y
M2

an(z — 20)", |z— 20| <71,
n=0
(0. @]
g(z) = an(z —20)", |z—2| <re,

|
o

n

gilt: Gibt es unendlich viele z., k € N, und ein zy mit

2 # 2o fur alle k,

(4

17

ii1) f(zx) = g(zx) fir alle k,

so qilt a, = b, fir allen=1, 2, ....

)
)

limy 00 2k = 20,
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Korollar 7.2.1

Zwer komplexe Potenzrethen, die auf R dibereinstimmen,
sind notwendigerweise schon gleich.

Insbesondere gibt es nur eine Moglichkeit, die reelle Exponential-
funktion zu einer Potenzreihe exp: C — C fortzusetzen.

Definition 7.2.1

Als Funktionen C — C sind die Exponentialfunktion, die
trigonometrischen Funktionen Sinus und Kosinus sowie
die Hyperbelfunktionen Sinus und Kosinus Hyperbolicus
definiert als

(0. 9] 1 .
exp(z) = ZEZ ;

sin(z) = Z—(_l)n .22”“;

= (-1
cos(z) = g ( )‘zZ”;
E - 1 2n+1
sinh(z) := g —2 ;

— 1
cosh(z) = Z 'zzn.

Bemerkungen.

i) In Kapitel 6.2 wurde der Kosinus zweier Vektoren im R"™ definiert,
und es wurde gezeigt, dass die Definition mit der elementargeo-
metrischen konsistent ist. Ebenso muss hier gezeigt werden (siehe
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Paragraph 7.3), dass die Definition der trigonometrischen Funktio-
nen als Potenzreihen mit der elementargeometrischen (und damit
auch mit der Definition des Kosinus aus Kapitel 6.2) vertriglich
1st.

i1) Der komplexe Logarithmus ist nicht so direkt zu definieren wie
im reellen Fall. Dies ist ein Problem aus der Funktionentheorie.
i11) Insbesondere ist cos(0) = 1, sin(0) = 0 und

cos(—z) = cos(z), sin(—z) = —sin(z) .

iv) Die reellen Hyperbelfunktionen wurden bereits in den Ubungen
diskutiert.

In der Reihendarstellung des Sinus bzw. des Kosinus kann (—1)"

durch (i*)" ersetzt werden, d.h.

oo

.. . 2n—|—1 . 2n+1
(4 SIH(Z) =1 E 2n 1 = nEO W(ZZ) ,

cos(z) =

n=0

und es gilt fiir alle z € C
exp(iz) = cos(z) + isin(z) . (%)

Ersetzt man weiter in (%) z durch —z und beachtet, dass per defini-
tionem cos(—z) = cos(z), sin(—z) = —sin(z), so folgt fir alle z € C

exp(—iz) = cos(z) — isin(z) .

Zusammen ergeben sich die Fulerschen Formeln

cos(z) = %(exp(iz)—l—exp(—iz)),
1

sin(z) = % (exp(zz) — exp(—z'z))

(da die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion auch im Komple-
xen gilt, ist sin?(z) + cos?(z) = 1 eine unmitelbare Folgerung).
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Fir z =z + iy, x, y € R, lautet (x)
exp(z) = exp(x) exp(iy) = exp(x)(cos(y) + isin(y)) .
Insbesondere gilt fiir alle ¢ € R (man wihle 2 = 0 und schreibe y = t)
' := exp(it) = cos(t) + isin(t) . ()

Mit Hilfe der Gleichung (*x) sollen nun die reellen trigonometrischen
Funktionen néher studiert werden.

7.3 Die reellen trigonometrischen Funktion (konsi-

stenz der Definitionen; Eigenschaften)

Wie oben bereits angemerkt, ist zunéchst zu untersuchen, ob die Defini-
tion der trigonometrischen Funktionen als Potenzreihen mit den bereits
bekannnten vertréglich ist. Zu diesem Zweck sei fiir ein beliebiges reel-
les t die komplexe Zahl e betrachtet. Identifiziert man C mit dem R?
(wie in Kapitel 7.1 angedeutet), so kann e als ein Vektor

o Re e’

Vg Im e”

angesehen werden (vgl. Abbildung 7.3).

Schliefit dieser Vektor mit der x-Achse den Winkel « ein, so liefert
die elementargeometrische Definition von Sinus und Kosinus (fiir einen
Moment mit sing;, cos.; bezeichnet) {iber den Einheitskreis

— cosel(oz)g(l) + sinel(a)g(Q) ,

wobei (e, e®) die kanonische Basis des R? bezeichne. Hierbei ist zu
beachten, dass aus der Definition der Exponentialfunktion und den Eu-
lerschen Formeln insbesondere |v| = |e%| = 1 folgt.

Definiert man den Kosinus und den Sinus hingegen mit der Reihen-
darstellung aus Definition 7.2.1, so liefert (%) aus Paragraph 7.2

v = cos(t)e!) + sin(t)e®
es ist festzuhalten

cose () = cos(t) und sing () = sin(t) .
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Abbildung 7.3: Zur Darstellung von e* auf dem Einheitskreis.

In diesem Sinne sind die beiden Definitionen miteinander ver-
traglich. Wahrend a jedoch den Winkel in einer 360-Grad Skala misst,
ist ¢ das Bogenmafl (die Lénge) des in Abbildung 7.3 rot skizzierten
Kreisbogens, der im mathematisch positiven Sinne (vgl. Abbildung 7.3)
durchlaufen wird (¢ geht aus o durch Multiplikation mit 27 /360 hervor).

Im Folgenden werden Winkel (wenn nicht anders vereinbart) im

Bogenmafl gemessen, sodass mit der Reihendarstellung aus Definition
7.2.1 gearbeitet werden kann.

Eigenschaften der reellen trigonometrischen Funktionen.

i) In den Abbildungen 7.4 und 7.5 sind die Graphen der Funktionen
cos, sin, cosh, sinh dargestellt.

In der Abbildung 7.6 sind die reelle Tangensfunktion (tan(x) :=
Zg;g))) und die die reelle Kotangensfunktion (cot(z) := <% dar-

3 sin(z)
gestellt (vgl. Ubungen zu den Umkehrfunktionen).
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Abbildung 7.5: Die hyperbolische Kosinusfunktion bzw. Sinusfunktion.

Abbildung 7.6: Der Tangens und der Kotangens.
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i1) Es gelten die Additionstheoreme

cos(z £y) = cos(x)cos(y) F sin(x) sin(y) ,
sin(z £y) = cos(x)sin(y) & sin(z) cos(y) ,
cos(2r) = 2cos’(x) — 1,
sin(2x) = 2cos(x)sin(z) .

iii) Die transzendente Zahl 7 ist definiert als die eindeutig bestimmte
reelle Zahl mit

cos(m/2) =0 und O<g<2.

iv) Der in Definition 7.2.1 definierte Kosinus (bzw. der Sinus) ist 27-
periodisch, d.h. es gilt fiir alle x € R

cos(x + 2m) = cos(x) und  sin(x 4 27) = sin(z) .

7.4 Die Gauflsche Zahlenebene (Polarkoordinaten; Einheits-

wurzeln)

Bei der Einfiihrung der komplexen Zahlen in Kapitel 7.1 sind diese
mit Paaren reeller Zahlen identifiziert worden, geometrisch kann eine
komplexe Zahl damit als Vektor in der Ebene R? dargestellt werden und
man spricht von der Gaufischen3Zahlenebene (oder von der komplexen
Ebene) (vgl. Abbildung 7.7).

1y

BYO |- L 20 = To + 1o

1 Lo

Abbildung 7.7: Die GauBsche Zahlenebene.

3C.F. GauB, 1777-1855; Gottingen.
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In der GauBschen Zahlenebene konnen viele Operationen (wie et-
wa die Addition und die Konjugation komplexer Zahlen unmittelbar
veranschaulicht werden (vgl. Abbildung 7.8 und Abbildung 7.9)).

1y

721+ 29

21

Abbildung 7.8: Zur Addition komplexer Zahlen, zur Dreiecksungleichung.

(47

Abbildung 7.9: Zur Konjugation komplexer Zahlen.

Wesentlich ist aber die Darstellung in Polarkoordinaten: Aus der
Diskussion der letzten beiden Abschnitte folgt, dass jede komplexe Zahl
z geschrieben werden kann als (vgl. Abbildung 7.10)

z=re" =r(cos(p) +isin(p)), 0<r, p€R.

Hier bei ist 7 = |z| und ¢ =: arg z heifit ein (man beachte die Periodi-
zitét der reellen trigonometrischen Funktionen) Argument von z.

Mit dieser Darstellung kann auch die Multiplikation komplexer Zah-
len in der Gaufschen Zahlenebene geometrisch interpretiert werden. Ist
w = |w|e’” und z = |z|e, so gilt

wz = |w]]z]e" ) = Jw||z[(cos( +¢) +isin(p + )
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1y

iyo = irosin(wo) | 20 = To + iYo

¥o

T
Ty =To COS(SOO)

Abbildung 7.10: Komplexe Zahlen in Polarkoordinaten.

Es werden die Betrage multipliziert und die Argumente addiert
(vgl. Abbildung 7.11).

1y

wz

|w] |z]

| | |
Fr r

o Yoty

Abbildung 7.11: Zur Multiplikation in der Gauflschen Zahlenebene.

Daraus folgt unmittelbar: Es gibt genau n verschiedene komplexe
Zahlen zy, ..., z,_1, die der Gleichung 2" = 1 geniigen. Sie heiflen
Einheitswurzeln:

2mk
zp=¢e¢mn , k=0,1,...,n—1.
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Kapitel 8

Matrizen und lineare
Gleichungssysteme

8.1 Matrizenkalkiil (der Vektorraum M (n,m,K); lineare Abbildun-
gen; lineare Gleichungssysteme; Matrizenprodukt; Transponierte; Kon-
jugierte; Adjungierte; hermitesches Skalarprodukt im C")

Bevor typische Problemstellungen der linearen Algebra (wie die Losung
linearer Gleichungssyteme oder die Diskussion linearer Abbildungen)
angegangen werden koénnen, muss zunéchst als wesentlicher Bestand-
teil dieser Fragestellungen der Begriff einer Matrix eingefithrt werden,
anschlieffend miissen die wichtigsten Operationen mit Matrizen (Matri-
zenkalkiil) diskutiert werden. Im Folgenden ist K = R oder K = C.

Definition 8.1.1

Es seien n, m € N. Fin n X m Koeffizientenschema
(d.h. eine Tabelle aus n Zeilen und m Spalten) der Form

(Clll aip ... alm\

as1 A929 ... A9y

\anl an2 ... anm)

aij €K firl <i:<n,1<j<m, heifst eine n x m
Matrix.

141
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Bemerkungen.

i) Merke: Der Eintrag a;; steht in der " Zeile und in der j
Spalte.

ten

i1) Die Menge der nxm-Matrizen iiber K wird hiufig mit M (n, m, K)
bezeichnet (weitere Bezeichnungen: K™m) [Km*m).

iti) Konnen bzgl. der Zeilenzahl und der Spaltenzahl keine
Missverstandnisse auftreten, so schreibt man oft einfach (a;;) fiir
die Matrix.

iv) Die Elemente des R" wurden in Kapitel 6.1 als Spaltenvektoren
eingefiihrt. Diese Vektoren konnen als n x 1 Matrizen iiber R auf-

gefasst werden:
( L1 \

L2
€ M(n,1,R) .

|4
I

\ o /

Wie der R™ oder der! C" ist auch die Menge M (n,m,K) ein Vek-
torraum. Dabei sind die Addition und die Multiplikation mit einem
Skalar komponentenweise definiert: Fiir zwei Matrizen (a;;), (bi;) €
M (n, m,K) und fiir A € K gilt per definitionem

/all ao ... alm\

g1 G2 ... QA2;m
Maij) = A1 , = (Aay)
\ An1 Ap2 ... Qpm )
/ /\all /\CL12 R )\alm \
/\CLQl /\CLQQ Ce )\agm

K)\anl /\anz )\(an)

IC" :=C x C--- x C; n-Tupel komplexer Zahlen.
[ ——

n
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sowie

(an a2 ... alm\ (511 bz ... blm\

(aij)_|_(bz_j) _ CL.21 CL.22 az.m n bgl b22 me

\anl an2 ... anm/ \bnl bn2 bnm)

( air b az+bia ... aim + bin \
B a1 +ba1 age +by ... agy, + bay
\ an1 + bnl an2 + bn2 cee Qpm + bnm /

= (ay) + (b) -
Klarerweise ist die Nullmatrix (0) die Matrix, deren Eintragungen

nur aus 0 bestehen, die zu (a;;) inverse Matrix (bzgl. der Addition) ist
die Matrix (—a;;).

Ebenso wie eine reelle Zahl a mittels f: x +— ax, R — R, als lineare
Abbildung interpretiert werden kann, werden spater Matrizen geeignete
Darstellungen fiir lineare Abbildungen R™ — R" liefern. Dazu benotigt
man eine Matrizenmultiplikation, die einem Vektor aus dem R™ einen
Vektor im R" zuordnet. Damit die “Dimensionen” zusammenpassen,
bietet es sich an, eine n x m Matrix auf einen Vektor des R™ anzuwen-
den.

Dies geschieht wie folgt: Es sei A = (a;;) € M(n,m,K) und x € K™.

Dann ist
( apil a2 ... Qipy \ ( I \ ( ZZ; A1kTE \

m
a1 A ... Qo z2 | Y ey A2k,

\ 7\ 7 7

\ I ankz )

eM(n,m,K) eKm eKn

K@nl Apo2 ... anm) \Zlfm}

Es muss dabei die Spaltenzahl der Matrix A gleich m sein, damit die
Matrix mit einem Vektor aus dem K™ multipliziert werden kann. Die
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Zeilenzahl muss gleich n sein, damit ein Vektor aus dem K" entsteht.

Merkregel.

Das Produkt der " Zeile der Matrix A mit dem Spalten-
vektor x (geméB Y, ajxy) ergibt den " Eintrag des
resultierenden Spaltenvektors.

Beispiel. Es sei K=R, n =3, m =4 und

(1)

1 2 3 4
2
A=10101]|€M®B4R), x= e R*.
1
2211
\ 0/
Dann ist
[ 1
1 2 3 4 \
2
Ax = [ 0101
1
2211
\ 0/
1+444+3+0 8
= | o+240+0 | = | 2 | eR’.
24+44+140 7

Bemerkung. Ist A € M (n,m,K) fixiert, so verifiziert man unmittel-
bar, dass die Funktion 7T: K" — K", x — Ax eine lineare Abbildung
ist, d.h. fiir x, y € K™ und fiir A € K gilt

Ax+y) = Ax+ Ay,
AQXx) = MAx) .
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Zudem ist direkt zu erkennen (B ebenfalls aus M (n, m,K))
(A+ B)x = Ax+ Bx .

Wichtiges Beispiel: Lineare Gleichungssysteme. Fiir 1 <i < n
und 1 < 7 < m seien a;; und b; € R fixiert. Man betrachte dann ein
lineares System aus n Gleichungen in m Unbekannten z1, ..., x,,. Dies
sieht wie folgt aus:

1121 + a19T2 + - + ATy = by
2121 + A22X2 - - - + Q2T = by
an11 + AnaXo -« + - + AnmTm = bn .

Werden die z; und die b; zu Spaltenvektoren zusammengefasst,

(=) [0

T by

und bezeichnet A die Matrix (a;;), so kann das Gleichungssystem &dqui-
valent geschrieben werden als

Ax=Db.

Mit Hilfe der Multiplikation einer Matrix mit einem Spaltenvektor
kann auch definiert werden, was das Produkt zweier Matrizen (geeig-
neter “Dimensionen”) sein soll. Ist [ eine weitere natiirliche Zahl und
ist B € M(m,l,K), so kann B geschrieben werden als Tupel von Spal-
tenvektoren

[ by b .. bu\
bar bay ... by

\ bt bus - bt )



146 Kapitel 8. Matrizen und lineare Gleichungssysteme

wobei fiir alle ¢ =1, ..., [ gesetzt ist:
(b )
. ba;
b(l) — 2 c K™ .

b

Mit dieser Schreibweise kann in natiirlicher Weise definiert werden
(Ae M(n,m,K), Be M(m,l,K))

AB = (AbY 4b®? ... AbY) e M(n, 1K) .

Definition 8.1.2

Es seien n, m, | € N und A € M(n,m,K), B €
M (m,l,K). Dann liefert das Matrizenprodukt AB per
definittonem eine Matriz

C = (Cij)j:Lm’l < M(n7 l; K) )

1=1,....n

deren Eintrag in der i'" Zeile (i =1,...,n) und der j*"
Spalte (j =1,...,1l) gegeben ist durch

m
Cz’j = E aikbkj .
k=1

Merkregel.

Das Produkt der %" Zeile der Matrix A mit der 5" Spalte
der Matrix B (gemaB > )" | a;xby;) ergibt den Eintrag in der
i'" Zeile und der %" Spalte der resultierenden Matrix C.
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Schema.

(
CL:11 CL:12 R al:m \ ( bll blj bll \
- ' bor ... by ... by
a1 A2 ... Gim
b1 oo by ... by
\anl Ap2 ... anm) \ 1 bJ l/

(011 N & A Cll\

— CGi1 .. Ciyj ... Cj

\Cm cee Cpjoee. an)

Die Spaltenzahl der Matrix A muss gleich der Zeilenzahl der Ma-
trix B sein, damit das Schema (und damit die Matrizenmultiplikation)
funktionieren kann.

Beispiele.
i) Es seien
1 21
A = € M(2,3,R),
2 1 2
0O 1 20
B = 1 0 01 |€eM@34R).
3 -1 -1 0
Dann ist
501 2
AB = € M(2,4,R) .

7021
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i1) Es bezeichne I,,, die quadratische m x m Einheitsmatrix,

(100...000\

010... 000
L, = )
000... 010
\ 000... 001 )
d.h. die Eintragungen a;;, i = 1, ..., m, auf der Hauptdiagonalen

sind 1, alle anderen Eintragungen sind 0. Fiir A € M(n, m,K) ist
Al, € M(n,m,K) und es gilt

AlL,=A.
Fir A € M(n,m,K) ist [,A € M(n,m,K) und es gilt
ILLA=A.
Rechenregeln. Es seien A, B, (' Matrizen iiber K und A € K. Dann
gilt:
i) (A+ B)C = AC + BC (Distributivgesetz);

(B + C) = AB + AC (Distributivgesetz);
iii) A(BC) = (AB)C (Assoziativgesetz);

)
i) A
) A(B
) A(AB) = (AMA)B = \(AB).

X%

Ubung. Wie miissen in den einzelnen Regeln jeweils die Zeilen- und
Spaltenzahlen gew#hlt werden, damit die Aussagen sinnvoll sind?

Vorsicht. Es iibertragen sich nicht alle Regeln der Multiplikation etwa
reeller Zahlen.

Beispiel. Es sei

12 2 4
A= e M(2,2,R), B
2 4 1 -2

€ M(2,2,R) .
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Dann gilt
00
AB = :
00
es ist aber
10 20
BA =
-5 —10

Mit anderen Worten:

i) Aus AB = (0) kann im Allgemeinen nicht gefolgert werden, dass
A oder B eine Nullmatrix ist.

i1) Auch im Falle quadratischer Matrizen (n = m), bei denen sowohl

das Produkt AB als auch das Produkt B A definiert ist, kann kein
Kommutativgesetz gelten.

Eine wichtige Operation mit Matrizen ist die Transposition. Dabei
werden die Zeilen und Spalten einer Matrix vertauscht, d.h.: Ist

( air aip ... Aim \
Qg1 a2 ... da2m
A= € M(n,m,K) ,
\ an1 Ap2 ... Qnpm )

so heif3t

(CLH ast ... anl\

a2 Az ... 0Aap2

AT = € M(m,n,K) ,

Kalm a2m - .- anm)

die zu A transponierte Matrix.
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Beispiel. Es sei A € M(3,2,R),

Dann ist

123
AT = c M(2,3,R).
45 6
Die Transposition wurde bereits in einem Spezialfall in Kapitel 6.1
verwendet, als n-Tupel reeller Zahlen (Zeilenvektoren) in der Form
von Spaltenvektoren geschrieben wurden: Ist X die 1 x n Matrix
(x1 29 ... xy) € M(1,n,R), so ist

(xl\

T 2 n
X7 = =x € R"(= M(n,1,R)).

\ @ /

Rechenregeln.
i) Man erkennt sofort fiir A, B € M(n,m,K) und A € K
(a) (A+ B)" = A" + BY;
(b) (AA)T = AAT,
(¢) (ATYT = A
it) Fir A € M(n,m,K)und B € M(m,[,K) ist das Matrizenprodukt
AB € M(n,l,K) definiert. Wegen BT € M(l,m,K) und AT ¢

M (m,n,K) ist aber ebenso die Bildung BT AT € M(l,n,K) erlaubt
und es gilt (Ubung)

(AB)T = BTAT .
Ist K = C, so ist auch die konjugierte Matrix von Bedeutung: Zu

A € M(n,m,C) setzt man dazu A := (a;;), bei der konjugierten Ma-
trix werden also alle Eintragungen der Matrix A durch die konjugiert
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komplexen Zahlen ersetzt. Es definiert
Ar = AT

die so genannte adjungierte Matrix. Es folgen die gleichen Rechenregeln
wie fiir transponierte Matrizen, wobei lediglich auf der rechten Seite von
i), (b) A durch X\ zu ersetzen ist.

Beispiel. (Hermitesches Skalarprodukt?) Ist K = R, so kann das Eu-
klidische Skalarprodukt im R" geschrieben werden als (x, y € R")

(331\
T L2 .
xy) =y 52(91 Ya .. yn) :Zﬂﬂkyk-

k=1

\ @/

Ist K = C, so erinnere man sich daran, dass der Betrag einer kom-
plexen Zahl z als v/zZ definiert ist. Bei der Definition eines geeigneten
Skalarproduktes im C" sollte entsprechend die Transponierte durch die
Adjungierte ersetzt werden: Durch

fiir alle
( <1 \ ( w1 \

Z9 n w9 n
eC", w= eC

- o)

ist im C” ein hermitesches Skalarprodukt definiert. Man beachte, dass
in diesem Fall gilt

IN
I

(z.w) = (w,z), (2, \w) =Xz, W) .

Sprechweisen. Zum Abschluss dieses Kapitels seien noch einige
Sprechweisen (Definitionen) fiir quadratische Matrizen zusammenge-
fasst:

2C. Hermite, 1822-1901; Paris.
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i) Eine Matrix A € M(n,n,R) heifit

(a) symmetrisch, wenn A = AT;
(b) orthogonal, wenn AAT = ATA = I,;
(c) positiv definit, wenn A symmetrisch ist und fiir alle x € R”,
x # 0, gilt x" Ax > 0.
i1) Eine Matrix A € M (n,n, C) heifit

(a) Hermitesch, wenn A = A*;
(b) unitar, wenn AA* = A*A = [,;;

(c) positiv definit, wenn A Hermitesch ist und fiir alle z € C",
z # 0, gilt 2 Az > 0.

8.2 Zur Loésbarkeit linearer Gleichungssysteme (ho-
mogene und inhomogene Systeme; Kern einer Matrix; allgemeine
Lo6sung; Superposition von Losungen; erweiterte Matrix; Spalten- und

Zeilenrang; Rang einer Matrix; Dimensionsformel)

Im Folgenden werden lineare Gleichungssysteme mit reellen (der Ein-
fachheit halber) Koeffizienten betrachtet. Wie im Beispiel aus Para-
graph 8.1 ist die Situation: Fiir 1 < ¢ < nund 1 < j < m seien a;;
und b, € R fixiert. Zu diesen Daten wird ein lineares System aus n

Gleichungen in m Unbekannten x4, ..., x,, betrachtet:
a11T1 + apTs -+ Ty, = b
a21T1 + A22T2 + + + + A2 Ty, = Do
Ap1T1 + Ap2x2 -« * * + ApmTy = bn .

Die dquivalente Schreibweise in der Form

Ax=Db

wurde bereits diskutiert.

Wann ist ein solches System iiberhaupt 16sbar?
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Dazu ist zunéchst zu unterscheiden, ob das System homogen, d.h. von
der Form
Ax =10

ist, oder ob es ein inhomogenes System der Gestalt
Ax=Db, b#0,

ist. Das homogene System hat immer die triviale Losung x = 0, hier
ist die Suche nach nicht-trivialen Losungen entscheidend. Den Zusam-
menhang mit dem inhomogenen Fall liefert der

Satz 8.2.1

i) Die Menge der Lésungen des homogenen Systems
Ax = 0 ist ein Unterraum des R"™, genannt der Kern
der Matriz A, kern A. Entweder ist kern A = {0}
oder es ist dim (kern A) = k € N, k < m. Dann exi-

2., x®) von kern A und

stiert eine Basis (x1), x
die Menge der Losungen des homogenen Systems ist

gegeben durch
k: 5
x,= > NxP, NeER, i=1...k. (%
j=1

Man nennt (%) auch die allgemeine Lisung des ho-
mogenen Systems.

i1) Ist x, (irgend-) eine Losung des inhomogenen Glei-
chungssytems Ax = b (x, heifit dann spezielle
Losung), so ist die allgemeine Losung des inhomo-
genen Systems gegeben durch

X=X, +X. (#)
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Bemerkungen.

i) “Allgemeine Losung” bedeutet: Fiir beliebige \; ist durch (x)
(bzw. (**) im inhomogenen Fall) eine Losung gegeben, und jede
Losung ist von dieser Form.

i1) Kennt man also alle Losungen des homogenen Systems und nur
eine Losung des inhomogenen System, so kennt man auch schon
alle Losungen des inhomogenen Systems.

iti) Die Idee des Satzes ist: Die Summe von zwei Losungen des homo-
genen Systems muss ebenfalls eine Losung des homogenen Systems
sein (Superpositionsprinzip). Die Summe einer Lésung des inhomo-
genen Systems und einer Losung des homogenen Systems ist eine
Losung des inhomogenen Systems, die Summe zweier Losungen
des inhomogenen Systems ist aber nicht mehr Lésung des inhomo-
genen Systems (nachrechnen!).

Mit Satz 8.2.1 ist natiirlich die Frage nach der Loésbarkeit eines
Gleichungssystems noch nicht beantwortet. Hier spielt der Rang einer
Matrix die entscheidende Rolle. Die Idee ist: Man schreibe die Matrix
A€ M(n,m,R) in der Form

A=@Ya® . am)y  aleRrRr i=1 ..., m.
Weiterhin sei (e, e®, ..., e(™) die kanonische Basis des R™. Dann
gilt fiirallet=1,2, ..., m
Aeld = a0 |

Nun kann jeder Vektor x € R™ geschrieben werden als
gszig(i), veR, i=1, ..., m,
i=1

d.h. . .
Ax = inAg(i) = ing“) .
i=1 i=1

Damit das System
Ax=Db
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16sbar sein kann, muss es also Koeffizienten x;, 1 = 1, 2, ..., m, geben
(die Unbekannten), sodass

b= 2’”: z;a
=1

gilt. Mit anderen Worten: b ist eine Linearkombination der Spalten-
vektoren al”) der Matrix A, b € Spann(all), ... a(™).

Diese Bedingung kann {iber den Rang einer Matrix formuliert wer-
den.

Definition 8.2.1

Der Spaltenrang einer Matrix A ist die maximale Anzahl

linear unabhdngiger Spaltenvektoren von A, rg A.

Mit der Bezeichnung (erweiterte Matrix, A € M(n,m,R), b € R")

(CLH a2 ... QAim bl\
as1 A929 ... A9y b2
(Ab) :=
\anl ap2 .. Qpm bn)
folgt
Satz 8.2.2

Das lineare Gleichungssystem Ax = b st genau dann
losbar, wenn gilt

rg A=1g (Alb) .

Beispiel. Es sei n = m = 2 und

A=
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Dann ist rg A = 1, ebenso ist

1 2|3
rg =1,
1 2|3
das System
1 2 3
X:
1 2 3

ist 1osbar (wie lauten die Losungen?).

Dahingegen ist

1 21
rg =2,
1 2|2
das System
1 2 1
X =
1 2 2
ist nicht 16sbar (ausprobieren!).

Vollig analog zur Definition 8.2.1 ist
Definition 8.2.2

Der Zeilenrang einer Matriz A ist die mazimale Anzahl
linear unabhdngiger Zeilenvektoren von A.

Bemerkung. Dabei wird A € M (n, m,R) geschrieben als (vertikales)

Tupel von Zeilenvektoren
(a0 )
a®”’

a7

Es stellt sich die natiirliche Frage:
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Was hat der Spaltenrang mit dem Zeilenrang zu tun?

Dazu sei beispielhaft eine Matrix A € M(2,3,R) betrachtet,

ailr a1z ai3

A=

o1 QA22 a23

Der Spaltenrang muss in diesem Beispiel kleiner oder gleich zwei sein
(im R? gibt es héchstens zwei linear unabhiingige Vektoren), er sei etwa
gleich 1. Dann kann die Matrix geschrieben werden als (der zweite und
der dritte Spaltenvektor sind linear abhédngig vom ersten)

ail «an ﬁan
A= , «a, feER.

as1 a2 ﬁam

Damit sind die Zeilenvektoren (die Transponierten)

1 1
ai o ) a21 o )
B 5}

linear abhéngig und der Zeilenrang ist ebenfalls gleich 1.

Satz 8.2.3

Der Zeilenrang einer Matriz ist gleich dem Spaltenrang

der Matriz, man spricht einfach vom Rang der Matrix.
Insbesondere folgt fir A € M(n,m,R):

rg A < min{n,m} .

Mit diesen Vorbereitungen kann im néchsten Paragraphen ein Ver-
fahren entwickelt werden, das konstruktiv auf die Losungen linearer
Gleichungssysteme fiihrt, aus dem aber auch folgt:
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Satz 8.2.4

Es sei A € M(n,m,R). Dann sind die folgenden Aussa-
gen richtig:

i) Es gilt die Dimensionsformel

dim (kern A) +1rg A=m .

i1) Ist das homogene Gleichungssystem Ax = 0 un-
terbestimmt, d.h. ist n < m, so hat es stets nicht-
triviale Losungen.

iit) Istn = m, so ist das lineare Gleichungssystem Ax =
b fiir jede rechte Seite b genau dann eindeutig losbar,
wenn rg A = n.

Bemerkungen.

i) Zur Erinnerung: Es ist n die Anzahl der Gleichungen, m die An-
zahl der Unbekannten.

it) Im Fall n > m (mehr Gleichungen als Unbekannte) kann im All-
gemeinen nicht mehr die Losbarkeit eines Gleichungssystems er-
wartet werden. Dennoch ist dieser Fall auch gerade in den Anwen-
dungen von Interesse. Ein Beispiel wird in Kapitel 8.4 skizziert.

8.3 Das Gauflsche Eliminationsverfahren (elementare
Zeilen- und Spaltenumformungen; Trapezschema zur Rangbestimmung;
Gauf3sches Eliminationsverfahren zur Lésung linearer Gleichungssyste-

me; Pivotelement)

Im Verlauf dieses Paragraphen ist es wesentlich zu verstehen, welche
elementaren Umformungen den Rang einer Matrix unverdndert lassen
bzw. ob diese die Lésungsmenge eines linearen Gleichungssystems be-
einflussen. Wieder wird exemplarisch der Fall K = R betrachtet.
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In diesem Abschnitt sei stets n < m (siehe obige Bemerkung zum
Fall n > m). Fiir die Uberlegungen zum Rang einer Matrix kann das
ohnehin o.E. angenommen werden, da rg A = rg AT (Zeilenrang =
Spaltenrang).

Definition 8.3.1

Fs sei A € M(n,m,R). Fine elementare Zeilenumfor-
mung 1st einer der drei folgenden Vorgdinge:

i) Vertauschung zweier beliebiger Zeilen;
i1) Multiplikation einer Zeile mit 0 # X € R;

ii1) Addition eines beliebigen Vielfachen einer Zeile zu
einer anderen Zeile.

Elementare Spaltenumformungen sind analog definiert.

Zum Versténdnis dieser elementaren Umformungen wird die Matrix

2 41
A= € M(2,3,R)
1 2 2

mit rg A = 2 sowie das homogene Gleichungssystem

25131—|—4$2-|—1£133 =0
Ax=0 <
0

1oy + 229 + 2203 =

betrachtet (nach dem noch zu beweisenden Satz 8.2.4 exitieren nicht-
triviale Losungen).

Man erkennt sofort, dass elementare Unformungen den Rang von
A unverandert lassen, beispielsweise ist die lineare Unabhéngigkeit der
beiden Zeilenvektoren
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fiir alle A € R dquivalent zur linearen Unabhéngigkeit der Vektoren

2 1+ A2
4 1, 24+ M
1 2+ A1

Es ist namlich («a, § € R)

2 1+ )2 0
al 4 |+8]2+M [=]0
1 2+ Al 0
2 1 0
& (a+pN) | 4 |+8l2]=|0].
1 2 0

woraus sich die Behauptung ergibt (Ubung).

Fiir das lineare Gleichungssystem bedeuten die elementaren Zeile-
numformungen:

i) Vertauschung der Reihenfolge der Gleichungen;

i1) Multiplikation einer Gleichung mit 0 # A\ € R;

i71) Addition des Vielfachen einer Gleichung zu einer anderen Glei-
chung;

sie &ndern die Losungsmenge nicht.

Vorsicht ist bei Spaltenumformungen gegeben: Vertauscht man etwa
die erste und die zweite Spalte von A, so ergibt sich

dx1 + 2209+ 13 = 0
2$1+1ﬂf2+2$3 = 0,

die urspriingliche Losungsmenge erhéilt man zuriick, wenn die Variablen
x1 und x9 vertauscht werden.
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Auch die beiden anderen elementaren Spaltenumformungen sind
mit Vorsicht zu genieflen. (Welchen Operationen entsprechen diese?)

Um den Rang einer Matrix zu bestimmen, wird sie mit elementa-
ren Umformungen in Trapezform iibergefiihrt. Der zugrunde liegende
Algorithmus wird nach der Formulierung des folgenden Satzes anhand
von linearen Gleichungssystemen diskutiert.

Satz 8.3.1

Elementare Zeilen- und Spaltenumformungen erhalten
den Rang einer Matriz. Jede Matrix (0) # A €
M (n, m,R) ldsst sich durch solche Umformungen auf die
Trapezform

(7511 tiz ... tip—1) tir|tig41) --- tlm\
0 o2 ... top—1) tor|lopy1) --- tom
0 0 ... 0 ber | r(ra1) <o Trm
0 0 0 0 0 0

\0 0 ... 0 0] 0 .. 0

bringen, wober r € N und t;; # 0 fir j =1, ..., r.
Insbesondere ist r < min{n, m} der Rang der Matriz A.

Bemerkung. Dabei kann evtl. der untere bzw. der rechte Teil wegfal-
len.

Der Beweis von Satz 8.3.1 verlauft vollig analog zum Gaufischen
Eliminationsverfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme, das nun
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vorgestellt wird. Dazu sei ein Gleichungssystem

in der Form

(Alb) =

untersucht. Als begleitendes Beispiel zur Erlauterung sei betrachtet

Ax=Db

( ai; a2

a21 G22

(001 2
123 0
24 4 —2

\124 0

\anl apo2 ...

A1m

A2m

anm

2\

y

b

by

bn)

wobei A € R eine beliebige reelle Zahl bezeichne.

I. Der Eliminationsprozess.

i) Schritt 1.

(a) Ist a1; = 0, so iiberpriife man, ob in der ersten Spalte ein
Element aj; existiert mit ap; # 0. Man vertausche dann die
erste und die k' Zeile und erhélt

(Alb) mit ay #0.

(*)

Im Beispiel ergibt sich durch Vertauschen der ersten und zwei-

ten Zeile

(123
001
2 4 4
\ 12 4

0]3 )

2|2
214

P,
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(b) Existiert kein solches Element in der ersten Spalte, so ist

: . =2,...
die “Restmatrix” (a;;)_;"7"

i=1..n mach einem Element ay # 0 zu
durchsuchen. Ist dieses gefunden, so vertausche man die er-
ste und die ' Spalte, die dabei vorgenommene Vertauschung
der Variablen ist zu beriicksichtigen. Anschliefflend kann (a)
durchgefiihrt werden. Wieder ergibt sich ein System der Form

*).
éilser Schritt entféllt in obigem Beispiel.
(c) Sind alle verbleibenden Eintragungen Null, so ist der Algo-
rithmus beendet.
Auch dies trifft im Beispiel nicht zu.
(d) Ist jetzt a;; # 0 (@11 heit dann Pivotelement des ersten

Schrittes), so werden fiir ¢ = 2, ..., n die folgenden elementa-
ren Zeilenoperationen durchgefiihrt:

Das ( — @) -fache der ersten Zeile wird zur Zeile

ail
mit der Nummer 2 addiert.

Man erhélt ein System der Form (aﬁ) # 0)

1 1 1 1
(o afy .l ol
(1) (1) | (1)
(A(l)\b(l)): 0 asg ... @y, |by
\ 0 a el )

Im Beispiel bleibt die zweite Zeile unverdandert, von der dritten
Zeile wird das zweifache der ersten Zeile abgezogen, von der
vierten Zeile wird die erste abgezogen. Dies ergibt

(12 3 0 3)
2

=
\00 1 0/A-3)
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it) Schritt 2. Mit den gleichen Operationen wie im ersten Schritt
transformiere man das System zunéchst auf die Form (vgl. (a),
(b), (c)) o
(VD)

wobei &82) # 0 sicherzustellen ist (EL%) ist das Pivotelement des
zweiten Schrittes) und die erste Spalte unverdndert bleibt.

Im Beispiel gilt a%) = aélz) = afé) = 0, es wird nach (b) etwa die

zweite mit der dritten Spalte vertauscht. Das Ergebnis ist

(1 32 o 3)
0 10 2 2
020 -2 -2
\0 10 0/Ax-3)

Anschlieflend (vgl. (d)) addiert man das —dg)/ &gé)—fache der zwei-
ten Zeile zur Zeile mit der Nummer ¢, ¢ = 3, ..., n, und erhélt ein
System der Gestalt

2)  (2) (2 2) | (2
( a(u) agQ) a§3) e a'gﬂ)l b(l ) \
(2 (2 (2) |12
(AD[B?) — 0 ay ayy ... as, | by
L0 0 a2

mit aﬁ) # 0, aé? # 0.
Im Beispiel ist es erforderlich, das zweifache der zweiten Zeile zur

dritten Zeile zu addieren, von der vierten Zeile wird die zweite
abgezogen. Man gelangt im zweiten Schritt zu

(132 o 3)
010 2 2
000 2| 2
\0 00 —2/A-5)
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iii) Letzter Schritt. Der Eliminationsprozess wird solange fortgesetzt,

bis man auf die Form

(o o)
0 o) . ol
o 0 ... a"
0 0 ... 0

L0 0 .0

gefiihrt wird. Dabei ist 7 € N, r < min{n,m}, und fir k =1, ...,

r ist Akl 75 0.

Im Beispiel ist die dritte mit der vierten Spalte zu vertauschen,

das Resultat ist

(13 02
01 20
00 20

\0 0 -2 0

3 )

2
A5 )

Als finale Operation ist zur vierten Zeile die dritte zu addieren, es

ergibt sich

(1302
0120
0020

\0 000

3 )

2
A-3 )

Bemerkung. Lisst man die rechte Seite b bei den obigen Betrach-

tungen weg, so folgt Satz 8.3.1, insbesondere ist rg A = r.

Im Beispiel ist rg A = 3.
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II. Zur Losbarkeit.

Das System (xx) lautet ausfiihrlich geschrieben

) ) el = )

agyey) + -+ aglal) + - agal) = b

0 = b
0 = b
Das System ist also genau dann losbar, wenn: bg, 421 = bgz = =
by =
Das obige Beispiel lautet
12 + 328 + 02 + 22 = 3
1289 + 229 4 02 = 2
205 + 0z = 2
0z = A—3.

Es ist demnach genau dann losbar, wenn A = 3. In Ubereinstimmung
mit den Betrachtungen aus Kapitel 8.2 entspricht dies exakt dem Fall,
dass b linear abhéngig von den Spaltenvektoren der Matrix A ist.

I1I. Die expliziten Losungen.

Es sei jetzt an enommen, dass das System losbar ist, d.h. wie bereits

gesagt gelte le bQQ — o= =

i) Eine spezielle Losung des inhomogenen Systems ist beispielsweise

durch die Wahl xfdjzl 377(22 — ... = z{}) = 0 bestimmt. Dann be-
(r)

sagt (kkx): @y’ = br / arr (zur Erinnerung: aw # 0). Das Ergebnis

wird in die vorhergehende Gleichung eingesetzt, man erhélt :1:7@1
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usw. Insgesamt ergibt Riickwartseinsetzen eine spezielle Losung
von (x * x). Die Komponenten lauten fiir i =7, r — 1, ..., 1:

(r) {bl — ZZ:iJrl az(;;)gj](g?")}
mi - (r) )

;i

wieder ist die Bedingung a,(;}g # 0 fiir k£ < r wesentlich.

Eine spezielle Losung des urspriinglichen Systems wird gewonnen,
indem die Variablenvertauschungen (durch Spaltenvertauschun-
gen) riickgingig gemacht werden.

Im Beispiel sieht dies wie folgt aus (A = 3): Fiir die spezielle Losung

nach obiger Methode ist :1:513) = 0, die dritte Gleichung zeigt zu-
dem a:ég) = 1, die zweite liefert xg” = 0. SchlieBlich sieht man
anhand der ersten Gleichung xg?’) = 3. Die Spaltenvertauschungen

wahrend des Eliminationsprozesses kann man sich in einer Tabelle
in Erinnerung rufen

:(:53) =3 xg?’) =0 5(::(),3) =1 xf) =0

3:52) = xg) = xg) = xf) =1
xgl) = :Uél) = l‘gl) = :1:41) =1

331:3 SUQZO 333:0 33421.

Insgesamt ist eine spezielle Losung des urspriinglichen Systems
gefunden (Probe!):
[3)

0

|4
I

0
\ 1/
i1) Die allgemeine Losung des homogenen Systems wird wie folgt ge-

wonnen: Das homogene System transformiert sich ebenfalls auf

die Form (x * x), wobei die rechte Seite, also der Vektor b,

durch 0 zu ersetzen ist. Ein Element aus kern A findet man,

indem xfﬁl = 1 und foQ = a:fQS = .. =2 =0 gesetzt
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wird und wie oben riickwérts eingesetzt wird. Eine weitere, li-

near unabhéingige Losung ergibt sich aus der Wahl xffjg =1

und 337(«21 = xff% = ... =g} =0 Insgesamt sieht man, dass
dim(kern A) = m — r, die Dimensionsformel ist damit gezeigt.

Im Beispiel liefert das x513) = 1, d.h. z3 = 0, woraus :cg?’) = 0 und

schlie3lich a:§3> = —2 folgt. Die Beriicksichtigung der Spaltenver-
tauschungen fiithrt damit auf die Losung

[—2)

1

[»4
I

0

\ 0/

des homogenen Systems. Im Beispiel ist kern A eindimensional,
die allgemeine Losung des homogenen Systems ist

[—2)

aeR,

0
\ 0
die allgemeine Losung des inhomogenen Systems lautet
(3) [-2)

0 1

0 0

\1/ N0

a€ceR.

[»<
I
e
o

Bemerkungen.

i) Ist n = m und rg A = n, so sind keine Spaltenumformungen

notwendig (warum?).

i1) Im Fall n = m sieht man anhand von (x * %), dass die Losbarkeit

des Systems fiir alle rechten Seiten dquivalent ist zur Bedingung
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rg A = n. Man erkennt auch, dass dann das homogene System nur
die triviale Losung hat, was wiederum die eindeutige Losbarkeit
fiir jede rechte Seite zeigt.

ii1) Eine weitere Bemerkung zum Fall n = m, rg A = n: Hier ist es
moglich, das System (allein durch elementare Zeilenumformungen)

auf die Gestalt
10 ... 00| b \

01 ... 00| b

00 ...101\b,,
\oo...01 Bn/

zu bringen. Die Losung ist somit x = E, d.h. es gilt AE = b. Zu-
dem kann das Gleichungssytem fiir mehrere rechte Seiten simultan
gelost werden. Dazu betrachte man die erweiterte Matrix

(A|b(1) b@) N -b(l))

und bringe sie durch elementare Zeilenumformungen auf die Ge-

stalt
(10 . 0ol o2 50
01 ...00/ 8 2 .. B
0 0 1 0/pM. @ Y
n—1 n—1 =" n—1
\ 00 ... 01 AOECEE zS,P/

Von besonderer Bedeutung ist dabei der Fall [ = n und
(h(l) h(2) b(n)) =1, .

Auf diese Art kann die zu A inverse Matrix bestimmt werden
(vgl. Ubungen und Paragraph 8.5).

iv) Bei der numerischen Behandlung von linearen Gleichungssyste-
men kann die Auswahl des Pivotelementes eine grofie Rolle spielen.
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8.4 Uberbestimmte lineare Gleichungssysteme:
Eine Anwendung (Residuum; Methode der kleinsten Quadra-
te; Ausgleich nach Tschebyscheff; lineare Ausgleichsprobleme; Normal-

gleichung)

In diesem Paragraphen wird ein Anwendungsbeispiel vorgestellt, das
auf ein tiberbestimmtes (n > m, mehr Gleichungen als Unbekannte)
lineares Gleichungssystem fiihrt.

Eine quadratische Gesetzmifligkeit f(x) = a1 + asx + azz? soll expe-
rimentell gefunden werden. Aufgrund von Messfehlern ist es sicherlich
nicht angeraten, die gesuchten Parameter a;, as und a3z nur mit Hilfe
von drei Messungen bestimmen zu wollen, man wird eher eine Vielzahl
von Messungen heranziehen. Es sei hier ein Beispiel mit vier (der Ein-
fachheit wegen) Messungen diskutiert (y; bezeichne den Messwert an
der Stelle x;):

1234

X

yi 13 11 2

Die Aufgabe, namlich die a;, ¢ = 1, 2, 3, zu bestimmen, kann als

lineares Gleichungssystem in den a; formuliert werden:

/1561 517%\ /yl\

2 “
1 zo x5 Y2
ay | = Aa= =y .
1 z3 23

Y3
N1t N \ v /

Man erhélt in diesem Beispiel vier Gleichungen in den drei Unbe-
kannten aq, as, a3, die Aufgabe ist also in der Regel nicht exakt 16sbar,

was ja auch gerade wegen evtl. Messfehler nicht erwartet werden kann.
Um dennoch eine Parabel moglichst gut an die Daten anzupassen, wird
das Residuum r (sozusagen die “Abweichung von der Exaktheit”) be-
trachtet

r:=Aa-y.

Dieses Residuum soll moglichst klein gemacht werden, wobei
“moglichst klein” auf unterschiedliche Arten gemessen werden kann:
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i) Versucht man etwa (32, 72)Y/2 = |r|l2 (also die Euklidische
Norm) zu minimieren, so spricht man von der Methode der klein-
sten Quadrate.

it) Die Minimierung von maxi<;<4 |r;| = ||r|l« heifit der Ausgleich
nach Tschebyscheff?.

Allgemein lautet die Aufgabe,
z]] = [[Aa -y

(bzgl. irgendeiner Norm) zu minimieren, ein lineares Ausgleichspro-
blem.

Im Folgenden wird der Fall || - || = || - ||2, die Methode der kleinsten
Quadrate, studiert.

Dazu sei in Anlehnung an das Beispiel A € M(n,m,R), n > m,
y € R" und fiir alle a € R™ sei

r(a)=Aa—y.

Es ist fir a, b € R" (c:=b — a)

r(b) = r(a+c)
= Ala+c)-y
= r(a) + Ac,

und es ergibt sich

lx(b)I* = r(b)r(b)
r(a) + Ac)’ (r(a) + Ac)
Ix(a)]]* +r(a)’ Ac + (Ac)'r(a) + || Ac|
= [lx(a)|]* + (x(a), Ac) + (Ac,r(a)) + || Ac|”
Ix(a)]]* + 2(Ac, x(a)) + ||Ac|?
Ix(a)|)* +2¢" (A'r(a)) + || Ac|® . (*)

Ist nun rg A = m, was ||Ac||* > 0 fiir ¢ # 0 impliziert, und gilt
ATr(a) = 0, so folgt fiir alle b € R™, b # a,

lx(b)[I* > [lx(a)]l* .

3P.L. Tschebyscheff, 1821-1894; Moskau, St. Petersburg
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Mit anderen Worten: Ist
ATr(a) =0, (%)

so minimiert a das Residuum nach der Methode der kleinsten Qua-
drate. Umgekehrt folgt aus (x) auch, dass ein Minimierer (%) erfiillen
muss (andernfalls wihle man b mit c’(A%r(a)) negativ und ||c||
hinreichend klein, sodass ¢’(A%r(a)) den quadratischen (in ¢) Term
| Ac||? betragsmiBig dominiert).

Schlieflich wird die Gleichung (*%) noch umformuliert,

A'r(a)=0 & A'(da-y)=0
o ATAa= ATy,

und man definiert

Definition 8.4.1

Es sei A€ M(n,m,R), n>m, g A=m undy € R".
Dann heifst das lineare Gleichungssystem

ATAa = ATy

die Normalgleichung des linearen Ausgleichsproblems.

Die Matrix ATA € M(m,m,R) ist quadratisch und anhand von
xT AT Ax > 0 fiir x # 0 erkennt man rg ATA = m (warum?). Damit ist
die Normalgleichung eindeutig 16sbar, es gilt

Satz 8.4.1

Unter den Voraussetzungen aus Definition 8.4.1 hat das
lineare Ausgleichsproblem nach der Methode der klein-
sten Quadrate eine eindeutige Losung, die sich aus der
Normalgleichung berechnen lisst.
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Bemerkungen. Zu numerischen Berechnungen ist die Normalglei-
chung oft mit Vorsicht zu betrachten, da sich Rundungsfehler sehr
stark auf das Ergebnis auswirken konnen. Dies wird spéater nochmals
aufgegriffen.

In obigem Beispiel kann aber exakt gerechnet werden, als Losung
des Ausgleichsproblems findet man

f(z) = 6.25 — 4.052 + 0.752%

der Vergleich mit den Daten ist in Abbildung 8.1 dargestellt. Als Maf3
fiir die Giite der Anpassung kann ||r(a)|| herangezogen werden, im Bei-

spiel ist
(1)
3

r(a) = 55 S| d.h. I\z(a)H:\/—Q—O-

\ 1)

Bemerkung. Ebenso konnen natiirlich andere Funktionen als eine Pa-
rabel an die Daten angepasst werden. Versucht man etwa eine Gerade
nach der Methode der kleinsten Quadrate an die Daten anzupassen, so
erhélt man die in Abbildung 8.2 dargestellte Losung (Ubungsaufgabe).

8.5 Invertierbare Matrizen (inverse, regulire, singulidre Matri-

zen; Dreiecksmatrizen; LR-Zerlegung; Cholesky-Zerlegung)

In diesem Abschnitt sei A € M(n,n,R) stets eine quadratische n x n
Matrix iiber R, wobei der komplexe Fall vollig analog zu behandeln
ist. Es soll die Frage untersucht werden, wann eine inverse Matrix A~!
existiert, fiir die per definitionem gilt

ATA=AA"1 =1, .

Existiert eine solche Matrix, so ist notwendigerweise das lineare Glei-
chungssystem Ax = b fiir jede rechte Seite 16sbar, es gilt ndmlich in
diesem Fall

Ax=b & x=A"D.
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2,54

1,57

Abbildung 8.1: Die Ausgleichsparabel.

2,59

1,59

Abbildung 8.2: Die Ausgleichsgerade.

Insbesondere folgt aus der Existenz einer inversen Matrix rg A = n.

Ist umgekehrt rg A = n, so sind die n linearen Gleichungen

Ax=¢e¥ |, i=1,2 ..., n,
((eM,e?, ... e) ist wie iiblich die Standardbasis des R") eindeutig
losbar, diese Losungen seien mit a® i =1, ..., n, bezeichnet. Es gilt
dann
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_ Man sieht leicht ein, dass auch rg A=n gilt, es gibt demnach ebenso
A mit

AA=1, .
Daraus folgt aber

AA = AAL, = AAAA = A(AA)A=AA=1,,
=1

d.h.
AA=AA=1,

und A = A1 ist die inverse Matrix, wobei die Eindeutigkeit der inver-
sen Matrix ganz analog eingesehen werden kann.

Satz 8.5.1

Fine Matrix A € M(n,n,R) besitzt genau dann eine in-
verse Matriz (diese ist immer eindeutig bestimmt), wenn
A maximalen Rang hat, wenn also qilt rg¢ A = n. Dann
heifst die Matriz requlir (oder nicht-singuldr). Ist die
Matrix nicht requldr, so heifit sie singuldr.

Bemerkung. Wie eine inverse Matrix mit Hilfe des Gauflschen Algo-
rithmus bestimmt werden kann, wurde bereits am Ende des Paragra-
phen 8.3 angesprochen (vgl. Ubungen).

Beispiel. Es sei

a
A= € M(2,2,R) .
c d
Man verifiziert sofort
1 d —b
A =T
ad — bc 2

—C a

und die inverse Matrix existiert genau dann, wenn ad — bc # 0.
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Diese Bedingung ist wiederum aquivalent dazu, dass die Vektoren

a b

und

c d

linear unabhingig sind (Ubung), was genau der Aussage des Satzes
entspricht.

Einige Rechenregeln zu inversen Matrizen (die elementar nachzu-
priifen sind, Ubung) seien festgehalten in

Satz 8.5.2

FEs seien A, B € M(n,n,R) invertierbar, d.h. es sei an-
genommen, dass die Inversen existieren. Dann qilt

i) (A7) = 4;
ZZ) (AT)—l _ (A—l)T}.
iii) (AB)™t = B1A1.

Bemerkung. Wie bereits in Paragraph 8.1 diskutiert, ist in iii) sehr
wohl auf die Reihenfolge zu achten, auch wenn die Matrix A~'B~!
gebildet werden kann

Ist A eine reguldre Matrix, so sind Dreieckszerlegungen der Matrix
A von besonderem numerischen Interesse, insbesondere wenn man ein
Gleichungssystem fiir verschiedene rechte Seiten zu losen hat.

Unter einer LR-Zerlegung von A versteht man eine Zerlegung der

Form
(1 0o ... 0 0\ (7“11 T2 ... Tln\

l21 1 ... 0 0 0 Too ... Top

\ ot b o by 1)\ 00 )
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Wie eine solche Zerlegung analog zum Gaufischen Eliminationsver-
fahrens gewonnen werden kann und wie damit lineare Gleichungssy-
steme gelost werden konnen, wird hier lediglich anhand eines Beispiels
vorgestellt.

Beispiel. Es sei
1 2 3

A=1|3 21
112

Wie iiblich wird A mit Hilfe von elementaren Zeilenumformungen
transformiert, man merkt sich jedoch die entsprechenden Vorfaktoren.
D.h. von der zweiten Zeile wird dreimal die erste Zeile abgezogen, die 3
ist unten rot markiert. Von der dritten Zeile wird die erste abgezogen,
die 1 ist ebenfalls rot markiert

1 2 3
3 —4 -8
I -1 —1

Nun ist von der dritten Zeile ein viertel der zweiten Zeile abzuziehen,
wobei die rot markierten Eintragungen unveréndert bleiben, man merkt
sich das viertel wiederum und gelangt zu

1 2 3
3 —4 —8
1 1/4 1

Die schwarzen Eintragungen bilden eine rechte obere Dreiecksma-
trix R, die roten Eintragungen fiillt man mit Einsen auf der Haupt-
diagonalen auf. Es entsteht eine linke untere Dreiecksmatrix L mit der
Eigenschaft

1 00 1 2 3
LR=]13 10 0 -4 -8 | =4.
1 1/4 1 0 0 1
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Mit der LR Zerlegung kann nun zunéchst das Gleichungssystem
Ly =b

durch Vorwéartseinsetzen geldst werden.

1
Istetwab =] 1 |, so ergibt das im obigen Beispiel
1
N = 1 ’
3y1+y2 = 17 also Y2 = _27
1 1
gty =1, alsoys=_.

Anschlielend ist durch Riickwirtseinsetzen das System

RX:X

zu 16sen, insgesamt hat man

Ax=LRx=L(Rx)=Ly=Db.

Im Beispiel sieht das wie folgt aus:

1+ 229+ 33 = 1

—4$2 —8$3 = -2
1
r3 = 5 )
und in der Tat ist
1
1
X = — —
X =3 1
1

die gesuchte Losung des Systems Ax = b (Probe!).
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Bemerkungen.

i) Nicht jede regulidre Matrix besitzt eine solche Dreieckszerlegung,
in der Regel wird man zunéchst Zeilen vertauschen miissen,
um auf der Hauptdiagonalen von R Eintragungen ungleich Null
erhalten zu konnen.

Anstelle einer L R-Zerlegung von

7zu konstruieren sein.
i) Ist

(10 0 o0 0

p_ | 000
00 0
(1 Fio oo Faen) o
o |0 R |

oo o 1

wobei fij :Tij/riiy T 7&0, 1, 5=1,...,n,1 <7, soist DR:R
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Ist A zusitzlich als symmetrisch angenommen, d.h. A = A’ so
folgt ) )
A=A" = (LDR)" = R"DL" .

Nun ist aber R” eine normierte untere Dreiecksmatrix, DLT ist ei-

ne obere Dreiecksmatrix und aus der Eindeutigkeit der L R-Zerleg-
ung folgt RT = L und R = DL”.

Fiir symmetrische Matrizen bekommt die LR Zerlegung also eine

besondere Gestalt,
A=LDL",

(D wie oben Diagonalmatrix), die Zerlegung heiit Cholesky-
Zerlegung.

8.6 Determinanten (Volumenfunktion; Transposition; Signum;
Spat; Parallelotop; Regel von Sarrus; n-Linearform; alternierend; Mul-
tiplikationssatz; Streichungsmatrizen; Laplacescher Entwicklungssatz;

Cramersche Regel)

Ebenso wie im vorherigen Paragraphen sind die Uberlegungen hier nur
fiir quadratische Matrizen zuléssig, ein Analogon fiir n # m gibt es
nicht.

Zur Einfithrung sei zunéchst der Fall n = 2 betrachtet, d.h. A €
M(2,2,R). Ist A regulér, so sind die beiden Spaltenvektoren

a1y ai2
a21 a22

linear unabhéngig. Das ist aber genau dann der Fall, wenn der
Flacheninhalt des von ihnen aufgespannten Parallelogramms nicht
verschwindet. Diese Zusammenhang soll jetzt ndher analysiert werden,
wobei als Erstes festzuhalten ist, welche Eigenschaften eine “natiirli-
che” Volumenfunktion haben sollte.

Diese Volumenfunktion 7: R? x R? — R soll zwei Spaltenvektoren
ein orientiertes Volumen zuordnen, wobei die Vertauschung von zwei
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Vektoren lediglich einen Vorzeichenwechsel zu bewirken hat, d.h. man
fordert (vgl. Abbildung 8.3)

(@, a?) = —r(a®,alV). (V1)

)

Abbildung 8.3: 7(alV,a®) > 0 ntsprlcht der auf der linken Seite angedeuteten Ori-
entierung, 7(a®, g(l)) —7(aM,a®) < 0 entspricht der auf der rechten Seite ange-
deuteten Orientierung.

g(1) §(1)

Als zweite “verniinftige” Bedingung ist sicherlich zu fordern, dass
sich ein Volumen proportional zu einer Verlangerung einer Seite ver-
halten sollte, mit anderen Worten soll fiir alle A € R

T()@(l),g(?)) — AT(§(1)7§(2)) (V2)
erfiillt sein. Daraus folgt auch sofort
r(aV Aa?) = —r(xa® aV) = —Ar(a?,at)) = Ar(aV, a®?) .

Als néchster Punkt ist zu kléren, welches Ergebnis 7(a(®) +at) a®)
liefern sollte. In Abbildung 8.4 entspricht das dem Flachenmhalt des
griin angedeuteten Parallelogramms. Der Flacheninhalt des blau ange-
deuteten Parallelogramms entspricht der GroBe 7(all),a®). Beachtet
man nun, dass die rot bzw. schwarz angedeuteten Dreiecke jeweils
gleich sind, so ist die Differenz der Flicheninhalt 7(a'V,a®®) des golden
skizzierten Parallelogramms.

Als dritte Forderung ist demnach zu stellen
7@V +al a®) = 7(a, a?) + (@, a?) | (V3)
wobei sich als Folgerung wieder unmittelbar ergibt

r(a a® +a®) = r(a¥ a?) + r(aV a?) .
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AN
7\

Abbildung 8.4: Zur Berechnung von 7(a® 4+ a® a®).

Ist schlieBlich (e, e®)) die kanonische Basis des R?, so normiert
man
(e, e?) =1, (V4)

genau wie es dem Flidcheninhalt des Quadrates mit der Seitenldnge 1
entspricht.

. D a1 a2 9
Fiir beliebige Vektoren : € R? folgt aus (V1)—(V4)
a1 a2
a a
7'( ! , . ) = 7(ane") + ane?, ape' + ae®)
a1 22

= allT(Q(l), ape) + a22§(2))
+CL217(§(2), arpet) + a22§(2))
= a11&127(§(1),§(1)) + a11a227(9(1),9(2))
+a21a127'(§(2),§(1)) + a21a227'(§(2),§(2))
= Q11022 — 12021 , (*)

insbesondere ist die Funktion 7 allein durch die Forderungen (V1)-(V4)
eindeutig festgelegt.

Das positive Vorzeichen des Terms ajiass rithrt daher, dass die
blauen auf die roten Indizes mit der Permutation (1,2) abgebildet
werden, es werden also keine Vertauschungen vorgenommen, e und
e® sind oben in der richtigen Reihenfolge aufgetreten.
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Das negative Vorzeichen des Terms ajsas; kommt daher, dass die
Permutation (2,1) durch eine Vertauschung (Transposition) aus der
(1,2) entsteht, eV und e® sind sozusagen in der falschen Reihenfolge
aufgetreten.

Wie hat eine analoge Konstruktion im Fall n = 3 auszuse-
hen?

In drei Dimensionen gibt es nicht nur zwei Permutationen, es sind die
sechs Permutationen (entsprechend der Reihenfolge der e =12,

3)
(1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2), (3,2,1)

zu betrachten.

Dabei ist zu untersuchen, ob diese Permutationen durch eine gerade
oder eine ungerade Anzahl von Vertauschungen von jeweils zwei
Eintrégen aus der (1,2, 3) entsteht. Man definiert das Vorzeichen (oder
Signum) einer Permutation o als 1 im Falle einer geraden Anzahl und
als —1 im Falle einer ungeraden Anzahl (auch wenn verschiedene Ver-
tauschungen zum Ziel fiithren, so ist das Signum eindeutig bestimmt).
Notation: sgn(o).

Beispiel. Man betrachte (3,2, 1). Es wird etwa wie folgt vertauscht

(1,2,3) — (1,3,2) — (3,1,2) — (3,2,1),

mit drei Vertauschungen ist das Ziel erreicht und das Signum ist in
diesem Falle gleich —1.

In obigen Permutationen ist das Signum (der Reihenfolge nach) 1,
—1, =1, 1, 1, —1, in Verallgemeinerung von (x) wird sich das orientierte
Volumen eines Spates im R? (vgl. Abbildung 8.5) (Parallelotops im R"),
das von den Vektoren

ar ai2 ais
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aufgespannt wird, berechnen zu

a)

Abbildung 8.5: Der von al), a®  a® aufgespannte Spat S, S = {x € R® : x =
aa) + ga® +~a®, o, 8, v € [0,1]}.

1 3
T(Q( )73( 72( )) = 11022033 — 411023032 — 12021033

+a10a93a31 + a13a91a30 — ag3a90a31 . (*%)

Die Spaltenvektoren fasst man nun in einer Matrix zusammen und
definiert in Verallgemeinerung von (x) und ()

Definition 8.6.1
Es sei A = (a;j) € M(n,n,R). Dann heifit

al ... Qin
det A = : : = Z Sgn<0>alal o Qpey,
o

a/nl o o . a/nn

die Determinante der Martix A. Es ist dabet diber al-
le unterschiedlichen Permutationen von (1,2,...,n) zu

summaeren.

Bemerkungen.

i) Die Determinante ist nur fiir quadratische Matrizen definiert.
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i1) Die Determinante ist genau die oben gesuchte Volumenfunktion.

iii) Die Vorzeichen in (k%) merkt man sich mit der Regel von Sarrus,
die in Abbildung 8.6 veranschaulicht ist.

Can a2 13 : an 12

Abbildung 8.6: Zur Regel von Sarrus: Positive Vorzeichen hat man fiir die blau un-
terstrichenen Produkte, negative Vorzeichen fiir die rot unterstrichenen.

iv) Aus der Definition folgt recht leicht det A = det AT.

v) Analog ist die Determinante fiir A € M (n,n, C) definiert. Ebenso
wie in den vorherigen Paragraphen wird dies nicht weiter disku-
tiert, da dadurch keine zuséatzlichen Einsichten gewonnen werden.

vi) Nach den obigen Betrachtungen ist die Determinante vollstandig
charakterisiert durch

e det I, = 1;

e die Determinate ist eine n-Linearform, d.h. in Abhéngigkeit ei-
nes Zeilenvektors (Spaltenvektors) der Matrix ist (bei fixierten

(n—1) Zeilenvektoren (Spaltenvektoren)) die Determinante ei-
ne lineare Abbildung R" — R;

e die Determinate ist alternierend, d.h. bei Vertauschung zweier
Zeilen (Spalten) éndert sich das Vorzeichen.

vii) Ubung: Andert sich die Determinante im Verlaufe des Gaufischen
Eliminationsverfahrens?

Beispiele.

i) Es sei n =3 und

1 23

011
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Dann ist

detA =1-1-14+2-1-0+3-1-1-3-1-0—-1-1-1—-2-1-1
= 1.

i1) Die Linearitdt der Determinante in jeder Spalte bedeutet bei-
spielsweise

ari+ Py 1 3
det | axy+Bys 2 3
ars+ Pys 1 1

ry 1 3 y1 1 3
= adet | 2o 2 3 | +0det | 3y, 2 3
rg 1 1 ys 1 1
Vorsicht. Die Determinate ist selbst nicht linear, d.h. im Allgemeinen
gilt fiir A, B € M(n,n,R)
det (A4 B) # det A+ det B .

Ist A € R, so gilt
det (AA) = \"det A .

Als (sehr wichtiges) Korollar aus den zu Beginn dieses Kapitels an-
gestellten Betrachtungen sei nun festgehalten:

Korollar 8.6.1

Es sei A € M(n,n,R). Dann sind die folgenden Aussa-
gen dquivalent:

i) Es ist det A # 0.

17) Die Zeilenvektoren von A sind linear unabhdngig.

)
ii1) Die Spaltenvektoren von A sind linear unabhdngig.
)

w) Die Matriz A st requldr.
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Beispiel. Es folgt direkt, dass die Matrix A aus obigem Beispiel
invertierbar ist (Ubung: Man berechne die Inverse!).

In Paragraph 8.1 wurde zwar ein Beispiel gegeben, dass das Pro-
dukt zweier Matrizen durchaus auch dann die Nullmatrix ergeben kann,
wenn keine der beiden Matrizen selbst eine Nullmatrix ist. Fiir regulére
Matrizen kann man eine solche Situation ausschlieflen, wie der Deter-
minantenmultiplikationssatz zeigt.

Satz 8.6.1
FEs seien A, B € M(n,n,R). dann gilt

det (AB) = det A det B .

Sind also A und B reguldar, d.h. det A, det B # 0, so folgt
det (AB) # 0, AB ist auch reguldr. Ist umgekehrt AB regulér, so
miissen auch A und B regulér sein.

Wegen
det Adet At =det (AA™) =det [, = 1

folgt sofort aus Satz 8.6.1

Korollar 8.6.2

Ist A € M(n,n,R) eine regulire Matriz, so gilt

det A7 =

det A~

Die Definition 8.6.1 ist natiirlich insbesondere fiir grofle n zur
Berechnung der Determinante nicht geeignet. Fiir praktische Zwecke
benotigt man so genannte Streichungsmatrizen A;; von A, die fiir i,
j =1, ..., n, aus A durch die Streichung der *" Zeile und der j*"
Spalte hervorgehen. Es handelt sich um (n — 1) x (n — 1) Matrizen
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ayr ... 15 .- QA1n
;1 R i R Tin
ap1 - .- Apg .. Apn

Abbildung 8.7: Die i Zeile und die j'® Spalte werden aus A entfernt, um die Strei-
chungsmatrix A;; zu erhalten.

(vgl. Abbildung 8.7).

Mit Hilfe der Streichungsmatrizen kann formuliert werden:
Satz 8.6.2 (Laplacescher* Entwicklungssatz)
Fir A € M(n,n,R) und 1 < 4,57 < n bezeichne A;; €
M(n —1,n—1,R) die entsprechende Streichungsmatriz.
Dann gilt (Entwicklung nach der i"" Zeile)

det A = Z(—l)”jaijdet Aij
j=1
sowie (Entwicklung nach der j'* Spalte)

det A = Z(—l)iﬂaijdet Az’j -
7=1

Beispiele.
i) Es sei
123
A= 22 2 | e M@3,3R).

011

4P.M. Marquis de Laplace, 1749-1827; Paris.
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Entwicklung nach der ersten Zeile liefert

2 2 2 2 2 2
det A = 1 —2 +3
11 01 01
= 0-4+6 = 2.

Entwicklung nach der zweiten Spalte liefert

2 2 1 3 1 3
det A = -2 + 2 —1
01 01 2 2
= —44+24+4 = 2

i1) Es sei

A= € M(4,4,R) .

Bei der Entwicklung von det A wird man die Nullen in der ersten
Spalte ausnutzen, d.h. nach der ersten Spalte entwickeln. Dies er-
gibt (vgl. Beispiel 7))

1 23
det A = 12 2 2|=2.

011

Zum Abschluss des Paragraphen sei noch eine geschlossene Formel
zur Losung eines linearen Gleichungssystems angegeben.
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Satz 8.6.3 (Cramersche Regel)

Es sei A = (a) a® .. a™) ¢ M(n,n,R) reguldr und
b € R", das Gleichungssystem Ax = b ist also insbeson-
dere eindeutig l6sbar. Fiir alle j = 1, ..., n ist die j°
Komponente des Lisungsvektors gegeben durch

det (a) ... abl=b b altD) alv)
b= det A '

Bemerkung. Da die Cramersche Regel hauptséchlich fiir theoretische
Untersuchungen von Belang ist (die tatséchliche Berechnung ist meist
zu aufwendig), wird hier auf eine weitere Diskussion verzichtet.

8.7 Vektorprodukt, Spatprodukt, Ebenen und Ge-
raden im Rg (Orientierung; rechte-Hand-Regel; Normalenvektor;
Richtungsvektor; Hessesche Normalform; Abstand zwischen zwei Men-
gen)

In diesem Paragraphen wird ausschlieflich der R3 betrachtet (oder der

R? als Unterraum des R?). Ein Analogon zum Vektorprodukt in htheren

Dimensionen gibt es nicht. Es bezeichne weiter (e, e?), e®) stets die
kanonische Basis des R3.

Definition 8.7.1

Das Vektorprodukt x im R3 ist die Abbildung, die allen
X,y € R3 einen weiteren Vektor im R> zuordnet,

Xo I3 X1 I3 X1 T2

o +e®

Y2 Y3 Yy Y3 Yy Yo

gxx::g(l) — el
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Merkregel. Formal kann das Vektorprodukt geschrieben werden als

yr Y2 Y3

wobei die Determinante als Entwicklung nach der ersten Zeile zu ver-
stehen ist.

Interpretation. Zur Interpretation nehme man o.E. an, dass die zwei
Vektoren x und y in der (2(1)79(2)) Ebene liegen, d.h. es gelte

L1 Y1
X=122 | Y= ¥
0 0
Dann ist
XXy= e®det o
Y Y2

Zum Einen liefert also [|x x y|| nach Paragraph 8.6 genau den
Fldacheninhalt (grofler oder gleich Null, d.h. nicht orientiert) des von x
und y aufgespannten Parallelogramms.

Andererseits steht x x y senkrecht auf x und y.

SchlieBlich ist (x, y, x X y) positiv orientiert (falls nur x und y linear
unabhéngig sind, im Falle der linearen Abhéngigkeit ist x x y = 0),
das bedeutet:

Definition 8.7.2

Es sei (x,y,z) eine Basis des R3. Dann heifst (x, Y, Z)
positiv orientiert, falls

det (xy z) >0,

andernfalls heifft (X,y,2z) negativ orientiert.
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Bemerkungen und Beispiele.

i) Es kommt wesentlich auf die Reihenfolge der Vektoren an.

ii) (e, e e®) ist positiv orientiert.
iii) (e g(?’)) ist dahingegen negativ orientiert.
iv) Die positive Orientierung (allgemein und insbesondere) von (x,y,

x X y) (im Falle der linearen Unabhéngigkeit von x und y) kann
man sich mit Hilfe der rechte-Hand-Regel merken: Zeigt der Dau-
men der rechten Hand in Richtung von x, der Zeigefinger in Rich-
tung von y, so zeigt der Mittelfinger senkrecht dazu in Richtung
von X X X_(vgl. Abbildung 8.8).

XXy

Abbildung 8.8: Zum Vektorprodukt im R3.

v) Als Anwendungen seien hier die Kraft auf einen stromdurchflos-
senen Leiter im Magnetfeld, das Drehmoment ... erwéhnt.

vi) Eine weitere wichtige Anwendung (vgl. die nachfolgende Diskus-
sion von Ebenen im R?) ist es, zwei linear unabhingige Vektoren
x und y durch den dazu senkrechten Vektor x X y zu einer Basis
des R? zu erginzen.

vii) In Paragraph 8.6 wurde gezeigt, das das orientierte Volumen des
von X, y und z im R3 aufgespannten Spates gegeben ist durch

det (xy z) =: [x,y,2] .

Diese Grofe heifit auch das Spatprodukt der Vektoren x,y, z € R3,
das mit Hilfe des Vektorproduktes geschrieben werden kann als

X, ¥,z = (x XYy, z).
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Aus der Definition des Vektorproduktes léasst sich leicht ableiten:

Eigenschaften des Vektorproduktes. Fiir x, y, z € R3 und A € R
gilt:

iil) XX (y+2) =X Xy +X X3z,
Vorsicht. Das Vektorprodukt ist im Allgemeinen nicht assoziativ, d.h.
XX (yxz)#(xxy)xz im Allgemeinen.

Dies siecht man etwa iiber den Entwicklungssatz

xx (yxz)=(x,2)y - (XYy)z

ein.

Mit Hilfe des Vektorproduktes sollen nun kurz Ebenen im R?
diskutiert werden.

Eine Ebene durch den Ursprung kann einerseits interpretiert werden
als eine Menge der Form

(N}, N#0,

also als die Menge aller Punkte x € R3, die senkrecht auf dem Norma-
lenvektor IN stehen (vgl. Abbildung 6.7).

Andererseits (vgl. Abbildung 6.4) kann sie aufgefasst werden als die
Menge
Spann (v,w), v, w linear unabhéngig,

d.h. als die Menge, die von den Richtungsvektoren v und w aufge-
spannt wird.

Beide Interpretationen sind &quivalent. Ergdnzt man etwa N zu
einer Orthogonalbasis des R?, so sind die weiteren Basisvektoren linear
unabhéngige Richtungsvektoren der Ebene.
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Sind umgekehrt v und w Richtungsvektoren in einer Ebene, so ist

N =vxw

ein Normalenvektor. Natiirlich ist jedes Vielfache AN, XA # 0, ebenso
ein Normalenvektor an die Ebene.

Eine Ebene, die nicht notwendig durch den Ursprung verlauft,
ist etwa durch drei nicht kollineare Punkte (liegen nicht auf einer
Geraden) a, b, ¢ auf der Ebene bestimmt. Mit v=b—a, w=c—a
(diese Vektoren sind linear unabhéngig, da drei nicht kollineare Punkte
gewihlt waren) ist diese Ebene die Menge gegeben durch die Parame-
terdarstellung (vgl. Abbildung 8.9)

E={xcR: x=a+Av+puw, \ pucR}.

N

1Y

lon

Abbildung 8.9: Die Ebene durch die Punkte a, b, c.

Wieder ist mit v X w ein Normalenvektor an die Ebene bestimmt.
Dieser wird auf die Lénge 1 normiert und mit einem geeeigneten Vor-
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zeichen versehen, d.h. man setzt

N4 YXW

v x w|’

insbesondere gilt ||N|| = 1.

War die Ebene durch den Ursprung noch durch (N, x) = 0 gekenn-
zeichnet, so bewirkt die Verschiebung nun

E={xeR’: (N,x) —p=0},

wobei das Vorzeichen von N so gewéahlt wird, dass p > 0. Dann spricht
man von der Hesseschen® Normalform der Ebene.

Bemerkungen.

i) Die beiden Vektoren v und w bilden eine Basis des Kerns von
N' e M (1,3,R), a ist eine spezielle Losung des Gleichungssystems
N”x = p (vgl. Satz 8.2.1).

i) Der Abstand d eines beliebigen Punktes x(¥) € R? zu einer Ebene
errechnet sich aus der Hesseschen Normalform zu

d=|(N,x") - p| .

Dabei ist der Abstand zwischen zwei Mengen A, B € RY definiert
als infzeA(ianeB |x — XH)

Beispiel. Eine Ebene sei durch die Punkte

1 1 1
2—1: 0 ) b: 1 9 9: 1
0 0 1

festgelegt. Dann ist

0 0 1
1lxl1]1=]l0]=N
0 1 0

°L.0O. Hesse, 1811-1874; Konigsberg, Halle, Heidelberg, Miinchen.
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normal zu den Richtungsvektoren b —a, c —a und bereits auf die Lange
1 normiert. Wegen (N, a) = 1 = pist dabei auch das richtige Vorzeichen
gewahlt, die Normalform lautet

({0 [x)-1-0

0

(Probe!).

Schneiden sich zwei ungleiche Ebenen im R3, so erhilt man eine
Gerade im R3, die auch interpretiert werden kann als die allgemeine
Losung des Gleichungssystems

an Ty + ajpxrs + ajzry = by

a9 T1 + ag9x2 + axrs = by,

das den maximalen Rang zwei habe.

Geraden im R? konnen ebenso auf eine Hessesche Normalform ge-
bracht werden, d.h. man findet n € R? mit |jn|| = 1 und ein p > 0,
sodass die Gerade in der Form

(n,x) —p=0

geschrieben werden kann. Beispiele werden in den Ubungen diskutiert.
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Lineare Abbildungen

Konkrete Aufgabenstellungen und Modellbildungen in den Anwendun-
gen sind in der Regel von nichtlinearer Struktur und dementsprechend
schwer losbar. Um dennoch Vorhersagen treffen zu koénnen, wird
das Problem meist linearisiert (fiir kleine Auslenkungen setzt man
sin(z) ~ x etc.), die mathematische Behandlung wird wesentlich
einfacher und innerhalb gewisser Bereiche kann der entstandene Fehler
abgeschéatzt werden.

Aber auch Drehungen und weitere wichtige Operationen konnen als
lineare Abbildungen interpretiert werden: Eine Rotation im R? wird
z.B. beschrieben durch die lineare Abbildung

coSs — sin
R? 5 x s () () ..

sin(p)  cos(p)

wobei der Drehwinkel ¢ fixiert ist.

Allgemeiner gilt: Ist x € R™ (Spaltenvektor bzgl. der kanonischen
Basis) und A € M(n,m,R), so ist die Funktion

x—y=Ax

eine lineare Abbildung vom R™ in den R".

Lineare Abbildungen vertragen sich mit linearen Rdumen, also Vek-
torrdaumen, die in Kapitel 6.1 behandelt wurden. Was das genau bedeu-
tet, wird in Definition 9.1.1 deutlich.

197
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9.1 Definition und erste Eigenschaften (Kern und Bild
einer linearen Abbildung; Rang; Rangformel; Injektivitdt und Surjekti-

vitédt einer linearen Abbildung)

Definition 9.1.1

Es seien V und W zwer Vektorrdume tiber einem Korper
K. Eine Abbildung

L:V—->W

heifit lineare Abbildung (Homomorphismus), falls fir alle
v, w €V und fiir alle A € K gult:
Lv+w) = L(v) + L(w)
L(Av) = AL(v) .

Bemerkung. Zu beachten ist, dass auf der linken Seite mit “+” die
Addition in V| auf der rechten Seite die in W gemeint ist (Multiplika-
tion mit Skalar analog).

Beispiele.
i) Das einfachste Beispiel ist die Funktion f: R — R,
f(x) =ax, a€cR fixiert.
Zu beachten ist aber, dass mit b # 0
f(x)=ax+b
keine lineare Abbildung im Sinne von Definition 9.1.1 ist!.

ii) Drehungen und Spiegelungen sind lineare Abbildungen (Ubungs-
aufgabe).

'Die Gerade f(z) = ax + b wird auch als affin lineare Funktion bezeichnet.
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Im Folgenden werden lineare Abbildungen von einem Vektorraum
V mit dim V' = m in einen Vektorraum W mit dim W = n studiert. In
der Regel wird o.E. die Situation K =R, V = R™, W = R" betrachtet
mit der Schreibweise M (n,m,R) = M (n,m). Streckenweise werden
aber auch andere Beispiele diskutiert.

Aus der Definition linearer Abbildungen folgen unmittelbar die er-
sten beiden Aussagen des folgenden Satzes (vgl. Ubungen).

Satz 9.1.1
Es sei L: R™ — R" eine lineare Abbildung.

i) Dann ist der Kern der Abbildung L,

kern L= L7'({0}) .= {x € R™: L(x) =0},

ein Unterraum des R™.

i1) Ebenso ist das Bild der Abbildung L,
bild L == {y € R": y = L(x) fiir einx € R"} ,

ein Unterraum des R".

iii) Als Rang der Abbildung L definiert man
rg L == dim bild L .
Damit folgt der Rangsatz fiir lineare Abbildungen

m = dim kern L +rg L .

Bemerkungen und Beispiele.

i) Man betrachte die lineare Abbildung L: R> — R, mit L(x) =
r1 — xo. Dann ist x € kern L genau dann, wenn gilt 1 = xo, d.h.

kernL:{A :)\ER}.

1
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In dem Beispiel ist bild L = R. Dies sieht man direkt oder iiber
den Rangsatz ein.

i1) Der Zusammmenhang zwischen dem Kern einer linearen Abbil-
dung und dem Kern einer Matrix (Satz 8.2.1) ist evident, der Zu-
sammenhang zwischen dem Rang einer linearen Abbildung und

dem Rang einer Matrix sowie der Rangsatz werden in Kiirze deut-
lich.

i71) Um den Rangsatz einzusehen, iiberlege man sich die folgenden
Fragen. Es sei dazu L eine lineare Abbildung vom R"™ in den R".

(a) Ist es moglich, dass zwei linear abhéngige Vektoren x, y € R™
auf zwei linear unabhéngige Vektoren u, v € R" abgebildet
werden”?

(b) Ist es moglich, dass zwei linear unabhéngige Vektoren x, y €
R™ auf zwei linear abhéngige Vektoren u, v € R" abgebildet
werden? Wenn ja, hat das Konsequenzen fiir kern L7

iv) Eine Folgerung aus dem Rangsatz ist: Es sei n = m und
L: R — R" sei eine lineare Abbildung. Dann ist L injek-
tiv (d.h. dim kern L = 0) genau dann, wenn L surjektiv ist
(d.h. rg L = n). Diese Folgerung und weitere Bemerkungen zur
Injektivitat bzw. Surjektivitét linearer Abbildungen werden in den
Ubungen diskutiert.

Im Fall einer linearen Abbildung f: R — R, f(z) = ax, a € R fixiert,
ist die Abbildung allein durch den Parameter a charakterisiert.

Wodurch ist eine lineare Abbildung L: R™ — R" bestimmt?

Mit dieser und dhnlichen Fragen beschéftigt sich der nachste Abschnitt.



Kapitel 9. Lineare Abbildungen 201

9.2 Matrixdarstellung (Koordinaten; darstellende Matrix; Basis-
wechsel; Koordinatentransformation; Transformation der darstellenden
Matrix; Dualraum; lineares Funktional; duale Basis; Bidualraum; Ten-

sor; kovariant; kontravariant; Tensorprodukt)

Betrachtet sei eine Basis (v(),...,0(™) des R™ und eine Basis
(wM, ..., w™) des R". Damit ist jedes x € R™ darstellbar als

m
XZZO@'XU), OéjER,
7=1

und fiir eine beliebige lineare Abbildung L folgt nach Definition 9.1.1

L(x) = L(Zil:%!(j)> — Zil:ajL(X(j)) .

Demnach ist L(x) fiir alle x € R™ festgelegt, wenn nur die Bilder
L(vW), =1, ..., m, irgendeiner Basis des R™ bekannt sind.

Weiter kann man fiir jedes fixierte 1 < j < m schreiben:
n
L(X(])) = Z aijﬂ(l) , aj; € R .
i=1
Dabei hingen die a;; von den speziell gewéhlten Basen ab.

Beispiele.

i) Es sei (eV,e®?) die kanonische Basis des R2, (fV f® £B)) gei
die kanonische Basis des R?. Weiterhin sei L: R? — R? eine lineare
Abbildung und es gelte (wie bereits gesagt, ist durch diese Wahl
die lineare Abbildung eindeutig bestimmt)

L(gm) _ £(1) + £(3) =y, L(§(2)) — ﬁ(l) 4+ 2£(2) —z.

Mit obiger Notation ist

a11:1,a21:0,a31:1, CL21:1,CL22:2, CL32:0.
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Beziiglich der kanonischen Basis des R? wird ein beliebiges x € R?
geschrieben als

T
x =z +ape® = | 7| |
T2

die Vektoren y, z € R3 lauten (Koordinaten bzgl. der kanonischen
Basis des R3):

ail 1 a921 1
Y=1aa1 | =0 ]|, Z=]an | =] 2
asy 1 aso O

Bildet man aus diesen Spaltenvektoren eine Matrix A, so folgt fiir
alle x € R?

11
T X
L(x) = 21 L(eV) + zLe?) = | 0 2 Ploal !
I9 I9

10

Die lineare Abbildung L kann mit einer Matrix A identifiziert wer-
den. Die Bilder der Basis des R? werden als Spaltenvektoren im R?
geschrieben, und aus diesen Spaltenvektoren setzt sich die Matrix
A zusammen.

i1) Man betrachte die gleiche lineare Abbildung wie im ersten Bei-

spiel, als Basis des R? diene aber jetzt G := (g(l),g(2)),

als Basis des R? werde H = (b, h® h®)),
h(l) — £(1) + £(3) : h(Q) — £(2) + £(3) : h(3) — £(3)
gewahlt. Man berechnet
Lg") = L(e" +e?) = L)+ L(e®)
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und analog

L(g(2)) — £(3)_2£(2) - W.

Nun sollen v und w bzgl. der neuen Basis H dargestellt werden.
Dazu beachtet man

Eingesetzt ergibt dies

_ 2h(1) + 2h(2) _ gh(3) ,
3h(3) _ Qh(2) .

g |«
I

SchlieBlich wird fiir beliebiges x € R? bzw. fiir beliebiges u € R?
die Koordinatendarstellung bzgl. der Basis G bzw. bzgl. der Basis
‘H eingefiihrt, d.h.

Q
X = alg(l)+a2g(z) ~ 1 ,
%)
g
B
u = #h"Y + 3Bh® + 3h0 = | g
B )

Insbesondere gilt (wenn ein Vektor mit seiner Koordinatendarstel-
lung identifiziert wird)

1 0
0 1
G G
sowle
2 0
V= 2 y W= —2
-3 3
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Die lineare Abbildung wird auf diese Weise ebenso reprisentiert
durch die Vorschrift

G
2 0
831 831
= 2 =2
a2 g -3 3 a2 g
H

Das allgemeine Schema und die Interpretation der obigen Vorschrift
lautet (man mache im Beispiel die Probe mit g g und bedenke,
dass die lineare Abbildung durch die Bilder dieser Basisvektoren fest-
gelegt ist):

i) Es sei G eine Basis des R, H eine Basis R” und L: R — R" sei

eine lineare Abbildung.
i1) Man berechne die Bilder (unter L) der Basisvektoren von G.

i11) Von diesen Bildern wird dann die Koordinatendarstellung bzgl. H
berechnet.

iv) Die Matrixdarstellung A§, € M(n,m) der linearen Abbildung L
bzgl. der Basen G und ‘H erhélt man, indem man aus diesen Spal-
tenvektoren eine Matrix bildet. Diese darstellende Matrix enthélt
mit anderen Worten die Koordinaten der Bilder der Basisvektoren
als Spalten.

v) Ein beliebiges x € R™ wird mit seiner Koordinatendarstellung

aq
bzgl. der Basis G identifiziert.
m g
aq
vi) Dann liefert A, : die Koordinatendarstellung von L(x)
U,

bzgl. der Basis H.
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Zu gegebenen Basen kann eine lineare Abbildung mit einer
Matrix identifiziert werden.

Beim Ubergang von Beispiel i) zu Beispiel ii) wurde ein Basiswech-
sel vollzogen, der zu einer Koordinatentransformation fiihrte. Dieser
Vorgang soll nun prézisiert werden.

Es sei dazu A = (a),... a™) eine Basis des R™, B =
(bW, ..., b)) sei eine weitere Basis des R™. Die “neuen Basisvek-

toren” aus B seien in Abhéngigkeit der “alten” gegeben, d.h. mit Ko-
effizienten v;; € R, 1 <, 5 < m, gelte

b(]') — fyllg_(l) + e + f}/lmg(m) ,

b(m) - ’)/mlg(l) + -+ 'meg-(m) .

Aus diesen Koeffizienten wird die transponierte Matrix gebildet,
d.h. die Matrix

Yiioo--- UYmi
Si=0)' =] : ;| € M(m,m).

Tim -+ TYmm
Hat nun x € R™ bzgl. A bzw. B die Koordinatendarstellungen

a7 51
A A ﬁm B
so gilt

= Z f; ( Z %'@(i))
j=1 i=1

= Z( Y ’inﬁj)é(i),
—1

=1 j=
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mit anderen Worten gilt fiir die neuen Koordinaten

m
o =Y B
j=1

Dies liefert die Transformation der Koordinaten bzgl. A bzw. B

@ b B o]
=S| , : =S| ,

A A 6m B ﬁm B am A

wobei die Invertierbarkeit von S unmittelbar daraus folgt, dass sowohl
A als auch B Basen des R™ sind.

Wichtige Beobachtung. Entsteht die neue Basis aus der alten bei-
spielsweise durch eine Rotation, so gehen die neuen Koordinaten genau
durch eine Rotation in die entgegengesetzte Richtung aus den alten her-
vor (sozusagen zur Kompensation, Ubung!)). Entspechendes sieht man
auch fiir die Multiplikation mit einem Skalar.

Basis- und Koordinatendnderungen verhalten sich kontréar.

Als natiirliche Frage schlie3t sich an:

Wie transformiert sich die darstellende Matrix einer linearen
Abbildung beim Basiswechsel?

Es sei dazu L: R™ — R" eine lineare Abbildung, A = (aV, ..., a(™)
sei eine Basis des R™, U = (uV),... u™) sei eine Basis des R” und
Af} € M(n,m) sei die darstellende Matrix der linearen Abbildung L
bzgl. dieser Basen.

Man betrachte weiterhin “neue Basen” B = (b, ... b™) des R™
bzw. V = (v(V ..., ¥v™) des R". Gesucht ist die Matrixdarstellung A3
von L bzgl. dieser Basen.
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Wie oben sei der Basiswechsel von A nach B durch die Matrix
S € M(m,m) beschrieben, der Basiswechsel von & nach V werde
analog von einer Matrix T' € M (n,n) erzeugt.

Ist L(x) = y und

>4
I

— ﬁlh(l) I 5mh(m) ’

<
I

= Vlz(l) + . e _|_ Vnz(n) ,

so gilt mit der darstellenden Matrix A7} € M (n,m)

H1 Qg
= A
pn ) m )
B
— A#4S :
B

B

wobei die zweite Gleichheit aus der bereits gezeigten Koordinatentrans-
formation folgt. Eine Transformation der linken Seite ergibt nun

41 241
— 7!
Y/, Hn /oy
B 1)
= T'A5S | = A}
B B
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Zusammenfassend ist folgender Satz gezeigt:

Satz 9.2.1

i) Koordinatentransformation: Fs seien A, B Basen
des R™, die Matriz S € M(m,m) sei wie oben gege-
ben. Ist

x=0@a® 4+ +a,a™ = gV 4 .. 4 3 b

() (&) (&) (&)

\en ) A\Bn) A\ e
i1) Sind weiterhin U, V Basen des R", ist die Transfor-
mation dieser Basen durch die Matrix T € M(n,n)
gegeben und ist L: R™ — R" eine lineare Abbil-
dung mit Matrizdarstellung A7} € M(n,m) bzgl. der

Basen A, U, so lautet die Matrizdarstellung von L
bzgl. der Basen B und V

AB=T714ls .

Bemerkung. Da die Spaltenvektoren aus den Koordinaten selbst als
Vektoren aus dem R™ bzw. R" aufgefasst werden, werden im obigen
Satz die Indizes zur Basisbenennung weggelassen.

Beispiele.

i) Die Situation in den einfithrenden Beispielen i), ii) zu Beginn des
Kapitels sieht wie folgt aus: Der Basiswechsel von i) nach ii) wird
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beschrieben durch

1 00
1 1
S = , T'=]10 10/,
1 -1
1 -1 1

die Inverse von T berechnet sich zu

1 00
T! = 0 10
1 -1 1

Es folgt wie behauptet

Al =T ' 02]S

1 00 11

1 1
= 0O 10 0 2
1 -1
-1 -1 1 10
2 0
= 2 =2
-3 3

i1) Man betrachte eine lineare Abbildung L: R™ — R, d.h. die dar-
stellenden Matrizen bzgl. einer Basis A bzw. einer Basis B des R"™
sind Zeilenvektoren. Ist
(6 . &)

die darstellende Matrix bzgl. der Basis A, so ist nach Satz 9.2.1



210 Kapitel 9. Lineare Abbildungen

Y11 - Umil

(o w)=(a &)

die darstellende Matrix bzgl. der Basis B, wobei der Matrixwechsel
wie oben durch die Koeffizienten v;;, 1 < 4,5 < m, gegeben sei.
Somit gilt fiir alle:s =1, ..., n:

Y = Z%‘jfg‘ g
j=1

die Zeilenvektoren (Koordinaten der linearen Abbildung) trans-
formieren sich bei einem Basiswechsel genau wie die Basis, man
spricht von einem kovarianten Tensor? erster Stufe.

Yim -+ VYmm

Die eben angesprochenen linearen Abbildungen eines Vektorraums
in den zugrunde liegenden Koérper sind so genannte lineare Funktionale.

Definition 9.2.1

Ist V' ein K-Vektorraum, so ist die Menge aller linearen
Abbildungen p: V — K selbst wieder ein K-Vektorraum
und heifft der zu V' duale Vektorraum oder Dualraum
von V. Bezeichnung: V*. Jedes o € V* heifst Linearform
oder lineares Funktional auf V.

Beispiel. Ist V = R™ und sind aq, ..., a, € R, so entsteht eine
Linearform ¢ € (R™)* aus der Vorschrift

L1
gszmHR7 = 1T+ A ATy,

Lm

2Der Tensorbegriff wird in Definition 9.2.2 prizisiert.
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wobei auch der Zusammenhang mit linearen Gleichungssystemen
beachtet werden sollte.

Ist eine Basis A des R™ fixiert, so konnen (wie bereits oben ange-
sprochen) lineare Funktionale mit Zeilenvektoren identifiziert werden.
Folglich hat der Dualraum (R™)* des R™ die gleiche Dimension m wie
der R™.

Mit der kanonischen Basis des R™ existiert auch eine kanonische
Basis des (R™)* (die duale Basis). Sie ist gegeben durch

(e = (1 00 ..0 0),

(eH)T = (0 10 ...0 0),

(e’ = (0 00 ..0 1),
und jede Linearform auf R™ (d.h. jeder Zeilenvektor — bei fixierter
Basis) kann klarerweise als Linearkombination der (g(i))T, 1 <i<m,
geschrieben werden.

Man beachte, dass fiir alle 1 < 17,7 < m gilt
(g(j))T(g(i)) = 5ij -

Mit der Schreibweise einer Linearform als Zeilenvektor ist die
Darstellung der linearen Abbildung bzgl. einer fixierten Basis
gemeint, legt man eine andere Basis zugrunde, so erhélt man
einen anderen Zeilenvektor als Repréasentant der Linearform.
Der Transformationsmechanismus wurde bereits diskutiert.
Mit anderen Worten handelt es sich hier um die Koordinaten
einer linearen Abbildung bzgl. einer fixierten Basis.

Bemerkung. Von besonderem Interesse sind auch lineare Funktionale
auf Funktionenrdumen, was aber an dieser Stelle nicht vertieft werden
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soll.

Der Dualraum eines Vektorraums ist wie in Definition 9.2.1 ange-
deutet selbst wieder ein Vektorraum. Folglich konnen analog zu obigen
Bemerkungen auch lineare Funktionale (: V* — K betrachtet werden.

Wie hat man sich das vorzustellen?

Es sei etwa die kanonische Basis des R” (und damit die duale Basis)
fixiert. Lineare Abbildungen vom (R™)* in die reellen Zahlen (lineare
Funktionale auf (R™)*) ordnen jedem Zeilenvektor (einer linearen
Abbildung vom R™ nach R) eine reelle Zahl zu. Diese Vorschrift kann
mit einem fixierten Spaltenvektor identifiziert werden.

Ist namlich

U1
v = : e R™ (fixiert) ,
U,
soist ¢ (R™)* — R,
U1
C((w1 wm)):(wl wm> cR
U,

eine lineare Abbildung, ¢ wird mit einem Element des R identifiziert
(mit v).

Ist V ein endlichdimensionaler Vektorraum, so kann der Bi-
dualraum (V*)* mit V' selbst identifiziert werden.

Lineare Funktionale auf dem (R™)* verhalten sich also wie der R™
selbst. Es sei an dieser Stelle an die Koordinatentransformation aus
Satz 9.2.1,

bi = Zpijo‘j o () = ()™, i=1, ., m,
j=1
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erinnert, man spricht von einem kontravarianten Tensor erster Stufe.

Warum wird ein Tensor als (multi-) lineares Funktional de-
finiert?

Wird beispielsweise ein Spannungstensor einfach als 3 x 3-Matrix ein-
gefithrt, so ist er bzgl. einer gegebenen Basis des R? definiert. Bezieht
man sich auf eine andere Basis, so dndert sich die Matrixdarstellung.

Eine physikalische Grofle sollte aber unabhingig von der zugrunde
liegenden Basis sein, und deshalb wird von einer Matrixdarstellung zu
Multilinearformen iibergegangen.

Erinnerung. Der Begriff Bilinearform (n = 2) bzw. allgemein n-
Linearform (Multilinearform) wurde im Paragraphen 8.6 erklirt.
Es handelt sich um eine Abbildung M von n Vektorrdumen in den
zugrunde liegenden Korper, M: V) x --- x V,, — K, die linear in jedem
Argument ist.

Mit diesen Vorbereitungen kann nun definiert werden, was unter
einem Tensor zu verstehen ist.

Definition 9.2.2

Gegeben sei ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V
mit Dualraum V*. Die Elemente der Menge TF(V') der
Multilinearformen M,

M:VXVX- - XxVXV*XV"x-..x V5K,

q mal D mal

heifsen g-fach kovariante und p-fach kontravariante Ten-
soren tiber V. Dabei setzt man T = K.

Bemerkung. Die Begriffe kovariant und kontravariant wurden bereits
ausfiihrlich diskutiert.
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Tensoren erster Stufe sind oben angesprochen, es soll nun gezeigt
werden, wie man mit Hilfe des Tensorproduktes Tensoren hdoherer
Stufe produzieren kann.

Dazu bezeichnen U und V' zwei Vektorrdume iiber einem Korper K.
Jedes feste u € U kann als Linearform auf U* interpretiert werden (wie
das bereits bei Spaltenvektoren geschehen ist). Die Vorschrift lautet:

w(u®) :=u*(u) fur alle v € U".

Man beachte, dass die rechte Seite wohl definiert ist. Analoges gilt
natiirlich auch fiir jedes feste v € V.

Schlielich wird u ® v: U* x V* — K definiert als
(u@v)(u",v") =u(uv(v*) firalle u* e U, v e V".

Die Gesamtheit aller endlichen Summen von Termen dieser Form
heifit das Tensorprodukt U @ V', U ® V' besteht aus Bilinearformen auf
U* x V*.

Bemerkung. Analog wird U; ® Uy ® - - - ® U, definiert.

Beispiel. Es sei U = R™, V = (R™)* und die kanonische Basis des
R™ sei als Grundlage fixiert. Dann kann u € R™ als Spaltenvektor
geschrieben werden, v’ € (R™)* wird als Zeilenvektor interpretiert. Es
ist

uy
E(XT) = ( X1 ... Ty ) : fiir alle x’ € (R™)* .
U'm
Analog ist
Y1
XT(X) = ( Ul ... Um ) : fiir alle y € (R™)")" =R™.

Ym
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Es ist also

uev (xy) = ( 1

~ (s

~ (a
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( Ui (A
Tm ) : ( V1 ... Upy ) :

\ um ym

uy U1

T, ) : ( V1 ... Up )

i Um i Ym

U1V1 ... ULUm 0N

")

UpU1 - -+ UmUmn, Ym

Auf diese Art wird der Tensor u ® v! zweiter Stufe fiir eine fixierte
Basis als Matrix dargestellt. (Ubung: Wie wird der Tensor im Sinne
von Definition 9.2.2 bezeichnet?)

An dieser Stelle soll die (teils heuristische) Diskussion von Tensoren

abgeschlossen werden.
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Teil 111

Analysis von Funktionen einer
Veridnderlichen
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Kapitel 10

Stetige Funktionen

Im dritten Teil der Vorlesung geht es (wie der Titel schon sagt) um
die Analysis (die Infinitesimalrechnung, die Differential- und Inte-
gralrechnung) von Funktionen einer Verédnderlichen. Da jedoch im
Paragraphen 10.1 die Diskussion von Funktionen mehrerer Verdnder-
lichen ohne groflen Mehraufwand in die Betrachtungen eingeschlossen
werden kann, wird dieser Fall mit abgedeckt.

Teil III schliefit sich in zweierlei Hinsicht an das Kapitel 9 iiber li-
neare Abbildungen an. Zu Einen sind lineare Abbildungen besonders
einfache Beispiele stetiger oder differenzierbarer Funktionen. Zum An-
deren ist die Ableitung oder das Differential einer Funktion als lineare
Abbildung zu interpretieren, die die Funktion in geeigneter Weise ap-
proximiert.

10.1 Stetige Funktionen in mehreren Verinderli-
chen (Lipschitz-stetige Funktionen; Grenzwert von Funktionen; De-
finition der Stetigkeit; Rechenregeln fiir stetige Funktionen; Stetigkeit

und Kompaktheit)

Unter einer reellwertigen stetigen Funktion abhéngig von einer Va-
riablen stellt man sich iiblicherweise eine Funktion vor, deren Graph
“ohne Absetzen des Stiftes” gezeichnet werden kann, so wie z.B. in
Abbildung 10.1 angedeutet.

Auch die Betragsfunktion erfiillt dieses heuristische Kriterium und
ist eine stetige Funktion (vgl. Abbildung 10.2).

219
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Abbildung 10.1: Der Graph einer stetigen Funktion.

0,59

Abbildung 10.2: Der Graph der Betragsfunktion.

Abbildung 10.3: Der Graph einer unstetigen Funktion mit Sprungstellen.

Eine typische unstetige Funktion hat Sprungstellen, so wie es in
Abbildung 10.3 angedeutet ist.

Analog sieht die Situation bei Funktionen f: R — R" aus. Hier
ist jedoch zu beachten, dass sich eine Funktion in einer Richtung
stetig, in einer anderen Richtung aber unstetig verhalten kann. In
den Abbildungen 10.4, 10.5 und 10.6 sind Graphen von reellwertigen
Funktionen zweier Verdnderlicher dargestellt. Im Falle n > 3 versagt
natiirlich die zeichnerische Interpretation.
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Abbildung 10.5: Der Graph der Betragsfunktion f: R? — R.

Die begrenzte Tragweite des heuristischen Stetigkeitsbegriffes er-
kennt man beispielsweise anhand der Funktion f(z) = x cos(1/z). Wie
soll hier die Stetigkeit verifiziert bzw. falsifiziert (vgl. die Abbildungen
10.7 und 10.8) werden?

Bemerkungen.

i) Vorurteil: Alle in der Natur bzw. in den Anwendungen vorkom-
menden Funktionen sind sowieso “gutartig”. Funktionen wie in den
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Abbildung 10.6: Der Graph einer unstetigen Funktion f: R* — R (stetig in einer
Richtung).

Abbildungen 10.7 und 10.8 angedeutet sind reine mathematische
Konstrukte und physikalisch irrelevant.

i1) Die in 7) formulierte Aussage ist falsch! In der Natur treten durch-
aus “singuldre Phidnomene” auf. Beispielsweise Riss- oder Lochbil-
dungen in Werkstoffen unter Belastung oder bei Erwédrmung . ...

i1i) Gerade die Untersuchung solcher Singularitéiten ist auch eine we-
sentliche Aufgabe in den Materialwissenschaften.

iv) Wie Abbildung 10.9 zeigt, sind z.B. bei Phaseniibergéingen in
elastischen Festkorpern sogenannte Mikrostrukturen zu beobach-
ten. Es handelt sich hier ganz offensichtlich nicht um “glatte”
Strukturen. Ahnlich zu Abbildung 10.6 erkennt man in gewisse
Richtungen reguldre Strukturen, in andere Richtungen beobachtet
man Spriinge.

Die Betragsfunktion hat zwar eine “Knickstelle”, sie hat aber noch
eine sehr gute Eigenschaft, die durch den Begriff der Lipschitz-Stetigkeit
(vgl. Ubungen) charakterisiert ist: Die Differenz des Abstandes der
Bilder zweier Punkte ist durch den Abstand der Urbilder abgeschétzt.
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Abbildung 10.8: Ist diese Funktion stetig?

Ist f: R — R gegeben durch f(z) = |z|, so folgt fiir alle x, y € R
nach der Dreiecksungleichung

[f(@) = f)l = llz] = [yl <[z =yl

Bei einer Sprungfunktion gibt es keine Chance, eine analoge
Abschétzung fiir alle x, y € R zu erhalten (warum?).

Bemerkung. Fine Lipschitz-Bedingung wird eine wesentliche Rolle
bei der Diskussion gewohnlicher Differentialgleichungen spielen.

Genauer als bisher erldutert ist die Idee des Stetigkeitsbegriffes:
“Kleine” Anderungen im Argument sollten bei einer stetigen (einer
“kontinuierlichen”) Funktion nur “kleine” Anderungen im Funktions-
wert bewirken, so wie es bei Lipschitz-stetigen Funktionen in besonders
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Abbildung 10.9: Mikrostrukturen (aus [Mii]).
kontrollierter Weise der Fall ist.

Zur Prézisierung dieser Idee muss zunéchst der Grenzwert einer
Funktion eingefithrt werden (bisher wurden nur Grenzwerte von Folgen
diskutiert). Dazu sei an den Begriff Haufungspunkt aus Definition
6.4.3 erinnert:

Per definitionem liegt in jeder Umgebung eines Haufungspunktes
x(0) einer Menge U C R ein Punkt von U, der von x(*) verschieden
ist. Es existiert also eine Folge {x®}, x®) # x(0 x®) ¢ U fiir alle
k € N, mit limy,_,, x* = x(® (Ubung).

Damit wird definiert (vgl. auch Satz 10.1.1):

Definition 10.1.1

Es sei x9 ein Haufungspunkt der Definitionsmenge U C
R™ einer Abbildung f: U — R"™. Man schreibt

lim f(x)=a,

x—x(0)
wenn es zu jedem € > 0 ein d(e) > 0 gibt, sodass gilt

xeU, x#x9, [x—x"1 <6 = |fx) —all<e.

Bezeichnung: f hat an der Stelle x© den Grenzwert a.
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Bemerkungen und Beispiele.

i) Hier bezeichnet || - || die Euklidische Norm im R bzw. R" (den
Betrag im Fall m =1 bzw. n = 1).

i1) Ebenso wie in Kapitel 4 folgt: Falls ein Grenzwert existiert, so ist
er eindeutig.

i71) Fiir Funktionen f: C — R oder f: C — C ist die Grenzwertdefi-
nition identisch, ebenso wie die nachfolgenden Betrachtungen zur
Stetigkeit. Deshalb wird dieser Fall nicht gesondert diskutiert.

iv) Betrachtet sei wieder die Funktion f: R — R, f(x) = |z| fiir alle
z € R. Um die Existenz eines Grenzwertes im Punkt z(® = 0
zu untersuchen, wird zu gegebenem € > 0 beispielsweise §(g) = ¢
gewdhlt. Aus der Lipschitz-Stetigkeit folgt unmittelbar, dass f an
der Stelle (%) = 0 den Grenzwert 0 hat (vgl. Abbildung 10.10).

]

€

Abbildung 10.10: Der Grenzwertbegriff fiir die Betragsfunktion im Nullpunkt.

v) Natiirlich kann ¢ auch kleiner gewahlt werden.

vi) Es sei f: R — R mit f(x) = 22 fiir alle 2 € R und es sei (%) = 0.
Fiir beliebiges, fixiertes ¢ > 0 wird 0 = /¢ gewihlt und es folgt
fiir alle 7 € R,  # 0, mit |z — 20| < §:

[f(z) =0l = [f(2)| = |2*| < 6" =€,

f hat an der Stelle (¥ = 0 den Grenzwert 0.
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vii) f muss an der Stelle x(¥) nicht definiert zu sein.
viii) Es sei U = R? — {0} und f: U — R sei gegeben durch
2.2
_ 1T
f(x) x% i x% :
In diesem Beispiel ist f im Punkt {0} nicht definiert.

Der Punkt 0 ist aber Hiufungspunkt von U (warum?) und zu e > 0
wihle man z.B. § = \/e. Es folgt fiir x € R*, x # 0, ||x]| < ¢:

l’%l’% HxH4 — HxHQ < 52 — ¢
zi + 3| = [z ’

If(x) =0l =|f(x)] =

f hat an der Stelle x(¥) = 0 den Grenzwert 0 (der Graph der
Funktion ist in Abbildung 10.11 dargestellt).

Abbildung 10.11: Im Nullpunkt existiert der Grenzwert in diesem Beispiel.

Der Grenzwert von Funktionen kann #quivalent iiber Folgen ein-
gefiithrt werden:
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Satz 10.1.1
Mit den Bezeichnungen aus Definition 10.1.1 gilt:

Ii =a
e f(x)=a
1st genau dann richtig, wenn fiir jede Folge {5(’“)} von
Punkten x¥) € U — {x9} mit x* — xO fiir b — oo
qgilt
lim f(x*)=a.

k—o0

Bemerkungen und Beispiele.

i) Mit Satz 10.1.1 kénnen die bekannten Rechenregeln fiir Folgen
ausgenutzt werden (vgl. Satz 4.1.4).

i1) Es reicht nicht aus, nur spezielle Folgen zu betrachten.

i11) Man betrachte die Sprungfunktion (vgl. Abbildung 10.12) f: R —

R,

0 fir x <0,

flz) =

1 fir >0.
Dann haben gegen 0 konvergente Folgen mit negativen Gliedern
konstant den Funktionswert 0, nicht-negative hingegen konstant
den Funktionswert 1.

Der Grenzwert in 0 existiert nicht. Es ist aber moglich, einen ein-
seitigen Grenzwert zu definieren (siche Ubungen).

iv) Es sei f: R — R gegeben durch

Fa) = sin(1/x) fir «#0,
0 fir =0.

Dann betrachte man einerseits die Folge {z)} mit x; = 1/kn fiir
alle k € N, andererseits betrachte man die Folge {Z;} mit &) =
2/((4k + 1)7) fir alle £ € N. Wie sehen die Grenzwerte dieser
Folgen aus?
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Abbildung 10.12: Eine Sprungfunktion.

v) Im Fall m > 1 kann sich f z.B. auf den Koordinatenachsen (aus
allen moglichen Richtungen) unterschiedlich verhalten.

Es sei etwa U = R? — {0} und f: U — R sei gegeben durch

2 _ 2
_ 11— T
f(x) = x% n $% :
Es ist x(¥) = 0 Haufungspunkt von U. Fiir eine Folge {x*)} der
)
Form x(*) ( ! K} 331 ) £ 0, gilt
khm fx®)y=1.

- 1t fiir o 0 0 0
Dahingegen gilt fiir eine Folge x'*/ der Form x"/ = w |
T
w2 0,2 £0
lim f(x®)=—-1.
k—o0
f an der Stelle x(¥ = 0 keinen Grenzwert. Das Verhalten der

Funktion ist in Abbildung 10.13 angedeutet.

Der Grenzwertbegriff fithrt zur folgenden Definition der Stetigkeit.



Kapitel 10. Stetige Funktionen 229

w.m
”o‘o%’o’o% X

\

W\
8&}\&
\\ \

Abbildung 10.13: Im Nullpunkt existiert der Grenzwert in diesem Beispiel nicht.

Definition 10.1.2

Es sei x\V € U ein Héiufungspunkt der Definitionsmenge
U C R™ einer Abbildung f: U — R". Dann heifit f stetig
im Punkt x0, wenn gilt

lim f(x) = f(x") .

x—x(0)

Die Abbildung f heifst stetig, wenn sie fiir alle x € U
stetig 15t.

Bemerkungen und Beispiele.

i) Stetigkeit ist eine lokale Eigenschaft, die in jedem Punkt x(*) € U
zu untersuchen ist.

i1) Konstante Abbildungen und die Identitét sind stetig.

i77) Man betrachte die Koordinatenprojektion f: R™ — R, f(x) = z;
fiir ein festes 1 < 57 < m. Ist ¢ > 0 gegeben, so wihle man § = ¢
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und erhalt fiir alle x € R™, x # x©, mit |x — x| <6 =«
0
£ = fE)] = foy — o < x - x| <&,
die Funktion ist somit stetig.

iv) Die Funktion f: R — R,

0 fir z#1,
fx) =
1 fir x=1,

ist im Punkt z(®) = 1 nicht stetig (vgl. Abbildung 10.14). Es gilt
namlich

lim f(x) =0#1= f(1).

rz—1

(@)

1 x

Abbildung 10.14: Diese Funktion ist im Punkt z = 1 nicht stetig.

v) Es sei g: R? — R gegeben durch

2,.2

fleQ fir x=#£0,
Q(X): .CC1+ZU2

0 fir x=0.

Wie bereits oben gezeigt, ist g stetig in 0.

vi) Es sei h: R?> — R gegeben durch

L1T2
x3 + 23

h(x) = 2
0 fir x=0.



Kapitel 10. Stetige Funktionen 231

Betrachtet man gegen x(*) = 0 konvergente Folgen entlang der ;-
Achse und langs der Winkelhalbierenden x9 = x1, so erkennt man,
dass diese Funktion nicht stetig in 0 ist (vgl. die Abbildungen 10.15
und 10.16).

)

Abbildung 10.15: Unterschiedliches Verhalten der Funktion aus verschiedenen Rich-
tungen.

Abbildung 10.16: Im Nullpunkt ist diese Funktion nicht stetig.

h

vii) Die Abbildung f = : ist genau dann in x() stetig, wenn die

fm
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reellwertigen Funktionen fi, fo, ..., fim stetig in x(¥) sind (vgl. Ka-
pitel 6.3). Zu untersuchen ist in diesem Fall, ob alle Komponen-
tenfunktionen stetig sind.

X
viii) Demnach ist die Abbildung f: R?> — R, f(x) = 9(x) . g, h
h(x)

wie in den beiden letzten Beispielen, nicht stetig in 0.

Rechenregeln fiir stetige Funktionen?

Die folgenden Rechenregeln ergeben sich aus den bekannten Regeln fiir
konvergente Folgen und sind wichtig, um die Stetigkeit einer Funktion
evtl. auf die Stetigkeit bekannter Funktionen zuriickfithren zu kénnen.

Beispielsweise ist die Stetigkeit von Polynomen eine unmittelbare

Konsequenz (siehe nachfolgende Beispiele).

Satz 10.1.2
Mt stetigen f: U C R™ — R" und g: U C R — R"
sind auch die folgenden Abbildungen stetig:

f+g und cf (ceR).

Satz 10.1.3

Sind f, g: U C R™ — R reellwertige, stetige Funktionen,
so ist die Funktion f - g iberall und die Funktion 5 an
allen Stellen, in denen g nicht den Wert 0 annimmt,
stetiq.

Beispiele.

i) Da die konstante Funktion und die Funktion f: R — R, f(x) =
x, stetig sind, sind nach Satz 10.1.2 und nach Satz 10.1.3 alle
Polynome einer Verédnderlichen stetig.
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i1) Polynome p: R™ — R vom Grad < n in mehreren Verdnderlichen
sind von der Form

m
p(x) = E akl,...kmﬂi'lfl . .:Uﬁﬂbm mit E ki<n.
kl,...,km ’L:1

Da die Koordinatenprojektionen stetig sind, sind auch Polynome
in mehreren Verédnderlichen stetig.

Auch die Verkettung stetiger Funktionen bereitet keine Probleme:
Satz 10.1.4

Es sei f eine stetige Abbildung aus dem R™ in den RP
und g eine stetige Abbildung aus dem RP in den R", die
verkettet werden kénnen. Dann ist auch die Abbildung
h=go f aus dem R™ in den R" stetigq.

Zu den wichtigsten Aufgaben bei der Analyse reellwertiger Funktio-
nen gehort die Suche nach Maxima bzw. Minima (bei vektorwertigen
Funktionen kann der Begriff Maximum bzw. Minimum nicht definiert
werden).

Hier hilft die Stetigkeit einer Funktion allein nicht weiter. Man
betrachte etwa die Funktion f: (0,00) — R, f(x) = 1/x. Diese
Funktion ist auf (0,00) stetig, nimmt jedoch weder ein Maximum
noch ein Minimum an. Auf diese Problematik wurde bereits mehrfach
hingewiesen (siehe etwa Abbildung 3.1).

Die Existenz von Maxima bzw. Minima ergibt sich erst aus dem
Zusammenspiel von Stetigkeit und Kompaktheit.

Satz 10.1.5

i) Ist die Definitionsmenge einer stetigen Abbildung f:
U C R"™ — R" kompakt, so ist auch die Bildmenge
kompakt.
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it) Ist insbesondere f: U C R™ — R (skalarer Fuall)
stetig und U kompakt, so nimmt die Funktion f in U
thr absolutes Mazimum und thr absolutes Minimum
an, d.h. es gibt Punkte x), xV) € U, sodass fir alle
x e U gilt

FEO) < f(x) < FEY) .

Beweis von 4i). O.E. sei hier der Fall U = [a,b] C R betrachtet, den
allgemeinen Fall zeigt man mit identischen Argumenten. Es sei

s:=sup{f(x): a <z <b}.

Dieses s existiert, wenn der “Wert +00” zugelassen wird.
Nach der Definition von s existiert eine Folge {z®}, a < 2®) < b
fiir alle £ € N, mit
fa) "= s (+)
Der Satz von Bolzano-Weierstrafl (Satz 4.1.8) liefert weiter eine kon-
vergente Teilfolge {#*/)} und ein 29 € [a, b] mit

k) T2 .(0) ()

Natiirlich bleibt die Konvergenz (*) beim Ubergang zu der Teilfolge
erhalten.
Andererseits ist f nach Voraussetzung stetig und aus () ergibt sich

£k J=oo (20) .

Es ist gezeigt

s = (@) = max f(@).

in der Tat ist s also endlich und f nimmt sein Maximum in z(?) an. Die
Annahme des Minimums folgt ebenso. [

Bemerkung. Die erste Aussage des Satzes 10.1.5 impliziert insbeson-
dere die Beschranktheit stetiger Funktionen auf einem Kompaktum.
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Anhand der Funktion f(x) = 1/z ldsst sich auch der Begriff der
gleichméafigen Stetigkeit erklaren.

Man betrachte die Funktion auf dem Intervall [a, b] mit a > 0. Des-
weiteren betrachte man einen Punkt 2(%) € [a,b], in dem die Stetigkeit
von f untersucht werden soll. Es ist fiir alle = € [a, b]

0

2% — 2

2

1 1 |2 — g <
‘ ’ oz a
Zu gegebenem ¢ > 0 ist § also kleiner oder gleich ea? zu wihlen, um

die Stetigkeit nachzuweisen.

Auf dem Intervall (0, b) hingegen muss 0 zusétzlich in Abhéngigkeit
von z(¥ gewihlt werden, 6 = (e, z(?)), wobei bei festem ¢ > 0 gilt
6(g,2©) — 0, falls (0 — 0.

Zu gegebenem e > 0 kann nicht fiir alle (9 € (0,b] das gleiche §
gewihlt werden, d.h. die Funktion ist auf [a, b] gleichméfig stetig, nicht
aber auf (0, 0]

Definition 10.1.3

Fine Abbildung f: U C R™ — R" heifit gleichmdf$ig
stetig, wenn es zu jedem € > 0 ewn o0 > 0 g¢ibt derart,
dass fiir alle x, y € U mit ||x —y|| <0 gilt:

[f(x)—fYll<e.

Wie im obigen Beispiel ist auch i.A. richtig:

Satz 10.1.6

Jede auf einer kompakten Menge U C R™ definierte ste-
tige Funktion ist gleichmdffig stetiq.
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10.2 Stetige Funktionen einer Variablen (Stetigkeit
von Potenzreihen; Umkehrfunktion einer stetigen, streng monotonen

Funktion; Zwischenwertsatz)

Es bezeichne nun / C R stets cin verallgemeinertes Intervall!

In Kapitel 5 und Kapitel 7 wurden die Exponentialfunktion und die
trigonometrischen Funktionen als Potenzreihen eingefiihrt. In diesem
Paragraphen soll zunéchst gezeigt werden, dass auf diese Weise stetige
Funktionen definiert wurden.

Zur Diskussion von Potenzreihen muss vorausgeschickt werden (Ste-
tigkeit in Randpunkten ist immer einseitig zu interpretieren):

Satz 10.2.1

Es sei {fu} eine gleichmdfig konvergente Folge stetiger
Funktionen f,: I — R. Dann hat diese Folge eine stetige
Grenzfunktion f: I — R.

Beweis. Es seien zy € I und € > 0 fixiert. Nach der Dreiecksungleichung
gilt fiir alle x € I und fiir alle n € N

[f (@) = flzo)| < |f(2) = fu(@)| + [fu(@) = fulzo)| + | fulzo) — f(0)] -

Gleichméfige Konvergenz der Funktionenfolge bedeutet aber

lim ||f, — fllec = lim Su([]) | fu(z) — f(z)] =0.
n—oo n—oo rc
Ist also € = ¢/3 gegeben, so existiert ein N = N(£) € N mit
sup |fn(z) — f(z)| < €= % fiir alle n > N .

zel

Ein solches n sei nun fixiert. Dann gilt fiir alle z € 1
€ €
3 und | f(xo) — f(xo)] < = .

(@) = ful)] < :

'Ein uneigentliches Intervall ist von der Form (a, ), [a,00), (—o0,b), (—00,b], (—00,00). Ein
Intervall heifit verallgemeinertes Intervall, wenn es entweder ein Intervall oder ein uneigentliches
Intervall ist.
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Zudem ist die Funktion f,, nach Voraussetzung stetig in xy, d.h. zu
£ existiert ein § > 0, sodass fiir alle z € I mit |z — x| < §

£

ale) = fulw)] < €=

Insgesamt folgt fiir alle z € I mit |x — x| < d:
[f(z) = flzo)| <

und die Stetigkeit der Grenzfunktion ist bewiesen. ]

Bemerkung. Anhand der Funktionenfolge {f,}, fu.(z) = (1 — 2)"/?
fir —1 < 2 < 1 und fiir alle n € N erkennt man, dass die Voraus-
setzung der gleichméfigen Konvergenz in Satz 10.2.1 nicht weggelassen
werden kann. Die Folge konvergiert namlich punktweise (aber nicht
gleichméafig) gegen die unstetige Funktion

1 fir x=0,
flx) =
0 fir 0<|z|<1.

Analog zu Satz 10.2.1 gilt fiir Funktionenreihen

Satz 10.2.2

Betrachtet sei eine auf I gleichmdf$ig konvergente Funk-
tionenreihe Y-, fr, wobei alle Glieder fi: I — R stetig
seien. Dann ist die Grenzfunktion s =~ fi. ebenfalls
stetig auf 1.

Korollar 10.2.1

Die Exponentialfunktion wund die trigonometrischen
Funktionen sind stetig auf ganz R.
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Bemerkung. Ebenso sieht man die Stetigkeit der komplexen Expo-
nentialfunktion und der komplexen trigonometrischen Funktionen ein.

An dieser Stelle schliefit sich die Aussage an, dass die Exponential-
funktion eine bijektive Abbildung auf (0, c0) ist, so wie es in Abschnitt
5.3 schon behauptet wurde. Es gilt ndmlich

Satz 10.2.3
FEine stetige, streng monotone Funktion f: I — R be-

sitzt eine stetige, streng monotone Umkehrfunktion =1,

definiert auf dem verallgemeinerten Intervall f(I).

Bemerkung. Ist f nicht auf einem (verallgemeinerten) Intervall
definiert, so ist die Aussage des Satzes im Allgemeinen nicht mehr
richtig (Ubungsaufgabe als Beispiel).

Der Beweis von Satz 10.2.3 basiert auf dem Zwischenwertsatz:
Satz 10.2.4
Ist f: R D [a,b] — R stetig, so nimmt f jeden Wert
zwischen f(a) und f(b) an, d.h.: Aus f(a) < & < f(b)
folgt, dass ein xy € (a,b) ezistiert mit f(xg) = &.

Bemerkung.

i) Der Beweis folgt recht leicht z.B. aus einer geeigneten Intervall-
schachtelung und der Stetigkeit von f.

i1) Es kann natiirlich verschiedene Punkte xy mit obiger Eigenschaft
geben. Im zweiten Beispiel aus Abbildung 10.17 stehen 3 M6glich-
keiten zur Wahl von zy zur Verfiigung.

i1i) Ebenso konnen Werte auBerhalb des Intervalls [f(a), f(b)]
(0.E. f(a) < f(b)) angenommen werden (vgl. wieder Abbildung
10.17).

iv) Ohne die Voraussetzung der Stetigkeit kann kein Zwischenwert-
satz gelten (siehe Abbildung 10.18).
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Abbildung 10.17: Zum Zwischenwertsatz.

Abbildung 10.18: Die Stetigkeit muss im Zwischenwertsatz vorausgesetzt werden.
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Kapitel 11

Differentialrechnung in einer
Veridnderlichen

11.1 Differenzierbarkeit von Funktionen einer
Veranderlichen (Differenzenquotient; Ableitung; Produkt-
Quotientenregel; Kettenregel; Ableitung der Umkehrfunktion; glied-

weises Differenzieren von Potenzreihen; h6here Ableitungen; die Klas-

se CF(I))

Der néchste Schritt zu einer infinitesimalen Analyse von Funktionen
(hier einer Veranderlichen) ist die Untersuchung von Differenzierbar-
keitseigenschaften einer Funktion.

Anschaulich gesprochen fallen Funktionen mit einer “Knickstelle”
wie die Betragsfunktion aus der Klasse der differenzierbaren Funktio-
nen heraus (zur Erinnerung: Die Betragsfunktion hat vom Standpunkt
der Stetigkeit aus gesehen als Lipschitz-stetige Funktion noch beson-
ders schone Eigenschaften).

Die Differential- und Intergralrechnung der heutigen Form geht
auf Newton (ab 1665/66) und Leibniz (ab 1672) zuriick. Der enge
Zusammenhang zwischen diesen beiden Disziplinen wird im néchsten
Kapitel deutlich werden.

Hier wird zunéchst der Begriff der Ableitung einer Funktion ein-
gefiihrt. Anschaulich gibt es zwei unterschiedliche Interpretationen des
Ableitungsbegriffes.

241



242 Kapitel 11. Differentialrechnung in einer Verdnderlichen

Die geometrische Interpretation betrachtet in einem festen Punkt xg
die Tangente an den Graphen von f(z) ((affin) lineare Approximation
von f(z)). Die Ableitung entspricht dann der Steigung dieser Tangente
(vgl. Abbildung 11.1).

/

Abbildung 11.1: Zur geometrischen Interpretation der Ableitung.

Bei der kinematischen Interpretation betrachtet man etwa die Bewe-
gung eines Massenpuntes im dreidimensionalen Raum in Abhéngigkeit
von der Zeit. Beschrieben wird diese Bewegung durch eine Kurve im
R3, das ist eine Abbildung v: R D I — R3, wobei I ein (Zeit-) In-
tervall bezeichne. Die Ableitung entspricht in diesem Fall genau dem
Geschwindigkeitssvektor des Massenpunktes zu einem gegebenen Zeit-

punkt ¢y (vgl. Abbildung 11.2).

R Y(to)

v(to)

to

Abbildung 11.2: Zur kinematischen Interpretation der Ableitung.
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Zur prazisen Einfiihrung des Ableitungsbegriffes werden im Folgen-
den stets Funktionen f: I — R betrachtet, wobei I C R wieder ein
(verallgemeinertes) Intervall bezeichnet. Kurven im R", d.h. Funktio-
nen f: I — R" kénnen vollig analog komponentenweise untersucht
werden.

Definition 11.1.1
Es sei | eine Funktion von I nach R und es set xy € [

ewn innerer Punkt.
i) Ist x € I, x # xg, so heifit der Quotient
f(x) = f(=@o)

r — Xy

Differenzenquotient von f bzgl. der Punkte x und x.

it) Die Funktion f heifit differenzierbar im Punkt x,
wenn der Grenzwert

x) — f(x
@) = fla)
r—r) T — X
existiert. Der Grenzwert heifit die Ableitung oder der
Differentialquotient von f bei xy und wird mit

df df
/
f'(xg) oder _dx(xo) oder Aoy

bezeichnet.

iit) Ist f differenzierbar in jedem Punkt xo € I, so heifst
f differenzierbar auf I. In diesem Fall kann man die
Funktion betrachten, die jedem Punkt x € I die Ab-
leitung von [ an dieser Stelle zuordnet: f': I — R,
I >z — f'(x). Diese Funktion heifst die Ableitung
von f. Notation auch: %f.
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Bemerkungen.

i) Geometrisch entspricht der Differenzenquotient der Steigung der
Sekante durch die Punkte (x, f(x)) und (x¢, f(20)), gegeben durch

ﬂ@—f@@w

r — %o —SC()).

s(y) = f(xo) +

Die Ableitung ist als Grenzwert der Sekantensteigungen die Stei-
gung der Tangente an den Graphen von f im Punkt (zg, f(x0))
(vgl. Abbildung 11.3). Die Tangente ist gegeben durch die affin-
lineare Funktion

t(x) = f(xo) + f'(wo)(z — x0) -

()

/ :

Abbildung 11.3: Die Sekantensteigungen gehen in die Steigung der Tangenten iiber.

i1) Kinematisch entspricht der Differenzenquotient der Durch-
schnittsgeschwindigkeit im Zeitraum zwischen zy und z. Der
Grenzwert gibt die Momentangeschwindigkeit zum Zeitpunkt x.

iii) Wie die Stetigkeit ist die Differenzierbarkeit eine lokale Eigen-
schaft der Funktion f.

iv) Diese Definition kann nicht auf Funktionen mehrerer Verénder-
licher iibertragen werden, man kann nicht “durch einen Vektor
teilen”.
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v) Notation: Eine hidufige Schreibweise ist

i L @0+ 1) — flzo)
h—0 h

vi) Wieder konnen die einseitigen Grenzwerte

flag) = lm f(xi — f;o(xo) ,
oy e f(@) = f(wo)
fzy) = xlfg) T — 2

betrachtet werden. Diese heiflen (falls existent) die rechtsseitige
bzw. die linksseitige Ableitung.

vii) Alle folgenden Differenzierbarkeitsaussagen beziehen sich, wenn
es nicht explizit anders erwdhnt wird, auf innere Punkte von I. In
Randpunkten miissen einseitige Grenzwerte untersucht werden.

Beipiele.

i) Eine konstante Funktion ist iiberall differenzierbar mit Ableitung
0.

i1) Es sei f(z) = x fiir alle x € R. Der Differenzenquotient fiir fixier-

tes xq ist
r — 2
=1

T — Xp ’

die Funktion ist in jedem Punkt differenzierbar mit Ableitung 1.
iti) Es sei f(z) = |z| und zo = 0. Fiir die Folge {x,} = {1/n} gilt

f(x,) — f(z0) _ (1/n) =0 1

Fiir die Folge {Z,} = {—1/n} gilt hingegen

(@) = flwo) _ (/M) =0 _ |
Lfin—l'o (—1/71) —0 7

die Funktion ist in xy = 0 nicht differenzierbar.

Das letzte Beispiel belegt, dass aus der Stetigkeit nicht die Differen-
zierbarkeit folgt. Wie sieht das umgekehrt aus?
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Satz 11.1.1
Es set f: I — R im Punkt xo € I differenzierbar. Dann
st die Funktion f in xg auch stetig. Mit anderen Worten:

Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit.

Beweis. Es sei {x,,} eine Folge aus I, z,, # xy, mit x,, — xg fiir n — oo.
Zu zeigen ist:

fl@a) "= f(x0) - (*)

Nach Voraussetzung ist f in x( differenzierbar, dies bedeutet

Tpn — X
Aus den Rechenregeln fiir Folgen (Satz 4.1.4) ergiebt sich
f(xn) — f(xO)

f(xn) - f($0) - (xn - SL’()) = f/<$0) 0=0 )
Tn — To
also genau die Behauptung (x) und der Satz ist bewiesen. O]

Rechenregeln fiir differenzierbare Funktionen?
Satz 11.1.2

Sind f, g: I — R differenzierbare Funktionen, so sind
auch cf, c € R, f+ g und fg auf I differenzierbar und
es qult:

1) (ef) = cf’;
) (f+9) =F+4;
i11) Produktregel: (fg) = f'g + fq'.

)

1

w) Quotientenregel:

AV R /' (@o)g(@o) — f(20)g'(wo)
(g) @0
falls g(xg) # 0 in xy € 1.

9
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Beweis. Zum Beweis wird hier exemplarisch die Produktregel betrach-
tet: Um die Information der Differenzierbarkeit von f und g auszunut-
zen, werden wie iiblich Terme eingefiigt und wieder abgezogen. Es ist
fiir z, zy € I:

f(x)g(x) — f(x0)g(x0)

 F@)g(e) — Feo)gle) + Fagla) — Fan)glan)
T — Xy
= DTGy gy 2T =9

TS0 (x0)g(wo) + flxo)g (wo) -

Das ist gerade die Behauptung. Zu beachten ist in der letzten Zeile,
dass aus Satz 11.1.1 die Stetigkeit von f bzw. g in x( folgt. ]

Aus Satz 11.1.2 folgt die Differenzierbarkeit von Polynomen. Fiir
deren Ableitung gilt

Satz 11.1.3
Fiir alle k € Z folgt (falls x # 0 fir k <0)
d
Exk = k.flfk_l .

Beweis. Fir k € Ny wird der Beweis mittels vollsténdiger Induktion
gefiihrt.

Induktionsanfang: Fiir &k = 0 und £ = 1 ist die Aussage bereits
verifiziert.

Induktionsschluss: Es sei nun angenommen, dass die Aussage fiir ein
k € N richtig sei. Dann folgt aus der Produktregel nach der Indukti-
onsannahme

d o d 4 k-1 k k
o7 g (x"x) = k" x +x (k+1)2",
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die Aussage gilt somit auch fiir £ + 1 und die Behauptung ist fiir alle
k € Ny bewiesen.

Fiir negative k € 7Z folgt die Behauptung aus der Quotientenregel.
]

Wie sieht die Ableitung einer Wurzelfunktion aus?

Es sei f(z) = /z fiir x > 0 und x¢ > 0 fixiert. Fiir |h| hinreichend klein
gilt

A - ey

V(R TE RV TR+ )
h \/xo—i—h—f‘\/l'—o

1
 Vro+ h+ To
o 1
H

2/To
Die Funktion ist demnach in alle Punkten zy > 0 differenzierbar mit
Ableitung 1/(2/x0).

Im Punkt zg = 0 ist die Wurzelfunktion aber nicht differenzierbar:
Die Tangentensteigungen werden fiir beliebig kleine x beliebig gro8.

In Verallgemeinerung des Beispiels gilt
Satz 11.1.4
Ist « € R und x > 0, so ist die Funktion f(z) = x“
differenzierbar und es gilt

d

Az

Um die Klasse der bekannten differenzierbaren Funktionen nochmals
zu erweitern, fehlt insbesondere
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Satz 11.1.5 (Kettenregel)

Sind Iy und Iy zwei (verallgemeinerte) Intervalle, ist die
Komposition go f bei xy € I1 definiert und sind f: I; —
R, g: I, — R, differenzierbar (f bei xq und g bei f(x)),
so ist go f wn xg differenzierbar mit

(g0 f) (o) = g'(f(x0)) f (o) -

Beispiel. Fiir alle z € R sei h(z) = V1 + 2% Esist h = go f mit
9(y) = /y und f(z) =1+ 2. Die Kettenregel gibt

W(z) = ¢(f(2))f (z)

Bemerkung. Im “Leibnizkalkiil” schreibt man formal fiir die Ablei-
tung der Funktion z(y(z)):

dz  dz dy

de dy dz’

d.h. formal kiirzt sich dy heraus. Diese Notation wird jedoch im Fol-
genden nicht verwendet.

Kann iiber die Ableitung einer Umkehrfunktion etwas gesagt

werden”?

Dazu sei f: [ — f(I) bijektiv und differenzierbar, die Umkehrfunktion
sei mit f~! bezeichnet. Weiterhin sei fiir x € I f'(z) # 0 und f!
differenzierbar. Es gilt nach Definition der Umkehrfunktion

fH(f(@) =2
Leitet man diese Gleichung mit Hilfe der Kettenregel ab, so ergibt sich

(f ) (f@)f (@) =1,
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und damit

Satz 11.1.6

Die Funktion y = f(x) sei bijektiv und differenzierbar
mit f'(x) # 0. Dann ist

F @) = — :

Flx)  FUF)

Beispiel. Fiir x > 0 sei die Funktion f(z) = 22 betrachtet. Die Um-
kehrfunktion f~! ist die Wurzelfunktion und Satz 11.1.6 liefert

d 1 1
Yy =—Vy= = .
U6 = Vi = 5 = 5
Das die bekannte Ableitungsregel fiir die Wurzelfunktion, wobei {ibli-
cherweise die unabhéngige Variable wieder mit z bezeichnet wird.

Was ist mit der Exponentialfunktion und den trigonometri-

schen Funktionen?

Es wird analog zur Diskussion im letzten Paragraphen vorgegangen
und Satz 11.1.7 vorweggeschickt.

Satz 11.1.7

Es sei I = |a,b] C R und alle unten auftretenden Ablei-
tungen der Funktionenfolgen mogen existieren.

i) Sind die Folgen {g,} und {g.} auf I gleichmdfsig
konvergent und bezeichnet g den Grenzwert der Folge
{gn}, so ist auch g differenzierbar und es gilt

lim g, =¢ .

n—aoo
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it) Man betrachte die Reihe Y .-, fr, wobei s(x) =
> oo fe(x) (zumindest fir ein x € 1) existiere
und die Reihe der Ableitungen > -, fi. gleichmdifig
auf I konvergiere. Dann konvergiert auch die Reihe
> oo fr gleichmafig auf I mit Grenzwert s(x) und
es gilt (gliedweises Differenzieren)

> h@)| =) filw)
k=0 k=0

Beispiele.

i) Fir die Exponentialfunktion sind die Voraussetzungen aus Satz
11.1.7 leicht mit den bereits bekannten Ergebnissen zu verifizieren
(Ubungsaufgabe) und fiir alle z € R folgt

d 1 =1 =1
T o) = [Z@ k] 5%/? = 2 gk

k=0
= E = E —a) = exp(z) .
— 41
kzl 7=0

i1) Der Logarithmus ist als die Umkehrfunktion der Exponentialfunk-
tion definiert. Satz 11.1.6 zeigt fiir alle y > O:

d 1
" T )
1 1

exp(ln(y))  y’
wieder lautet die iibliche Schreibweise

d 1
In'(z) = d—ln(x) =— fluralle x>0.

T i
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i11) Fiir fixiertes a > 0 und fiir alle x € R ist die Funktion f(z) = a”
definiert als

f(z) = exp(aIn(a)) .
Mit Hilfe der Kettenregel folgt
f'(z) = exp(zIn(a)) In(a) = a” In(a) .
Analog wird die Funktion 2% abgeleitet (Ubungsaufgabe).
Bemerkung. Wie im Fall der Exponentialfunktion werden die Ablei-

tungen von sin, cos, sinh und cosh berechnet (Ubungsaufgabe).

Ist eine Funktion f: I — R auf ganz [ differenzierbar, so ist die
Funktion f’ wieder eine Funktion von I nach R und kann selbst auf
Differenzierbarkeit untersucht werden.

Definition 11.1.2 (hohere Ableitungen)

i) Es sei f: I — R differenzierbar mit Ableitung f' auf
I. Ist f" selbst wieder differenzierbar, so heifst

(@) = (@) = [f'@)] = — f(a)

dx?
die zweite Ableitung der Funktion f(x).
i1) Induktiv wird definiert: Ist f auf I (n — 1)-mal dif-

ferenzierbar, und existiert die Ableitung von f(”_l),

so heifst

f(n) — [f("_l)(x)]’ _. dxnf(x)

die n-te Ableitung der Funktion f.

ii1) Fine Funktion f: I — R heif$t von der Klasse C*(I),
falls f k-mal differenzierbar ist und die Ableitung f*
ewne stetige Funktion 1st.
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Bemerkungen und Beispiele.

i) C°(I) bezeichnet die Klasse der auf I stetigen Funktionen.

i1) Nicht alle auf I differenzierbaren Funktionen sind von der Klas-
se C1(I). Dies belegen Beispiele wie 2?sin(1/z), die zwar iiberall
differenzierbar sind, deren Ableitungen aber nicht stetig sind.

i1i) Es sei f(z) = v/1+ 22. Dann ist (siche oben)

d x d 1
" _ — — (1 2\—3
1 3 1
= (— 5)(1 +2%) 2202 + (1 4+ 2%) 2
B 1
(L+a?)2

11.2 Lokale Extrema, Satz von Rolle, Mittel-
wertsatze (notwendige und hinreichende Bedingungen fiir lokale
Extrema; Satz von Rolle; Ableitung und Monotonie; konvexe und kon-

kave Funktionen; Regeln von I’Hospital)

In diesem Paragraphen wird zunéchst eine notwendige Bedingung dafiir
angegeben, dass eine Funktion f: I — R ein lokales Extremum an-
nimmt. Wie im letzten Paragraphen ist I C R dabei stets ein (verall-
gemeinertes) Intervall.

Definition 11.2.1

FEine Funktion f: I — R hat an der Stelle xo € I ein
lokales Minimum (lokales Maximum), falls es ein r > 0

gibt mat
flzg) < f(x) (lok. Min.) bzw. f(x¢) > f(x) (lok. Mazx.)

fir alle x € I N (zg —r,z0 + 7). Gilt jeweils die strikte
Ungleichung, so spricht man von einem strengen lokalen

Minimum (Maximum).
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Bemerkungen.

i) Wie Abbildung 11.4 zeigt, ist ein lokales Minimum (Maximum)
nicht zu verwechseln mit einem globalen Minimum (Maximum).

()

a T 1 b
Abbildung 11.4: Ein lokales Minimum (Maximum) muss kein globales Minimum (Ma-

ximum) sein: Im Punkt zy hat f ein lokales Maximum, im Punkt z; ein lokales Mi-
nimum, in beiden Punkten liegt kein globales Extremum vor.

i1) Lokale Minima oder lokale Maxima werden auch (lokale) Extrema
genannt.

Satz 11.2.1

Die Funktion f: I — R habe in einem inneren Punkt
xo € I ein lokales Extremum und sei dort differenzierbar.
Dann qilt

f/(.T()) = O .

Beweis. Es sei z( ein lokaler Minimierer von f (Maximierer analog)
und es sei xg ein innerer Punkt von /. Dann existiert ein 4 > 0 mit
(5130—5,330—|—5) cl.

Aus der Eigenschaft “lokaler Minimierer” folgt

f(wo+h)— f(xg) 20
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fiir alle h mit 0 < |h| < 0, wobei § evtl. zu verkleinern ist. D.h.

f(wo +h) — f(xo)
h

fzo+h) — f(xo)
h

Dabei hat sich in der zweiten Zeile das Vorzeichen vertauscht, weil die

Abschétzung f(xg + h) — f(x¢) > 0 durch die negative Zahl h geteilt
wurde.

Aus der ersten Zeile und der Differenzierbarkeit von f folgt aber

f(xg) > 0, aus der zweiten f’(z¢) < 0, und wie behauptet ist f’'(zq) =

0. ]

>0 firalle 0<h<d,

<0 firalle —9<h<0.

Bemerkungen.

i) Anschaulich besagt der Satz, dass in einem lokalen Extremum
die Tangente an den Graphen von f die Steigung 0 haben muss,
d.h. die Tangente ist horizontal (vgl. Abbildung 11.5).

()

a b

Abbildung 11.5: Die Tangente in einem lokalen Extremum.

it) Aus f'(zg) = 0 folgt jedoch nicht, dass in z; ein lokales Extremum
vorliegt (vgl. Abbildung 11.6). Ein konkretes Beispiel ist die Funk-
tion f(x) = 2* im Punkt zy = 0. Punkte mit f’(xy) = 0 heiflen
stationédre oder kritische Punkte.

iti) Bei der Suche nach einem globalen Extremum einer differenzier-
baren Funktion werden zunéchst alle kritischen Punkte ermittelt.

Deren Funktionswerte sowie die Funktionswerte in den Randpunk-
ten werden anschlieflend verglichen.
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/()

a b

Abbildung 11.6: Kein lokales Extremum trotz horizontaler Tangente.

Ist f nicht {iberall differenzierbar, so miissen die Punkte, in denen
f nicht differenzierbar ist, gesondert betrachtet werden, wie das
Beispiel der Betragsfunktion zeigt. Diese nimmt im Nullpunkt ihr
absolutes Minimum an, wo sie aber nicht differenzierbar ist.

Beispiel. Betrachtet sei die Funktion f: [-2,2] — R, f(z) = (1 —2?%)2.
Es ist
f/(33’> - _41’1(1 o JI2) )

stationdre Punkte sind 1 = —1, x9 = 0 und x3 = 1. Es gilt

flz) =0, flz)=1, f(z3)=0.

Hier liegen in der Tat lokale Extrema vor: Ist ndmlich x € [—1, 1], so
ist f(x) < 1= f(z3), in x5 nimmt die Funktion ein lokales Maximum
an.

Ahnlich sieht man, dass die Funktion in x; und z3 jeweils ein lokales
Minimum annimmt.

Bei der Suche nach absoluten (d.h. globalen) Extrema miissen die
obigen Funktionswerte mit den Werten von f in den Randpunkten,

verglichen werden: In z; und x3 hat f ein globales Minimum, in x5 hat
f jedoch kein globales Maximum, die globalen Maxima werden in den
Randpunkten realisiert (vgl. Abbildung 11.7).

Aus der Diskussion von Extremwerten ergibt sich direkt
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Abbildung 11.7: Die Funktion f(z) = (1 — z%)? in [-2,2].

Satz 11.2.2 (Satz von Rolle)*

Es sei f:|a,b] — R stetig und differenzierbar auf (a,b).
Ist f(a) = f(b), so existiert ein xy € (a,b) mit f'(zg) = 0.

Beweis. Nach Satz 10.1.5 | ii), nimmt die stetige Funktion f auf dem
Kompaktum [a, b] sowohl ein (globales) Maximum M als auch ein Mi-
nimum m an.

Im Fall m = M ist die Funktion konstant und es gilt f" = 0.

Nun zum Fall m < M: In diesem Fall kann wegen f(a) = f(b)
hochstens einer dieser Werte in einem Randpunkt angenommen werden.
In (a,b) wird also entweder das absolute Maximum oder das absolute
Minimum (oder beides) angenommen. Nach Satz 11.2.1 verschwindet
dort die Ableitung von f. ]

Der Satz von Rolle ist wesentlich fiir den Beweis der folgenden
Mittelwertsatze.

Der erste sagt beispielsweise aus, dass im Intervall (a,b) ein Punkt
xp existiert, in dem die Tangente an den Graphen von f die gleiche Stei-
gung hat wie die Sekante durch (a, f(a)) und (b, f(b)) (vgl. Abbildung
11.8).

M. Rolle, 1652-1719; Paris.
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Abbildung 11.8: Zum Mittelwertsatz.

Satz 11.2.3
Die Funktionen f, g: la,b] — R seien stetig und auf (a,b)
differenzierbar.

i) Mittelwertsatz: Dann ezistiert ein xq in (a,b) mit

f(b) — fla)
b—a

f'(zo) =

i1) Verallgemeinerter Mittelwertsatz: Ist ¢'(x) # 0 fiir
alle € (a,b), so ezistiert ein xq € (a,b) mit

f'(xo) _ f(b) — f(a)

g'(xo)  g(b) —gla)

Eine erste wichtige Konsequenz ist

Korollar 11.2.1
Es sei f wie in Satz 11.2.5.

i) Ist f' =0 fir alle x € (a,b), so ist f konstant.

it) Esist f'(x) > 0 fir alle x € (a,b) genau dann, wenn
f monoton wachsend auf |a,b] ist (analog: “< und
monoton fallend”).
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iti) Ist f'(x) > 0 fir alle x € (a,b), so ist f streng
monoton wachsend auf |a,b] (analog: “< und streng
monoton fallend”)

Beweis. Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus dem Mittelwertsatz
(sieche Ubungen). O

Der Mittelwertsatz liefert aber auch eine Charakterisierung zweier
wichtiger Funktionenklassen: Konvexe und konkave Funktionen.

Die geometrische Vorstellung ist dabei, dass der Graph konvexer
(konkaver) Funktionen stets oberhalb (unterhalb) seiner Tangenten
liegt (vgl. Abbildung 11.9)

e f@)

I
a

a b

Abbildung 11.9: Der Graph einer konvexen (konkaven) Funktion liegt oberhalb (un-
terhalb) seiner Tangenten.

Entsprechend liegt die Sekante durch die Punkte (a, f(a)) und
(b, f(b)) bei einer konvexen Funktion im Intervall (a,b) oberhalb
des Graphen, bei einer konkaven Funktion unterhalb (vgl. Abbildung
11.10).
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/(@) f(@)
soT 7 foT
flart o}
Ia Ib * Ia Ib *

Abbildung 11.10: Die Sekante liegt in (a,b) bei einer konvexen (konkaven) Funktion
oberhalb (unterhalb) des Graphen.

Definition 11.2.2

i) Eine Funktion f: I — R heifit konvex, falls fiir alle
x, y € I und fir alle A € (0,1) gilt

fz+(1=Ny) <Af(x)+ (1 =N f(y) .

it) Fine Funktion f: I — R heifst konkav, falls fiir alle
x, y € I und fiir alle A € (0,1) gilt

fOz+ (1 =XNy) > M)+ (1= N)f(y) .

iii) Bei streng konvexen bzw. streng konkaven Funktio-
nen gelten die strikten Ungleichungen.

Fiir Funktion der Klasse C? gilt
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Satz 11.2.4
Es sei f: I — R von der Klasse C*(I).

i) Ist f"(x) > 0 fiir alle x € I, so ist f streng konver.
it) Ist f"(x) < O fir alle x € I, so ist f streng konkav.

Beispiele.
i) Die Funktion f: R — R, f(x) = 22, ist streng konvex.

i1) Die Funktion f, f(z) = In(x) fiir > 0, ist streng konkav.

Fiir eine differenzierbare konvexe Funktion f: I — R zeigt man leicht
(dies bedeutet gerade, dass der Graph einer differenzierbaren konvexen
Funktion oberhalb seiner Tangenten liegt)

fly) > fx)+ fl(2)(y —x) fiirallex, yel.

Ist x € I zusétzlich ein kritischer Punkt von f, so ist f/(x) = 0 und
fiir alle y € I folgt

fly) > f(x) .

In x ist ein (lokales) Minimum gefunden: Ist eine Funktion in der Nihe
eines kritischen Punktes konvex (konkav), so liegt ein lokales Minimum
(Maximum) vor. Dies wird als hinreichende Bedingung fiir lokale Ex-
trema festgehalten in:

Satz 11.2.5

Es sei f: I — R eine Funktion der Klasse C? und xy € [
sei ein innerer Punkt von I mit f'(zg) = 0.

i) Ist f"(xg) > 0, so hat f in xy ein strenges lokales
Minimum.

it) Ist f"(xg) < 0, so hat f in xy ein strenges lokales
Mazimum.
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Bemerkung. Der Satz macht keine Aussage iiber den Fall f”(z) = 0.

Beispiel. Im oben diskutierten Beispiel f(z) = (1 — 2?)? ist
f(x) =122 — 4,

in den Punkten z; = —1, x3 = 1 liegen also tatséchlich (strenge) lokale
Minima vor, in z9 = 0 ein (strenges) lokales Maximum (vgl. Abbildung

11.7).

Bemerkung. Charakteristisch fiir eine Funktion sind auch Wende-
punkte: Eine Funktion f: I — R hat in einem inneren Punkt z( einen
Wendepunkt, wenn die Funktion in einer Umgebung von x( auf einer
Seite konvex ist, auf der anderen konkav. Es geht also eine Linkskurve
in eine Rechtskurve iiber (oder umgekehrt, vgl. Abbildung 11.11).

Ist f von der Klasse C3, so gilt in einem Wendepunkt immer
f"(xg) = 0, ist umgekehrt f”(xy) = 0 und f"(z¢) # 0, so ist z( ein
Wendepunkt.

()

Ve

Zo

Abbildung 11.11: Ein Wendepunkt.

Eine Folgerung aus dem zweiten Mittelwertsatz ist schliefSlich, dass
Grenzwerte von Quotienten berechnet werden konnen, die sich nicht
aus den bisher bekannten Regeln erschlieflen: Beispielsweise kann
sin(x
lim ()

x—0 X

berechnet werden mit Hilfe von
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Satz 11.2.6 (Regeln von I’Hospital)

Es seien f, g: I — R differenzierbar und xq sei ein inne-
rer Punkt aus I. Ist f(xg) = g(x¢) = 0 und ist g'(zq) # 0
fiir x # xy, so qult

f(z)

/
lim ——= = lim f/(x) :
v g(x)  amw g'(x)

falls der zweite Grenzwert existiert.

Beweisidee. Wie bereits erwahnt folgt der Satz aus dem verallgemei-
nerten Mittelwertsatz. L]

Bemerkungen und Beispiele.

i) Es ist
sin(x) cos(r) 1

lim = lim
z—0 T x—0
i1) Die Regel kann auch mehrfach hintereinander angewandt werden,
so gilt
cos(z) 1

= lim = lim = —
2 T—T x r—zy 2 2

1 — cos(x) sin(z)

lim
T—To a

ii1) Eine analoge Aussage gilt auch fiir Grenzwerte “r — oo”, falls f
und ¢ im Unendlichen gegen Null konvergieren, z.B.

V1+2—1
lim [\/z(z+1)—2] = lim *—F—

r—00 r—00 l
x

= |lim
T

= lim ! :1.
g 14l 2
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iv) Ebenso gelten die Regeln fiir Grenzwerte der Form x — x, f(x),
g(x) — +oo. Wie iiberall sind dabei auch einseitige Grenzwerte

zugelassen:
1
In(z =
lim xIn(z) = lim S ) = lim % = lim (—2) =
z—0*t z—0*t p z—0t — z—0t

11.3 Numerische Differentiation (Extrapolation zum Limes

h — 0; zentraler Differenzenquotient)

In diesem Paragaphen wird kurz aufgezeigt, wie mit Hilfe der Po-
lynominterpolation (vgl. Kapitel 3.2) Ableitungen auch numerisch
berechnet werden koénnen.

Die Grundidee ist eine Extrapolation zum Limes h — 0.

Die allgemeine Aufgabenstellung lautet: Gegeben sei eine Funktion
g: (0,b) — R, b > 0, wobei fiir 0 < h < b die Funktion g explizit
ausgewertet werden konne. Zudem sei g als stetige Funktion in den
Nullpunkt fortsetzbar. Gesucht ist eine numerische Naherung fiir

Jim g(h) =: g(0) .

Beispiele.
i) Man approximiere numerisch

. cosh(h) —1
im —————
h—0t  sinh(h)

i1) Fiir eine differenzierbare Funktion f: I — R setzt man in einem
fixierten inneren Punkt xy € I

gty o= LT =10

Gesucht ist hier eine Ndaherung fiir den Grenzwert des Differenzen-
quotienten, d.h. fiir die Ableitung von f in x.
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Lo6sungsidee.

i) Zunéchst werden die Werte g(h;), i = 0,...,n fiir geeignete Stiitz-
stellen hg > hy > --- > h, > 0 und fiir geeignetes n € N (nicht zu
grof}) berechnet.

i1) Man l6se die Interpolationsaufgabe von Lagrange (vgl. Kapitel
3.2) zu diesen Daten, d.h. betrachtet sei das eindeutig bestimmte
Interpolationpolynom vom Grad n durch die Punkte (hg, g(ho)),

oy (s g(T)).

iii) Ist die Giite der Approximation hinreichend gut, so sollte p,(0)
eine gute Ndherungslosung fiir g(0) sein.

Beispiele.
i) Gesucht ist eine N#herung fiir

h3/2
lim

h—0+ sin(h) -

Bekanntlich ist dieser Grenzwert 0. Die Rechnung liefert

hi 1/8 1/16 1/32 1/64
122/ sin(h;)

0.35447578 | 0.25016283 | 0.17680547 | 0.12500509

Anstatt den Wert 0.12500509 als Néherung zu wéhlen, legt man
durch die berechneten Werte das Interpolationspolynom vom Grad
3, wie es in der Abbildung 11.12 rot angedeutet ist. Der exakte
Verlauf ist blau gekennzeichnet, eine recht gute Ubereinstimmung
ist zu erkennen.

Fiir p3(0) ergibt sich der Wert 0.05938205, der zwar nicht um
Groflenordnungen aber doch deutlich ndher bei der 0 liegt. Dieses
Beispiel (wie auch das néichste) wurde mit “Maple” ausgewertet.

i1) Mit den gleichen Stiitzstellen wie oben soll

lim cosh(h) — 1 _

—F—— =0
h—0+  sinh(h)
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0,35
0,3
0,25
0,2
0,15
0,1

0,05:
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Abbildung 11.12: Extrapolation von h%/2/sin(h) im Limes h — 0.

nidherungsweise berechnet werden. Die Daten lauten:

h; 1/8 1/16 1/32 1/64

% 0.06241875 [ 0.03123983 | 0.01562373 | 0.00781235
Die Extrapolation zum Limes h — 0 liefert in diesem Fall
p3(0) = 3.638 - 107%, die Approximation ist also tatsiichlich
deutlich besser als der Wert 0.00781235. In Abbildung 11.13 kann
der Unterschied zwischen dem Approximationspolynom und der
exakten Losung nicht mehr aufgelost werden (es sind tatséchlich
beide Funktionsverlaufe eingetragen).

Natiirlich approximiert das Interpolationspolynom die Funktion
nur in der Ndhe des Ursprungs so gut. Zur Illustration dieser
Tatsache sind die Verlaufe von Interpolationspolynom und exakter
Losung in Abbildung 11.14 in einem gréferen Bereich dargestellt.
Diese Abweichungen fiir grofie h sind fiir die gegebene Fragestel-
lung jedoch irrelevant.

Zur numerischen Differentiaton einer C'-Funktion f: I — R kann

wie oben angemerkt der Differenzenquotient g(h) = (f(xo + h) —
f(x0))/h in einem fixiertern (inneren) Punkt zy € I herangezogen wer-

den.



Kapitel 11. Differentialrechnung in einer Verédnderlichen 267

0,06
0,05
0,04
0,03
0,02

0,01

Abbildung 11.13: Extrapolation von (cosh(h) — 1)/sinh(h) im Limes h — 0.

-2,5

Abbildung 11.14: Interpolation und exakte Losung in einem grofleren Bereich.

Die Extrapolation zum Limes h — 0 soll einen Néherungswert fiir
die Ableitung von f im Punkt x( liefern. Aber:

Beobachtung. Betrachtet sei der zentrale Differenzenquotient

f(zo+h) — f(zo — h)
2h '
Es konvergiert d(h) im Limes h — 0 ebenfalls gegen f'(z() (Beweis?).
Der wesentliche Vorteil im Hinblick auf diesen Paragraphen ist nun,
dass der zentrale Differenzenquotient ein gerade Funktion in A ist, es
gilt

d(h) =

f($0+(—h))—f($o—(—h))_f($0+h)—f($o—h).

—2h 2h
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Dies legt die Idee nahe, mit geraden Polynomen, d.h. mit Polynomen
in Abh#ingigkeit von h? zu approximieren.

Beispiel. Es sei f(z) = sin(x). Mittels des zentralen Differenzenquoti-
enten soll eine Naherung fiir f/(0) = 1 berechnet werden.
Der zentrale Differenzenquotient von f in 0 lautet

sin(h) —sin(—h)  sin(h)
2h - h

Obwohl in den Differenzenquotienten das Argument h einzusetzen

ist, handelt es sich tatséichlich um eine Funktion von h?. (Beispiel: Ist

YP(h) = h3, so ist ¥(h)/h = h?, also ¢(h)/h = g(h?) mit g(z) = z.)

6(h) = = g(h?) .

Es sei jetzt hg = 1/8, hy = 1/16, hy = 1/32. Zu berechnen ist als
N#herungswert fiir sin’(0) das Interpolationspolynom der Ordnung
2 von g zu den Stiitzstellen h?, i = 0, 1, 2. Dies ist an der Stelle 0
auzuwerten. Der Algorithmus von Neville (vgl. Kapitel 3.2) liefert die
in Tabelle 11.1 angegebenen Werte. Man erkennt deutlich die Giite der
berechneten Approximation.

hi g(hi) =sin(hi)/h; | k=1 k=2

(1/8)2 | poo(0) = 0.997397867 | po1(0) = 0.999999491 | py»(0) = 1.000000001
(1/16)2 | p11(0) = 0.999349085 | py 2(0) = 0.999999969

(1/32)2 | p22(0) = 0.999837248

Tabelle 11.1: Numerische Differentiation nach dem Algorithmus von Neville.

Weitere Beispiele werden in den Ubungen besprochen.
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Eindimensionale Integration

12.1 Das bestimmte (Riemannsche) Integral (zerle-
gung; Feinheit; Riemannsche Zwischensumme; Untersumme; Ober-
summe; Verfeinerung; Unterintegral; Oberintegral; Riemann inte-
grierbare Funktionen; Integrabilititskriterien; Rechenregeln fiir inte-
grierbare Funktionen; stiickweise stetige Funktionen; Integration auf
Teilintervallen; Mittelwertsatz der Integralrechnung; orientiertes Rie-

mannsches Integral; Flicheninhalt)

Hier sei stets [ = [a,b] und f: I — R eine beschriankte Funktion.

Idee zur Einfiihrung des bestimmten Integrals. Das bestimmte
Integral fab f(z) dz ist der Flacheninhalt der vom Graphen von f und
der x-Achse eingeschlossenen Punktmenge F', so wie es in Abbildung
12.1 angedeutet ist.

Problem. Das Problem bei dieser suggestiven Vorstellung ist aber:
Wie ist der Flacheninhalt iiberhaupt definiert, wenn es sich nicht um
ein elementargeometrisches Objekt handelt?

Vorgehensweise. In der Tat sieht die Vorgehensweise wie folgt aus:
i) Man definiere zunéchst das bestimmte Integral.

i1) Mit Hilfe des bestimmten Integrals konnen Fldcheninhalte defi-
niert werden.

i1i) Dabei soll “einfachen” geometrischen Objekten (Rechtecken,

269
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a b

Abbildung 12.1: Zur suggestiven Vorstellung des bestimmten Integrals.

Dreiecken etc.) der Flicheninhalt zugeordnet werden, der mit der
Elementargeometrie konsistent ist.

iv) Um dies zu erreichen, approximiert man bei der Definition des In-
tegrals die Menge F' mit Rechtecken, denen elementargeometrisch
ein Flacheninhalt zugeordnet werden kann.

v) Schlieflich ist zu untersuchen, ob zum Grenzwert iibergegangen
werden kann.

Konkret wird definiert:

Definition 12.1.1 1!

i) Eine Zerleqgung Z des Intervalls I = [a,b] in Teil-
intervalle I;, j =1, ..., n, der Linge |I;| ist eine
Menge von Punkten

Z:{a:x0<x1<x2<~-<xn:b}.

Hierbei ist I; .= |xj_1, 2], Azv; = x; —x;1 = |[j],
j=1, ..., n, und

A(Z) .= max{Axy,...,Azx,}

heifst die Feinheit der Zerleqgung Z.

!B. Riemann, 1826-1866; Gottingen.
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it) Fir alle 7 =1, ..., n, set § € I; gewdhlt. Setzt
man & = (&1,...,&,), so heifit

Sz(f) = S2(f,€) = D_ F(&)As;

eine Riemannsche Zwischensumme. Dabei sei f:
I — R eine beschrinkte Funktion.

iii) Ist fir j=1, ..., n

m; = inf{f(z): v €},
m; = sup{f(z): z € [;},
so heifit

Sz(f) = Z m;Ax;
j=1

die Untersumme,
gg(f) = ijij
j=1

die Obersumme von f zur Zerleqgung Z.

Bemerkung. Nach Definition gilt fiir jede Zerlegung Z und fiir jedes
¢ wie in Definition 12.1.1

Sz(f) <Sz(f,€) <Sz(f) .
Definition 12.1.2

Fine Zerlequng Z* von I heifst Verfeinerung der Zerle-
gung Z von I (Z C Z*), falls alle Teilpunkte von Z auch
Teilpunkte von Z* sind.
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a b

Abbildung 12.2: Eine Untersumme von f.

()

.

a b

Abbildung 12.3: Eine Obersumme von f.

Ubung.
i) Ist Z2 C Z*, so folgt

Sz(f) < Sz.(f) < Sz(f) < Sz(f) -
i1) Fiir zwei beliebige Zerlegungen Z;, Z5 von [ gilt
Sg,(f) < Sz(f) -

iii) Fiir jede Zerlegung Z von [ ist
[I]inf f < Sz(f) < Sz(f) < [ sup f .

Mit diesen Voriiberlegungen kann sinnvoll definiert werden
(warum?):
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Definition 12.1.3

Ist f: I =la,b] — R beschrinkt, so sind das Unterinte-
gral Z und das Oberintegral T definiert als

Z(f) = sup{Sz(f): Z ist Zerlegung von I} ,
Z(f) = inf{Sz(f): Z ist Zerlegung von I} .
Die Funktion heifit (Riemann) integrierbar auf I, falls
qgilt

b
L) =T() =T = [ fla)do = | f(o) da.

Bemerkungen.

i) Fiir eine beliebige Zerlegung Z von I gilt
Sz(f) SZ(f) < I(f) < Sz(f) -

i1) Die Klasse der auf I integrierbaren Funktionen wird mit R([)
bezeichnet.

ii1) Es heifit f; f(x) dz das bestimmte Integral von f zwischen den
Grenzen a und b.

Beispiele.

i) Es sei f(z) = ¢ = konstant auf [a,b]. Es folgt fiir jede Zerlegung
Z von [

n

Sz(f) =) cAzj=c(b—a) = Sz(f).

J=1

Somit ist f auf [a, b] integrierbar mit

/abcdx:c(b—a).
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i1) Essei I =[0,1] und f(z) = z auf I. Zu n € N betrachte man die

Zerlegung
1 2
z, = {0,—,—,...,1}.
n'n

Fiir die Ober- bzw. Untersummen gilt

so(n = DI - Dy

j=1 =1
- —_—- - = — — — — =
n? 2 2  2n 2
— 1 1 -1
Sz.(f) = 545 — 5-

Um daraus tatséchlich die Integrierbarkeit von f auf I mit

1
1
/xdx:—
0 2

zu folgern, wird das erste Kriterium zitiert aus

Satz 12.1.1 (Integrabilititskriterien)
Fiir eine beschrdankte Funktion f: I — R gilt

i

Zu jedem € > 0 gibt es eine

feRU) & < Zerlegung Z von I mit
\ Sz(f) —Sz(f) <e.

(
Zu jedem € > 0 existiert ein 6 > 0

fERU) & § derart, dass Sz(f) — Sz(f) < € fiir

jede Zerlegung Z von I mit A(Z) < 4.
\
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Bemerkung. Aus dem zweiten Integrabilitatskriterium folgt: Ist f in-
tegrierbar auf I, so konvergiert jede Folge Riemannscher Zwischensum-
men gegen Z(f), sofern die Feinheit der Zerlegungsfolge gegen Null
konvergiert.

Weitere integrierbare Funktionen?

Satz 12.1.2
Es seien f, g € R(I) und o, B € R. Dann gilt:

i) af + Bg € R(I) mit
I(af + Bg) = oZ(f) + BL(g) -

it) fg € R(I).

wt) |f] € R(I), wober | f|(z) = |f(x)].

i) Ist |g| > c fir eine Konstante ¢ > 0, so ist auch
/g € R(I).

v) Ist fir alle x € I die Ungleichung f(x) < g(x) rich-
tig, so folgt

Z(f) <Z(g) -
vi) |Z(f)] < Z(|f]).

Beweis. Der Beweis folgt leicht aus der Definition des Riemannschen
Intergals. ]

Aus Satz 12.1.2 folgt insbesondere die Integrierbarkeit von Polyno-
men auf [a,b]. Die Frage nach weiteren bekannten Funktionenklassen
in R(I) beantwortet
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Satz 12.1.3
Fiir eine beschrankte Funktion f: |a,b] — R gilt:

i) Ist f monoton, so folgt f € R(I).
it) Ist f stetig, so folgt f € R(I).

iii) Ist f stickweise stetig (vgl. Definition 12.1.4), so
folgt f € R(I).

Definition 12.1.4

Fine Funktion f:[a,b] — R heifit stiickweise stetig, wenn
es eine Zerlegung Z = {a = 9 < x1 < --- < x,, = b}
gibt, sodass f in jedem Teilintervall (z;—1,x;), j = 1,
.., m, stetig ist und die einseitigen Grenzwerte f(a™),

f07), f(x)), f(@7), 5=1, ..., n—1, existieren.

Abbildung 12.4: Eine stiickweise stetige Funktion.

Integration auf Teilintervallen?
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Satz 12.1.4
Es sei f € R(I).

i) Dann ist f auch auf jedem Teilintervall I' C I in-
tegrierbar.

it) Ist I in endlich viele Teilintervalle Iy, I, ..., I,

zerlegt, die hochstens Randpunkte gemeinsam haben,

so gilt )
/]f(x) dz = ;/]jf(x) dz .

Wie in der Differentialrechnung gibt es auch einen Mittelwertsatz
der Integralrechnung. Er folgt aus dem Zwischenwertsatz fiir stetige
Funktionen.

Satz 12.1.5

Es sei f stetig auf I = |a,b] und es sei p € R(I) mit
p(x) >0 fir alle x € I. Dann gibt es ein & € (a,b) mit

[ 1@ = 1@ [ bty ar.

Bemerkung. Wie lautet der Spezialfall p = 1 und wie ist dieser
geometrisch zu interpretieren?

Den Abschluss dieses Abschnittes bilden zwei Bemerkungen zum
orientierten Riemannschen Integral und zum eingangs diskutierten
Flacheninhalt.
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Bemerkungen.

i) Das orientierte Riemannsche Integral ist wie folgt definiert: Ist
f € R(I) und sind «, § zwei beliebige Punkte aus [a, b], so wird
gesetzt (mit I’ = [a, 8], falls o < 3, I” = [3, o], falls § < «)

B
f(x)dx := flz)dx, falls a<f;
o I
B
flx)dz = — | f(z)dx, falls a>(;
a I
&
f(x)dx = 0, falls a=0.

i1) Ist f stetig auf I = [a,b], sind o, f € I, a < § und ist f(x) > 0
fiir alle a < x < 3, so ist

A = [ ) a
positiv und als der Flacheninhalt der ebenen Menge
Fla,f)={xeR*: a <z <, 0<xs < f(x1)}
definiert (vgl. Abbildung 12.1).
12.2 Der Hauptsatz der Differential- und Inter-
gralrechnung (Stammfunktion; unbestimmtes Integral)

Die Idee des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung sei hier
anhand eines einfachen Beispiels erldutert: Man betrachte fiir x > 0 die
Funktion f(x) = az, a > 0, den Flidcheninhalt (xy > 0)

Azo) = / f(z) da
0
und ebenso fiir h > 0

ro+h
A(xg+h) = /o f(z) dz .
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Untersucht werden soll die relative Anderung “AA/Az”, d.h. ge-
sucht ist der Differenzenquotient von A an der Stelle x,

%[/Oxﬁhf(x) d:c—/oxof(x) dx] :

f(z)

A(zo)

Zo $0+h

Abbildung 12.5: Zum Haupsatz der Differential- und Integralrechnung.

Die Differenz A(zg + h) — A(zg) setzt sich zusammen aus dem
Flacheninhalt des in Abbildung 12.5 blau gekennzeichneten Rechtecks
R und dem des roten Dreiecks D. Der Flacheninhalt von R ist axgh,
der von D ist ah?/2. Es ergibt sich

% [/Oxo+h F(2) do — /Oxo f() daZ] _ %{amoh + O[Thz}

oy arg = f(xo) .

Die Ableitung des Flicheninhalts A(zy) nach z( entspricht dem
Funktionswert f(x).

Prézise sieht die Situation wie folgt aus:

Definition 12.2.1

Es seien F, f:[a,b] — R. Ist F' differenzierbar auf |a, b]
und gilt F'(x) = f(x) fir alle x € |a,b], so heifit F' eine
Stammfunktion von f.
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Bemerkungen.

i) Wie iiblich ist in den Randpunkten des Intervalls einseitige Diffe-
renzierbarkeit gemeint.

i1) Mit F sind auch alle Funktionen Fo = F'(z) 4+ C, C € R, Stamm-
funktionen von f.

ii1) Die Differenz zweier Stammfunktionen ist konstant.

Satz 12.2.1 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)

FEs sei f: I = |a,b] — R eine stetige Funktion. Dann gilt:
i) Die Funktion

F(z) = / ") dt

ist eine Stammfunktion von f(x).

i) Ist F(z) € CY(I) eine Stammfunktion von f(z), so
gilt

b
| 10 &t =Fo) - Flo) = [F@)] = F@,

Beweis.

Ad i). Zu h # 0, z, x + h € [a, b] betrachtet man den Differenzen-
quotienten

ApF(x) ::%[F(erh)—F(a:)} : F(m)z/mf(t) dt .

Zu zeigen ist fiir das fixierte x:

h—0

ApF(z) = f(x) .
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In der Tat gilt

x+h
MF(r) = o / £(t) dt |

f@) =5 [ swar.

In der zweiten Gleichnung ist zu beachten, dass f(x) fur fixiertes x eine
Konstante ist und bzgl. der Integrationsvariablen ¢ integriert wird. Es
folgt

x-+h
IALF(z) — f(z)] < ﬁ / (f(t) = f(x)) dt
< ﬁlh\sup{lf(t)—f(x)\:
t€la,b], |z —1t < ||}
h:>O 07

wobei im letzten Schritt die Stetigkeit von f auf [a,b] ausgenutzt
wurde. Damit ist der erste Teil des Satzes gezeigt.

Ad ii). Da die Differenz zweier Stammfunktionen konstant ist, ist
nach i) jede Stammfunktion /' von f von der Form

F(x):/xf(t)dtJrC, CeR.

Insbesondere ist

F(b) = /bf(t) dt +C

F(a) = /af(t)dtJrC - C,
d.h. b b
F(b)—F(a):/f(t)dt+C—C:/f(t)dt,

und der Hauptsatz ist bewiesen. ]
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Bemerkungen.

i) Die Gesamtheit aller Stammfunktionen einer stetigen Funktion f
heifit das unbestimmte Integral der Funktion f. Notation:

{F : F ist Stammfunktion von f} =: /f(x) de =: F(z)+ C .

i1) Das Aufsuchen einer Stammfunktion wird als Integration von f
bezeichnet. Nach dem Hauptsatz macht die Differentiation die In-
tegration wieder riickgangig.

Beispiele. Eine Tabelle zur Integration bekannter Funktionen wird in
den Ubungen besprochen. Als ein einfaches Beispiel sei hier die Funk-
tion f(x) = x", n € N, betrachtet. Diese hat eine Stammfunktion

woraus folgt

/b " dr = 1 [bn—H o an+1]
a n+1 '

12.3 Int egrat ionstechniken (partielle Integration; Substitution;

Partialbruchzerlegung)

In diesem Paragraphen werden einige Integrationstechniken angespro-
chen, die die Integration in konkreten Féllen ermoglichen.

I. Einfache Integrationstechniken. Es seien f, g stetig auf [a,b].
Dann gilt (auf [a, b])

/cf(x)dx = c/f(a:)dx, ceR;

[t@+g@yde = [ 1@ dr+ [gle)ars

/

F()
o) @

= In(|f(x)|) + C, falls f keine Nullstellen hat ,
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wobei in der letzten Zeile auch f’ als stetig angenommen wurde.

Beispiele.

Z) MitajeR,jzl,...,n, ist

7+1

/[Zajxj} dx—jz;aj/xj dx:;ajjx_i_l—f—c.

J=0

i1) Essei f(z) = tan(x), z € [a,b] C (—7/2,7/2). In diesem Intervall
hat der Kosinus keine Nullstelle und es gilt

/tan(x) do = /22;((3;)) dr = —/%dx

= —lIn(cos(z)) + C'.

II. Partielle Integration. Hierbei handelt es sich um die Umkehrung
der Produktregel.

Satz 12.3.1

Sind f, g: |a,b] — R stetig differenzierbar, so gilt

/ f@)d@) de = f()gl) - / F(@)ele) da

/abf(x)gl(a:) dr = [f(x)g(a:)]z — /ab F(z)g(z) dz .

Beispiele.

i) Mit f(z) =2 und ¢'(x) = e folgt

/xexda::xex—/exdx:xex—ex—l—C’.
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i1) Mit f(x) = In(z) und ¢'(z) = 1 ergibt sich auf [a,b] C (0, c0)
/ln(x) de = /ln(x)l de = ln(w)x—/éx dz

= zln(z) —x+C'.

iii) Ist f(x) = ¢'(x) = cos(x), so sieht man

/0082(:17) de = /cos(:z:) cos(z) dx
— cos(x)sin(z) + / sin?(x) dz

= sin(x) cos(x) + /1 dz — /COSZ(ZC) de |

also

/0082(:1:) dz = %[sin(w) cos(z) +z] + C .

IIT Substitution. Die Regel zur Substitution ist eine Folgerung aus
der Kettenregel.

Satz 12.3.2

Es sei f: |a,b] — R stetig und g: [c,d] — [a,b] sei stetig
differenzierbar. Dann gilt fir alle ty, t; € [c, d]

g(t1) t1
/ foyde= [ Fla®)d®) dt.

(to) to

Fiir die Substitutionsregel gibt es zwei Lesarten:

Erste Lesart. Hier ist j;il h(t) dt gesucht, wobei angenommen sei (f, g
wie oben)

Dann gilt
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Kann dabei die rechte Seite explizit berechnet werden, so ist auch die
linke Seite bekannt.

Beispiel. Gesucht sei

1
/ (143"t dt .
0

Die Funktion h(t) := (1 + t*)"¢ lisst sich in der Form

h(t) = 21+ 29

— (1 +¢2
5 Gt

schreiben, also
2h(t) = f(9(t))g'(t)

mit f(z) = 2" und g(t) := 1+t
Es folgt

! 2\n _11 /
[aserea = 5 [ fowge a
12

= 5/1x”dx

wn—&-l 2 2n+1_1
- 2(n+1)’1 T 2n+1)

Zweite Lesart. Man lese die Substitutionsregel von links nach rechts,
d.h. gesucht ist fle f(x) dx durch geeignete Variablentransformation.
Mit anderen Worten ist eine Transformation

r=g(t), to<t<t,
gesucht, die die Eigenschaft
ro=g(ty) und 1z = g(t1)

haben muss. Hierbei sei g: [tg,t1] — [z0,%1] (0.E. gelte ¢y < ¢; und
xy < 1) stetig differenzierbar und bijektiv (etwa ¢'(t) > 0 fiir alle
t e [to, tl])

Bezeichnet dann ¢ := ¢g~! die Inverse von g, so gilt mit ty = v (zg)

und t; = ¥(xq)

x ¢(x1)
/ ﬂﬂdx:L()ﬂmmd@dt
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Bemerkung. Das formale Vorgehen sieht wie folgt aus: Man substitu-
iert x = g(t) in f;l f(z) dz und schreibt in der Leibnizschen Weise

Jgt) = e also  dx=g'(t)dt.

Die untere Integrationsgrenze xy = g(to) wird zu ty = ¥(xg), die obere
transformiert sich analog.

Beispiel. Gesucht sei zu fixiertem r > 0
T
/ vVr2—z?de.
0

Es bietet sich die Substitution

r=g(t):=rsin(t), 0<t<

an, wobei ¢'(t) = r cos(t). Man beachtet (1) = g~
0=g(0), r=g(x/2), dh. ¢(0)=0, ()=

Es folgt

T /2
/ Vr?2—z?de = / \/7’2 — r2sin?(t) 7 cos(t) dt
0 0
/2
2

s 2
=r / cos*(t) dt = Ly
0 4

IV. Partialbruchzerlegung. Nun sollen rationale Funktionen der

Form
bm$m++b1£€+b0

apT"™ + -+ a1 + ag

mit reellen Koeffizienten ay, ..., a,, by, ..., b, integriert werden.

R(x) =

Schritt 1. Ist m > n, so beginne man mit einer Polynomdivision

Beispiel. Ist
23+ 30? — 4o + 2
R =
(z) -z —x+1
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so liefert die Rechnung

42? —3x + 1
R(x):\L/ -2 —x+1’
P(x) N ~ _

p(z)/q(z)
es ist also (2)
p(x

R(x P(r)+——=,
(@) = Pla) + 2

wobei das Polynom P(x) elementar zu integrieren ist und wobei
grad p < grad q.

Schritt 2. Es bleiben echt gebrochene rationale Funktionen zu integrie-
ren,
/de:? mit grad p < grad ¢ =:n .
q()
Nun zerfillt ¢(z) im Reellen zwar nicht in Linearfaktoren, nach dem
Fundamentalsatz der Algebra kann ¢(z) aber geschrieben werden als

l
g(z) =[x =\ ][ aulx)™

wobei k, [, r,, s, natiirliche Zahlen sind, Ay, ..., Ay € R, A\, # Ay fiir
v # v, und wobei

qu(z) =a® +2bx+c,,  qu#qp fir p# i,

irreduzible quadratische Polynome sind, also bi < ¢, (ohne reelle Null-
stellen).

Mit anderen Worten wird ¢ geschrieben als Produkt von Linearfak-
toren (mit Vielfachheiten) und irreduziblen quadratischen Polynomen
(ebenfalls mit Vielfachheiten).

Es folgt die Existenz von (eindeutig bestimmten) reellen Zahlen A,,,
B, Csy, derart, dass

k l

p(x) _ v o +Cg X
m_ZZ(x —p)\y +ZZ (22 %—MQZ)H:JHLMCM)U7

pu=1 o= 1

genannt die Partialbruchzerlegung der rationalen Funktion p/q.
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Mittels dieser Partialbruchzerlegung ist die Integration rationaler
Funktionen zuriickgefiihrt auf Integrale der Form (Warum ist das rich-

tig?)
1
[

/ 2 +b Qo -
(22 4+bx+c)7

1
d b
/($2+2bx+c)0 T
Die Integration der ersten beiden Typen ist bereits bekannt, der
dritte wird in den Ubungen besprochen.

2<c.

Beispiele.
i) Es sei
p(z) 22 +1
q(z) 23 —222 —51+6"
Dann hat ¢ drei verschiedene reelle Nullstellen z1 = 1, x93 = —2,

xr3 = 3 der Vielfachheit 1,
q(z) = (z = 1)(z +2)(z = 3) .

Der Ansatz lautet in diesem Beispiel
A A A
p(ﬂf) _ 1 n 2 i 3
g(x) x—1 x4+2 x-3

Er liefert
2 +1 _ p(=)
(z—1)(x+2)(z-3)  glx)

A1(z +2)(x —3) + As(z — 1)(z — 3) + As(x — 1)(z + 2)
(z = 1)(z +2)(z - 3)

$2(A1 + A2 + A3) + $(—A1 - 4142 + Ag)
(x —1)(x +2)(x — 3)

N (—6A; + 34y — 2A3)
(x —1)(x +2)(x — 3)
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Ein Koeffizientenvergleich zeigt

Ar+Ag+ 43 = 1,
—A; —44:+ 43 = 0,
_6A1+3A2—2A3 = 1,

mit der Losung

Insgesamt ist

/ 241 d
x
3 —222 —br +6

B 1/1d+1/1d+/1
- 3 ATy pre2 r—3

1 1
= —gln]x—1\+§ln(|x+2|)+ln(|x—3])+0.

dzx

i1) Es sei nun
pl)  1-u
g(z) (a2 +1)
Hier ist 22 4 1 ein irreduzibles quadratisches Polynom und z; = 0
ist zweifache Nullstelle von ¢. Dementsprechend lautet der Ansatz

l—x  po)

(22 +1)  q(2)

A1+A2 B+C$
x 22 z2+1

Es ergibt sich

1 — 2= Ax(x® + 1)+ Ay(2® + 1) + Ba® + Ca* |



290 Kapitel 12. FEindimensionale Integration

der Koeffizientenvergleich lautet

A+C =0,
Ay+B = 0,
A = 1,
Ay = 1.

Mit der Losung
Ai=-1, Ay=1, B=-1, (C=1

ist in diesem Beispiel gezeigt

1—=x
—d
/Q:Q(x2+1)x
—1
_ /dx+/—dx+/x dz
241

1
= —In(|z|) —;+§ln(az + 1) — arctan(z) + C' .

12.4 Uneigentliche Integrale (lokal integrierbare Funktionen;

Konvergenzkriterien)

Bisher wurden fiir die Integration stets zwei Einschrinkungen ange-
nommen:

i) I =la,b], d.h. I ist abgeschlossen und beschrénkt.
i1) Auch die Funktion f: I — R ist beschrénkt.

In diesem Abschnitt geht es darum, ob auch Intergale wie
00 1
2 dz
e ¥ dr oder / e
/o 0 V1—a?
sinnvoll definiert werden koénnen.
Fall I. Unbeschrinktes Integrationsintervall. Es sei [ = [a, c0)

und f € R([a,b]) fiir alle b mit a < b < co. Die Funktion f heifit dann
lokal integrierbar.
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Es existiere also fiir alle b € [

b
F(b) ::/ f(x) dx .

Definition 12.4.1

i) Falls der Grenzwert lim, o F'(b) existiert, so heifit
dieser das uneigentliche Integral von f tber [a, 00),
man sagt, das uneigentliche Integral existiert oder
konvergiert. Notation:

/a " H(z) dz = lim / ) da

b—oo

Andernfalls heifit [ f(z) dz divergent.

i) Das uneigentliche Integral [ f(z) dz heift absolut
konvergent, falls [ |f(z)| dz konvergiert.

Wie {iblich ist die Konvergenz mit Hilfe geeigneter Kriterien zu iiber-
priifen.

Satz 12.4.1 (Konvergenzkriterien)

FEs sei f: I = |a,00) — R lokal integrierbar.
i) Das uneigentliche Integral [~ f(x) dz emistiert ge-
nau dann, wenn zu jedem € > 0 ein & > a existiert
mat

b/
f(z)dz| <e fir alle b, b' > €.
b

i1) Absolute Konvergenz des uneigentlichen Integrals
impliziert Konvergenz.
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i) Es gilt das Majorantenkriterium: Ist fir alle x €
I die Ungleichung |f(z)] < g(x) richtig und ist
[ g(x) da konvergent, so ist [ f(z) dz absolut
konvergent.

iv) Gilt umgekehrt 0 < g(z) < f(x) fir alle v € I und
divergiert das unetgentliche Integral faoo g(x) dz, so
divergiert auch [ f(z) da.

Bemerkungen.

i) Uneigentliche Integrale der Form f_boo f(z) dz sind analog zu dis-
kutieren.

i1) Ein uneigentliches Integral der Form f_oooo f(z) dx konvergiert,
wenn fiir ein beliebiges @ € R sowohl [ f(z) dz als auch
ffoo f(z) dz konvergiert. Es ist dann

[Zf@ﬁh:ilwﬂ@dx+[1f@yu.

Beispiele.

i) Es ist fir alle 1 < b < o0

(1 1 b
’ falls o # 1,

b dx 1 —az>1h

T b
In(jz|)|, falls a=1,

(b1

1l -«

falls a# 1,

In(b) falls a=1.
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Demnach ist floo % divergent fiir a < 1. Es ist aber

*d 1
/ - fir a>1.
1 1

T o —

i1) Betrachtet sei das uneigentliche Integral

/ sin(z) de
0 X

wobei es im Nullpunkt keine Schwierigkeiten gibt, da sin(x)/x be-
kanntlich stetig in 0 fortgesetzt werden kann. Dieses uneigentliche

Intergral ist konvergent, aber nicht absolut konvergent.

Zum Konvergenzbeweis beachtet man, dass fiir beliebige 0 < b < ¥/
gilt (partielle Integration)

/bl sin(z) dp — _ cos(z) ‘b' B /bl cos(z)

x x b x2

b v
sin(z) 11 1
de| < -4 = —d
/b - rl < b + % +/b ~ T
- 2

b b

somit kann abgeschétzt werden
1o
+-"00.
Nach dem ersten Konvergenzkriterium aus Satz 12.4.1 konvergiert
das Integral.?

Es gilt jedoch fiir alle k£ € N:

/kﬂT sin(x)‘dx _ zk:/jw
0 T =1 /=D

sin(z)

‘dx

X

— oo falls £k — o0,

o0 sin(z) dp = =

*Eulers Formel (1781) besagt [;~ *=% da = 3.
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das Integral konvergiert wie behauptet nicht absolut.

i1i) Zur Analyse des Integrals fooo e~** dz beachtet man zunéchst, dass
aus (xr — 1) > 0 folgt 2* > 2x — 1, also fiir alle x > 0

e < el = g(a).

Fir alle 0 < b ist

’ ’ 1-2z Ly o0 e —2%
/g(x)d:z::/e da::—§e 25(1—6 )7
0 0

0
die Funktion g ist eine konvergente Majorante, das dritte Kri-
terium aus Satz 12.4.1 impliziert (absolute) Konvergenz von

fooo e~ du.

Fall II. Unbeschrinkte Funktionen. Es sei nun f: [a,0) — R
bzw. (a,b] — R auf allen kompakten Teilintervallen von [a, b) (bzw. von
(a, b]) integrierbar, aber nicht notwendigerweise fiir “z — b~" (bzw. fiir
“r — a™) beschréinkt.

Definition 12.4.2
Es sei f wie oben. Falls der Grenzwert

¢
I de  bzw. i
S / f(x) dx i, / flz

existiert, so heifit dieser Grenzwert das uneigentliche In-
tegral fab f(x) dz, das Integral konvergiert. Das Integral

heif§t absolut konvergent, falls fab |f(x)| dx konvergiert.

Bemerkung. Im Fall II gelten analoge Konvergenzkriterien wie im
ersten Fall (insbesondere das Majorantenkriterium).

Beispiele.
i) Fir 0 <& < 1ist

[

[2\/_} —2 2,0 9

3&
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demnach ist fol \‘}—% = 2, insbesondere ist das Integral konvergent.

i1) Analog folgt die Konvergenz von

1

d 1

/ L fir O0<a<l1.
g T l -«

12.5 Parameterabhingige Integrale (Gamma-Funktion;

partielle Differenzierbarkeit)

Zur Motivation betrachte man ein prominentes

Beispiel. Die Gamma-Funktion I': (0,00) — R ist definiert via

[(z):= / e "t dt,
0

d.h. das Argument = der Gamma-Funktion ist ein Parameter in dem
Integranden, iiber den zu integrieren ist.

Bemerkung. Die Gamma-Funktion erfiillt die Funktionalgleichung
[z+1)=al'(x), x>0,

und es folgt fiir alle n € N

Frage: Hangt die Gamma-Funktion beispielsweise stetig oder
differenzierbar von x ab?

Allgemein sieht die Situation wie folgt aus: Man betrachte das pa-
rameterabhéngige (hier eigentliche) Integral iiber I, := [c, d]

F(x)::/f(x,y)dy, r €l =]ab]. (%)

Dabei sei f: I, x I, — R fiir jedes fixierte € I, als Funktion von y
tber I, integrierbar.
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Satz 12.5.1

i) Ist f(x,y) stetig auf I, x I, so existiert das Integral
(%) fir alle x € I, und F(x) ist stetig auf I,

i1) Ist zusdtzlich f(x,y) nach x stetig partiell differen-
zierbar (vgl. Definition 12.5.1), so ist F(x) auf I,
stetig differenzierbar und es gilt

d
F'(z) = / g—i(a:,y) dy  fir alle x € I, .

Nachzuliefern bleibt
Definition 12.5.1

Die Funktion f(x,y) (wie oben) heifit nach x stetig par-
tiell differenzierbar, falls f(x,y) fir jedes fivierte y € I,
nach  differenzierbar ist (also als Funktion nur abhdngig
von ) und diese Ableitung (Bezeichnung %(w,y)) eine
stetige Funktion auf I, x I, ist.

Bemerkung. Fiir uneigentliche parameterabhéngige Integrale gelten
analoge Aussagen, falls die auftretenden Integrale gleichméflig konver-
gieren. Beispielsweise ist

[M(z) = / e " n(t) dt .
0

Beispiel. Es sei f: [, x [, = R, I, = [-1,1], I, = [0, 1],

fz,y) =e".

Dann ist fiir z € I,

1 b 1 fir =0,
F(fﬂ)r=/f(x,y)dy=/eydy= )
0 0 =1 fir z#£0.
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Es ist f(x,y) stetig auf I, x I, (nachrechnen) und es ist %(m,y) =
ye™ stetig auf I, x I, (nachrechnen), also fiir x # 0

ety 1 ret —et +1

1
Fl(z) = 2 Qy = —(zy — 1)| =
() /O ye™ dy = — (xy — 1) . p

Ubung. Man berechne

oxet —et+1
lim 5 )
x—0 €T

12.6 Numerische Integration (Newton-Cotes Formeln;

Newton-Cotes Summenformeln; Integrationsverfahren von Romberg)

Die erste Idee zur numerischen Approximation von

b
Hﬂzfﬂmm

ist es, den Integranden f durch ein Interpolationspolynom p,, zu erset-

zen und ,
/ pn(z) do

Im einfachsten Fall approximiert man fab f(x) dx durch die “Flache
unter der Verbindungsstrecke zwischen (a, f(a)) und (b, f(b))” (vgl. Ab-
bildung 12.6). Dies entspricht der unten diskutierten Trapezregel.

f(x)

als Naherung zu berechnen.

a b

Abbildung 12.6: Zur numerischen Integration.
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Es seien nun
a<zp<ax1<- <z, <b

gegeben und p,, bezeichne das (eindeutig bestimmte) Interpolationspo-
lynom vom Grad < n mit

flai) =pu(zi), i=0,...,n.

An dieser Stelle sei an die Lagrangesche Darstellung des Interpolations-
polynoms (vgl. Kapitel 3.2) erinnert:

1=0
r e X
— T
L@ = ]
Xr, — T
k=0, ki © 0 Tk

Entsprechend obiger Idee setzt man

L) = [ o) de = Zf(x»[ [ 1@ da:]

1=0

Dabei heifien die

Quadraturgewichte.

Sie sind unabhédngig von f und nur anhingig von den gewdahlten
Stiitzstellen. Wird speziell f =1 gewéhlt, so folgt

En:ozl(-n) =b—a.
i=0

Beispiele. Im Fall dquidistanter Stiitzstellen ergeben sich die Newton-
Cotes Quadraturformeln:

i) EsseifirneNund firi=0,1,...,n
b—a
—

Hier ist zy = a, x, = b, d.h. die Intervallgrenzen sind Teilpunkte
und man spricht von den abgeschlossenen Newton-Cotes Formeln.

r;=a+1ih, h=
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i1) Es sei fr n € Ngund fir i =0,1, ..., n

b—a
n+2

vi=a+(@+1)h, h=

In diesem Fall ist ¢y > a und z,, < b, d.h. die Intervallgrenzen sind
keine Teilpunkte und man spricht von den offenen Newton-Cotes
Formeln.

Die konkrete Berechnung der Quadraturgewichte 042(”) sei hier am

Beispiel der abgeschlossenen Newton-Cotes Formeln vorgestellt. Dabei

soll gleichzeitig zu Grofien aim), 1 =0, ..., n, iibergegangen werden,
die nicht mehr vom Intervall [a, b], sondern lediglich noch von i und n
abhéngen.

Mit der Transformation ¢: [a,b] — [0, n],

folgt
n Lor -y a+t(x)h — (a + kh)
L )(x) a H Ti—an a+ih — (a+ kh)
k=0, ki 00 Uk
B ﬁ t(x) —k
k=0, k#i 1—k
Fiir die Quadraturgewichte ergibt sich fiir ¢ = 0, ..., n mittels der

Substitution 7 = t(z)

cm(n) / ) dx = T-

0 k=0, ki
mit anderen Worten
” —k
ol = ho™ / —dt.
0 k=0, k;«éz

Hierbei ist
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und die ngn) héngen wie angestrebt nur von ¢ und n ab. Sie werden

einmal berechnet und dann tabelliert:

Abgeschlossene Newton-Cotes Formeln.

nih %O‘Z(n) 1=0,1,....n Name
11b—a % % Trapez-Regel
2 b_T“ % % % Simpson-Regel
b—a
IR el
b—a 7032 12 32 7T -
415 |6 o5 o 5 90 Milner-Regel
5lbzae |1 7 50 50 75 19
5 288 288 283 283 283 288
b—a 41 216 27 272 27 216 4l
6 5 %40 840 840 840 840 840 840 Weddle—Regel
n=1 TrapezRegel I(f)="2%(f(a (b))
n =2 Simpson-Regel Ir(f) = %( )+ 4f(% ba) + (b))
n =3 3-Regel I3(f) = 3h(fo+3f1+3fa+ f3)
n =4 Milner-Regel I,(f) = %h(?fo +32f1 + 12f5 + 32f5 4+ T fy)
n=2>5 ]5(f) = 288 (19f0 + 75f1 + 50f2 + 5Of3

+75f1 + 19f5)
n =6 Weddle-Regel I4(f) = 140 h(41fy+ 216 f1 + 27 fo + 272 f5
o7 fu 4+ 2165 + 41f5) .

Hierbei ist f; := f(a+ih), i =0,...,n.

Analoge Argumente fiithren auf
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Offene Newton-Cotes Formeln.

n=3: J3(f)=52(11f(a+h) + f(a+2h) + f(b—2h)
+11f(b—h)),

(=

—a

Beispiel. Zu berechnen sei

1
T

dx .

/01+.T2$

Der exakte Wert ist (auf 9 Stellen)

/1 T g = L1+ 2)‘1 0.346573590
= —1n €T = V. .
o 1122779 0

Die Trapez-Regel liefert in diesem Beispiel

1) = 5[ F0) + F1)] =025
Die Simpson-Regel ergibt
B(f) = 55 [ F0) +47(5) + ()] = 25 =035

Nun wurde bereits bei der Polynominterpolation diskutiert, dass es
im Allgemeinen nicht giinstig ist, mit einer groflen Anzahl von Stiitz-
stellen zu arbeiten. Es besteht also nicht die Hoffnung, ein Integral
durch Newton-Cotes Formeln mit wachsender Anzahl n von Stiitzstel-
len immer besser zu approximieren.
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Idee. Stattdessen zerlegt man das Intervall [a,b] in N Teilintervalle

(i1, @i,

b—a
N

Auf diesen Teilintervallen wendet man dann eine Newton-Cotes For-
mel fiir kleines n an (vgl. Abbildung 12.6):

ri=a-+1 =:a+th, 1=01,..., N.

N
=1

ist eine geeignete Néherung, wobei fir 1 =1, ..., n die Grofe [, , 4,
das Integral tiber [z;_1, ;] des Interpolationspolynoms p, zu (n + 1)
dquidistanten Stiitzstellen in [z;_1, z;| bezeichne.

Es ergeben sich die Newton-Cotes Summenformeln.

fla)
fb) T @7
Fa)t /
a b o

Abbildung 12.7: Zu den Newton-Cotes Summenformeln.

Beispielsweise lautet die Trapez-Summenregel: Ist N € N, h = (b —
a)/N und ist z; = a+ih fir i =0, 1, ..., N, so ist

N

(1) = ) = 3 o fleia) + 5]

1=1

= h{%f(xo) + fl@1) + f(z2) + ... flan—1) + %f(XN)

_ h[%f(a)—i—f(a—l—h)+f(a+2h)+...

PR )+ 5(0)]
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Bemerkung. Bei der Trapezsummenregel ist h = x; — x;_1 in Uber-
einstimmung mit obiger Tabelle.

Beispiel. Eine Naherung von fol 7.z d iiber die Trapez-Summenregel
mit N =4 ist

) = {0 s(3) 1) 1) o

1

= 4[‘)*1?*55*1%*4
= 0.341323529 .

116 14 316 1]

Bemerkung. Die Idee des Integrationsverfahrens von Romberg ist es,
T(f, h;) zu einer absteigenden Folge von Stiitzweiten h;, i =1, ..., m,
zu berechnen und anschlieflend zu diesen Daten eine Extrapolation zum
Limes h — 0 (vgl. Kapitel 11.3) durchzufithren. Dabei kann wieder mit
“Polynomen in h%” gearbeitet werden.



304 Kapitel 12. Eindimensionale Integration



Kapitel 13

Der Satz von Taylor,
Fehlerabschitzungen

13.1 Taylor-Formel und Taylor-Reihe (Taylor-Polynom;
Restglied; Integraldarstellung des Restgliedes; Lagrangesche Rest-

gliedformel; die Klasse C°; reell analytische Funktionen)

Wurde in Kapitel 11 eine Funktion nahe eines fixierten Punktes mit
einer (affin) linearen Funktion approximiert, so ist die Approximation
einer glatten Funktion mit Polynomen (nicht zu verwechseln mit
der Polynominterpolation!) bzw. deren Darstellung als Potenzreihe
Gegenstand dieses Paragraphen.

Die entscheidende Frage bei der Approximation bzw. beim Ubergang
zu einer Potenzreihe ist die nach der Grofie des Fehlers.

Beobachtung. Betrachtet sei ein Polynom vom Grad n,
p(x) = ag + a1z + agx® + - - + apz”
Fir k=0, 1, ..., n ist die k-te Ableitung
p(k)(O) = kla; |

mit anderen Worten: Es gilt
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Zu beliebigem z( € R kann das Polynom ebenso geschrieben werden

in der Form .
= Z bz — x0)F
k=0

und vollig analog zu oben gilt

p(@) = 3 4p ) a)(x — m0)"

k=0

Konnen “gutartige” Funktionen in dhnlicher Weise zumin-
dest approximiert werden?

Definition 13.1.1 !
Es sei f € C™([a,b]) und xy € (a,b). Dann heifst

i
(T ) Zf 0) (x — )"

das Taylor-Polynom n-ten Grades zum Entwicklungs-
punkt xy. Die Taylorsche Formel lautet

f(z) = T,(x; ) + Rp(x — x9)

wobei das Restglied R,(x — xy) im Folgenden zu quanti-
fizieren ist.

Bemerkung. Die Ableitungen des Taylor-Polynoms stimmen an der
Stelle zy bis zur Ordnung n mit denen von f {iberein.

Eine Antwort auf die Giite der Approximation gibt

IB. Taylor, 1685-1731; Cambridge.
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Satz 13.1.1

Es sei f € C""Y([a, b)) und es seien xg, © = zo+h € (a,b).
Dann gilt

R,(h) = /0 1i(1—t)"f<”+1>(x0+th)h”+1 dt . (%)

n!

Zum Beweis benotigt man zunéchst

Lemma 13.1.1
Fiir eine Funktion @ € C"([0,1]) gilt

o) = YoM+ [ -
k=0 L

n!

Beweis des Lemmas. Es wird sukzessive partiell integriert mit dem Er-
gebnis

1
1
/ L o) de
0

n!

Aus fol O (t) dt = p(1) — ¢(0) folgt das Lemma. O
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Beweis von Satz 153.1.1. Fiir 0 < ¢t < 1 setzt man () := f(xo + th)
und es folgt

P'(t)=nf'(xo+th), ¢"(t)=nf"(xo+th), ...,
also fir k=0,1,...,n+1
pO(t) = W B (@ + th)
Lemma 13.1.1 liefert
f@o+h) = ¢(1)

n

1 11
= ny(k)(l’o)h“r/ (1= t)" fU D (ay + th)h" dt
k=0 " 0 T

Dies ist genau die Behauptung des Satzes. ]

Es gibt eine Reihe von verschiedenen Darstellungen des Restgliedes,
iiber eine einfache Substitution gelangt man zur Integraldarstellung des
Restgliedes in ihrer iiblichen Form, die am h&ufigsten benutzte Dar-
stellung ist die Lagrangesche Restgliedformel. Sie folgt mit Hilfe des
Mittelwertsatzes der Integralrechnung, Satz 12.1.5.

Korollar 13.1.1

Es seien f, x und xy wie in Satz 13.1.1.

i) Integraldarstellung des Restgliedes: Es ist

n!
, !

Ry (x — x9) = /m 1 (z = )" fOO(E) dt .

it) Lagrangesche Restgliedformel: Es ist fir ein 0 €

(0,1)
R.(x — xg) = !

m]p(wrl)(xo 4 €h>hn+1 .
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Bemerkung. FEine “gute Approximation” der Funktion durch ein
Taylor-Polynom kann in der Regel nur fiir “kleine A” erwarten werden,
d.h. in der Nahe des Entwicklungspunktes x.

Umgekehrt ausgedriickt: Ist bei festem n der Punkt x sehr weit von
x( entfernt, so kann das Restglied (der Fehler) sehr groff werden.

Beispiele.
i) Es sei f(z) = e". Dann ist

2 n n k

r x x
Tn(x;0)=1+ﬁ+§+---+E=ZHa
k=0

genau wie es die Definition als Potenzreihe erwarten lasst.
Fiir das Restglied gilt (fiir ein 6 € (0, 1))

€9x -~ 60\z| -~
B@) = ol S Gl
< €|x| n+1
- (n—i—l)!m '

Insbesondere ist fiir jedes fixierte x € R bewiesen:
Ru(z) "=70.

i) Ahnliches gilt fiir sin(x), cos(x) (Ubungsaufgabe). Die Taylor-
Polynome des Sinus (um xy = 0) sind in Abbildung 13.1 veran-
schaulicht.

iii) Es sei @ € R, av # 0, fixiert und fiir x > —1 sei f(z) = (1 + z)°.
Dann gilt fiir alle k € N
fl@) = a(l+a)",
f'@) = ala=1)(1+2)"7,

f(k)(xj = ;)é(oz—l)...(oz—k;+1)(1+x)a—k.

Wird in Verallgemeinerung der Binomialkoeffizienten (Korollar
2.1.1) fiir alle k € N

« ::oz(oz—l)...(oz—k—i—l) « 1

k i 0
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Abbildung 13.1: Taylor-Polynome des Sinus: Das Polynom T5(z; 0) (blau gekennzeich-
net) schmiegt sich schon in einem weiten Bereich um die 0 sehr gut an die tatséchliche
Funktion an.

gesetzt, so folgt

3

o)
(1+2)* = " + R, () .
o0 \ k

o~

Man vergleiche dies mit dem binonischen Lehrsatz (Satz 2.1.5).

Am Beispiel der Exponentialfunktion wurde bereits angedeutet, dass
eine Funktion evtl. im Grenzwert n — oo durch die Taylor-Polynome
reproduziert wird. Es stellen sich die Fragen:

Konvergiert T),(x; xp) im Grenzwert n — co?

Wenn ja, ist der Grenzwert gleich f(x)?

Ist f wie in Satz 13.1.1, so ist nach Voraussetzung f" 1) stetig auf dem
Kompaktum [a, b], damit insbesondere beschriankt (warum?). D.h. es
gibt eine Konstante K, mit f*(z) < K, fiir alle 2 € [a,b] und es
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gilt
L| T — x0|n+1 _
(n+ 1)!

Dies bedeutet aber noch nicht zwingend, dass das Restglied fiir grofe
n bei fixiertem z klein wird (K, hdngt von n abl). Damit bleibt die
Konvergenz von T,,(z; xy) unklar.

| R (7 = 20)| <

Cauchys Beispiel. (Vgl. Abbildung 13.2) Betrachtet sei die Funktion
fi R —R,

e~ /7" fiir x#0,
0 fir =0.

Abbildung 13.2: Die Funktion e %/** liuft so “flach” in den Nullpunkt, dass alle
Taylor-Polynome um den Entwicklungspunkt 0 identisch verschwinden.

Es ist

flx) = 2z 31"
f'@) = (2% —6a e ",

Induktiv sieht man, dass im Nullpunkt alle rechtsseitigen und links-
seitigen Ableitungen existieren und gleich Null sind, die Funktion ist
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beliebig oft differenzierbar (von der Klasse C'*) und fiir alle k € Ny gilt
M) =0.

Dementsprechend gilt fiir jedes n € N

nork)
k=1 '

alle Taylor-Polynome um 0 verschwinden identisch, die Funktion
hingegen nicht und das Restglied kann fiir grofle n nicht klein werden.

Selbst wenn T),(z; x¢) im Grenzwert n — oo konvergiert, kann nicht
geschlossen werden, dass gilt f(x) = lim, . T,,(x; x0).

Satz 13.1.2

Es sei f in [a,b] beliebig oft differenzierbar, es sei xy €
(a,b) und an jeder Stelle x € (a,b) gelte

lim R,(x —x9) =0.

n—oo

Dann ist fir alle x € (a,b)
>, k)
f =3 0 gy,
k=0

die Funktion heifft auf (a,b) reell analytisch oder von der
Klasse C*.

Bemerkungen.

i) Die Reihe Y23, £ (k;(!x‘)) (x — x0)* heifit Taylor-Reihe von f. Nach
Satz 13.1.2 konvergiert die Taylor-Reihe von f gegen f, falls das

Restglied gegen Null konvergiert.

i1) Reell analytische Funktionen kénnen also (lokal) als Potenzreihen
dargestellt werden. Es sei an die Konvergenzkriterien von Potenz-
reihen aus Kapitel 5.2 erinnert.
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ii1) Die Potenzreihendarstellung einer Funktion ist, falls sie existiert,
eindeutig bestimmt.

Beispiel. Es sei —1/2 <2 < 1/2, zo =0 und f(z) = In(1 + x). Es ist

1
!/
1
" _
f (ZU) T (1‘}‘1’)2’
: 1
fOz) = (=D Yk 1)‘(1Jr G fiir alle £k e N
x
Die Identitat
1 1 1
In(l+z) = z— 51‘2 + gx?’ + (—1)”_1533” +
- 1
— Z(—l)k_lkxk
k=1
folgt aus
Satz 13.1.3

Es sei f € C™(|a,b]) und mit reellen Konstanten M,
r > 0 gelte fir alle x € (a,b) und fir alle k € Ny

|8 (z)] < kIMrF .

Ist 6 € (0,7) und ist x € (a,b) derart, dass |x — xo| <6
qilt, so folgt

Zi' o)(x — xo)F .
k=0

Beweis. Es ist

Ry(h) = ——f" (@ + W)™ h =z,
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also fiir |x — x| < § nach Voraussetzung

o\ n+1 oo
Ru(h) < M(2) =0,
aus Satz 13.1.2 folgt die Behauptung. ]

Beispiel. Im obigen Beispiel f(x) = In(1+ z) ist fur |z| < 1/2 und fiir
alle k € N

O @) < k(1 +2) " < k'(%) -

Nach Satz 13.1.3 konvergiert die Taylor-Reihe um xy = 0 gegen f
fir |z < 1/2.

Bemerkung. In der Tat kann gezeigt werden, dass die Taylor-Reihe
von In(1 + x) um xy =0 fiir —1 < 2 <1 gegen In(1 + =) konvergiert.

Beispiel. Die Reihendarstellung etwa von f(x) = 1/(1+ x) um xy =
1 kann auf die geometrische Reihe zuriickgefiihrt werden. Es ist fiir
lz— 1] <2

1
1+ 2+ (x—1) 21+=1L

Beispiele wie dieses werden noch haufig in der Funktionentheorie
auftauchen.

13.2 Konditionierung einer numerischen Aufgabe

(Landausche Symbole; relative Konditionszahlen; Problemfehler)

Eine numerische Aufgabe ist die Berechnung von

y = f(x)
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bei einer gegebenen Funktion f: R™ D U — R" aus den Ausgangsdaten
reU.

In der Praxis sind dabei in der Regel eine Vielzahl von Auswertun-
gen vorzunehmen.

Einfaches Beispiel. Es sei f: R? = R, x +— y = 21 + 2.

Was versteht man unter der Konditionierung einer numeri-

schen Aufgabe?

Eine numerische Aufgabe heiffit gut konditioniert, falls “kleine”
Storungen der Ausgangsdaten nur “kleine” Storungen des Ergebnisses
implizieren.

Beispiel. Die Eingabe in eine numerische Aufgabe sei einmal

3.7041
b=
1.8519
Eine zweite Eingabe sei
~ 3.7040
b pr—
1.8518

Die numerische Aufgabe selbst laute: Man 16se das Gleichungssystem

2.4692 1.2345
Ausgabedaten = Eingabedaten ,

1.2345 0.6172

wobei Eingabedaten durch obiges b, bzw. b gegeben sei.

Die Ausgabedaten berechnen sich zu

3 12344
y = bzw.
N -3 —6170
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Dabei ist zu betonen, dass die Ausgabedaten exakt berechnet sind
und keine numerischen Naherungen darstellen.

Beobachtung. Stérungen in der GréBenordnung 10~* in der Eingabe
fiihren zu Stérungen in der Grofennordnung 10* in der Ausgabe. Auch
bei exakter Rechnung machen kleine Storungen in der Eingabe das
Ergebnis vollig unsicher. (Ubung: Woran wird das in dem Beispiel wohl
liegen?)

Bei der differenziellen Fehleranalyse hilft meist

Definition 13.2.1 (Landausche* Symbole)

Es set U C R™ eine Umgebung der Null, g: U — R" und
h: U — R

i) Man schreibt
g(x) =O(h(x)) fir x —0,
falls €, C' > 0 existieren mat

lg(z)| < C|h(x)|  fiir alle x € U mit |x| <e .

it) Man schreibt
g(x) = o(h(x))  fir x—0,

falls es ein € > 0 sowie eine Funktion p: U — [0, 00)
gibt mit p(x) — 0 fir x — 0 und

lg(z)| < p(x)|h(z)| firale €U mit |x| <e.

2E. Landau, 1877-1938; Berlin, Gottingen, Cambridge.
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iii) Ist f: U — R" eine weitere Funktion, so setzt man

(o(h(z)) analog)
flx) = g(z) + O(h(z)) = flz)—g(z)=O(h(z)).

Bemerkung. Analog konnen auch Grenziibergénge x — x fiir belie-
biges xy € R betrachtet werden.

Beispiele. Es ist

sin(zx) = O(x),
cos(z) = O(1),

S

’ (%) ,
cos’(z) =1 = o(x) .

Im einfachsten Fall, namlich fiir f: [a,b] — R, sei die numerische
Aufgabe der Berechnung von y = f(x) ndher analysiert. Dabei sei

f € C¥la,b]) und z, z + Az € (a,b), wobei Ax eine Stérung der
Eingabedaten (aufgrund von Rundungsfehlern etc.) bezeichne.

Aus dem Taylorschen Satz (Restglied nach Lagrange) folgt fiir die
korrespondierende Stérung Ay der Ausgabedaten

Ay = flz+Az) - f(z)
= fl(z)Az + Ri(Ax)

wobel

Ry(Ag)| < %|A$\2 sup "(z + 0AT) |

0<f<1
Nach Voraussetzung ist f von der Klasse C? und fiir eine Konstante
c gilt

sup f"(x +0Azx) <c,
0<f<1

es kann anschatzt werden

[Ry(Aa)| < S|Aaf,
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d.h. fiir |[Az| — 0 gilt
Ay = f'(x)Az + O(|Ax|?) .
Ist allgemein f: R™ C U — R", so folgt analog fiir alle j =1, ..., n

=3 Wigan +ollas?).

wobei an die Definition 12.5.1 der partiellen Ableitungen erinnert sei
und wobei

fi1(x)
fx) =
fn(ﬁ)
Schliefllich bezeichne fiir ; #0,¢ =1, ..., m, und fiir y; # 0, j = 1,
Y n?
Az
Ep, = i (relativer Fehler von z;) ,
L
A
Ey, = /] (relativer Fehler von y;) ,
Yj
o (25 N |
ij(x) = (x ) (relative Konditionszahlen von f in x) ,
Ox; ~yj
und es ist gezeigt
0 f‘7 Ax; )
o < Z g[S +ouasp
= ) Kij(x)e, + O(|Ax]) .
i=1

Interpretation. Die Zahl K;;(x) gibt an, wie stark sich der relative
Fehler ¢,, der 1" Komponente der Eingabegrofie x auf den relativen
Fehler ¢, der j'" Komponente der Ausgabegrifie y auswirkt.

Gibt es Indizes 1 <7 < m, 1 < j < n mit K;; > 1, so spricht
man von einem schlecht konditionierten Problem, andernfalls heif3t das
Problem gut konditioniert.
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Der hier besprochene Fehler heifit der Problemfehler, der unabhéngig
vom konkret eingesetzten Algorithmus zur Losung der Aufgabe ist.

Bemerkung. Die Bedingung K;; > 1 bedeutet, dass K;; wirklich um
Grofenordnungen groBer als 1 ist, sind etwa alle K;; ungefihr 2 (oder
3.165), so heiit das Problem nach wie vor gut konditioniert.

Beispiele.
i) Addition: Es sei f: R* —» R, f(x) = x1 + x9. Dann gilt
T
Mib) = |
1(5) T+ o
L2
Kb = |
2(5) T+ T2

Haben also 1 und x5 gleiches Vorzeichen, so ist das Problem gut
konditioniert.

Gilt dagegen (Ausloschung)
TR —Ty,
so ist das Problem schlecht konditioniert: Kleine relative Eingabe-
fehler kénnen zu sehr groflen relativen Fehlern im Ergebnis fiihren.
ii) Multiplikation: Es sei f: R? — R, x — z129. Dann gilt
Ki=1=K,,
die Multiplikation ist stets gut konditioniert.

13.3 Stabilitat eines Algorithmus (gutartiger Algorithmus)

Der im letzten Paragraphen diskutierte Problemfehler ist systemati-
scher Natur und kann nicht abgewendet werden.

Zur konkreten Berechnung einer numerischen Aufgabe kénnen in der
Regel aber vielzdhlige unterschiedliche Algorithmen eingesetzt werden,
die sich durch die Art und die Reihenfolge der auftretenden Gleit-
punktoperationen unterscheiden. Dabei werden sich unterschiedliche
(Rundungs-) Fehler im Ergebnis widerspiegeln.
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Wie héngt der Fehler vom speziell eingesetzten Algorithmus
ab?

Bezeichnungen.

i) Gegeben sei die numerische Aufgabe der Berechnung von y =
f(x). Ein Verfahren (oder Algorithmus) zur (niherungsweisen) Be-
rechnung von y aus x ist eine endliche (manchmal auch abzéhlbar
unendliche) Folge von “elementaren” Abbildungen ¢ die nach-
einander angewendet auf x einen Ndherungswert y fiir y liefern:

x = xO s oW (x0) = xO s s B (x0D) = xB = 3

Im einfachsten Fall ist ) € {4, —,-, /} fiir alle k.

i1) Gutartiger Algorithmus (oder gut konditionierter Algorithmus):
Der Beitrag des Rundungsfehlers (durch die Maschinenoperationen
des Algortihmus) zum Gesamtfehler ist hochstens von der Grofien-
ordnung des Problemfehlers.

i7i) Die numerische Mathematik befasst sich mit der Suche nach gut-
artigen Losungsalgorithmen.

Beispiel. Zu berechnen sei
y=[f(x) =] — x5 = (x1 4 22) (21 — 22) .
Bevor konkrete Algorithmen auf ihre Gutartigkeit untersucht werden
konnen, ist der Problemfehler abzuschéatzen. Es ist

AZUZ‘
+

A 2
o = |5 < LR[S+ oax

m 25+ oaxp)

2
x2 .Tl

= ‘2@
1

1=

i+
: 2‘eps—l—O(eps )
xf — 23

IA
N

(21/22)% + 1

(z1/m2)* =1 eps + O(eps’)
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Dabei wurde (wie es im Folgenden auch getan wird) angenommen, dass
relative Eingabefehler durch die Maschinengenauigkeit eps (vgl. Kap-
titel 4.3) abgeschétzt werden kénnen.

Die Losung der numerischen Aufgabe kann mit den folgenden beiden
Algorithmen angegangen werden:

Algorithmus I.

r1 = 561@331 5
= (110 T1) © (12 ® ) =1 7 .
Ty — T2 O T

Algorithmus II.

X — 10T .
— (210 22) © (11 Dag) = 7 .
X — X1 D T

Zum Vergleich der beiden Algorithmen sei daran erinnert (siche Ka-
pitel 4.3), dass die exakten Rechenoperationen durch Maschinenope-
rationen @, ©, ®, @ realisiert werden, die fehlerbehaftet sind. Es gilt
beispielsweise (alle anderen Operationen analog)

1@ 29 = (71 + 22)(1 +¢€),

wobei £ zwar von 1, xo abhingt, der Absolutbetrag ist jedoch (fiir x,
To, 1 + x5 € D, was im Folgenden stets angenommen wird) durch eps
beschrankt.

Zum Algorithmus I. Hier ergibt sich mit |e1], |es], |e3] < eps (wie
oben angedeutet miissen die ¢; unterschieden werden)

7 = (r1011) O (120 x9)

= [2i(1+e1) —23(1 + &) (1 +e3)
2 2, 9 2 2 2 2
= a7 — x5 +xie1 — 1569 + (] — x5)es + O(eps”) .
1 2 1€1 22 (1 2)3 (P)

=Y



322 Kapitel 13. Der Satz von Taylor, Fehlerabschitzungen

Der relative Rundungsfehler durch die eingesetzten Maschinenope-
rationen ist abgeschétzt durch

‘Ay _ ‘y—ﬂ‘
) )
9, .9 9 9
x] + x5 + |27 — 25 2
(z1/22)* + 1 2
< 1+‘ ‘eps+0eps .
! (12 — 1 (o)

Dabei ist O(eps?) sehr klein und kann vernachléssigt werden.

Hinzu kommt ein Term proportional zu eps, solche Terme sind stets
gutartig, da der Fehler nie unterhalb der Maschinengenauigkeit ab-
geschéitzt werden kann.

Der verbleibende Term entspricht (bis auf einen konstanten Faktor)
genau dem Problemfehler. Insgesamt ist der durch den Algorithmus
bedingte Beitrag zum Gesamtfehler von der Gréflenordnung des Pro-
blemfehlers, der Algorithmus ist gutartig.

Zum Algorithmus II. Hier ist mit |;| < eps, i =1, 2, 3,
?j = [(331 — l’g)(l -+ 61) ([131 -+ ZUQ)(l -+ 62)] (1 -+ 63)
= y(1+e1)(1+e9)(1+e3)

— y(1+&1 43+ e3) + Ofeps?) |
d.h.

B - B oo
< 3eps + O(eps’) .

Dieser relative Fehler ist von der Gréflenordnung der Maschinenge-
nauigkeit, der Algorithmus ist auf jeden Fall gutartig.

Fiir x1 =~ x, ist der Fehler sogar extrem kleiner als der Problemfehler,
der zweite Algorithmus ist deutlich zu bevorzugen.
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Faustregeln.

i) Numerisch schlecht konditionierte Operationen sollten moglichst
frith im Algorithmus ausgefiihrt werden (vgl. obige Beispiele).

i1) Bei der Losung quadratischer Gleichungen sollten nicht beide
Wurzeln aus der Losungsformel berechnet werden (vgl. Ubungen).

ii1) Die Auswertung von Polynomen sollte mit Hilfe des Horner-
Schemas erfolgen.

Zum Abschluss dieses Paragraphen sollen die obigen Betrachtungen
anhand eines Zahlenbeispiels verdeutlicht werden.

Beispiel. Betrachtet sei wieder die numerische Aufgabe der Berech-
nung von y = f(x) = x? — 3.

Die Mantissenlénge einer konkreten Rechenmaschine sei ¢t = 3 (was
natiirlich keine praxisnahe Annahme ist). Die Eingabedaten seien
x1 = 0.38049 und zo = 0.37851. Die Situation ist in Abbildung 13.3

verdeutlicht.

x1 = 0.38049 1 = 0.380 _ .
) rd Eingabein
Eingabe —_— .
B Algorithmus
9 = 0.37851 o = 0.379
Problemfehler

unabh. vom Alg.

Abbildung 13.3: Zum Fehler bei der Berechnung einer numerischen Aufgabe.

Die exakten Eingabedaten zi, xo werden von der Maschine gerun-
det, die relativen Fehler €,,, €, = 0.001 bedingen einen relativen Pro-
blemfehler €, ~ 0.5. Hier wurde ¢, explizit mittels des Vergleichs von
0.380% — 0.379% und 0.38049% — 0.37851% berechnet.
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Man beachte, dass sich die Konditionszahlen etwa zu 190 berech-
nen, die theoretisch berechnete obere Schranke fiir ¢, ist also in guter
Ubereinstimmung mit der expliziten Rechnung

~ -3 ~
gy~ 2-190-5-107° ~ 2.

eps

Die Werte 27 = 0.380, 2o = 0.379 sind die Eingabedaten fiir den
berechnenden Algorithmus.

Algorithmus I. Im ersten Schritt wird berechnet
.%1 u = fl ® .f?l = I‘d(flflvfl) = I‘d(01444) = 0.144 ,
i) v = ZZ’Q ® CZ’Q = I‘d(fgfég) = rd(0143641) = 0.144 .

Dabei werden (wie bereits erwéhnt) 127 und Z2Z2 zunéchst intern
mit erhéhter Stellenzahl berechnet und dann gerundet.
Es verbleibt die Operation

U
—u—v=20.
)

Die fehlerbehafteten Werte v und v dienen hier als Eingabe in den
schlecht konditionierten Teil des Algorithmus. Insgesamt ist der durch
den Algorithmus bedingte relative Rundungsfehler

0— (a1 — 73

~9 9
L1 — Xy

) =1.

Dieser ist zwar von der gleichen Groflenordnung wie der Problemfehler
(der Algorithmus ist gutartig), trotzdem ist er sehr gro8.

Algorithmus II. Der zweite Algorithmus beginnt mit
71 u = 103, = rd(Z — ;) = rd(0.001) = 0.001,
T v o= T1DTy = rd(T1+T2) = 1rd(0.759) = 0.759.
Der letzte Schritt ist hier
u

— u®v = rd(uv) =rd(0.759 - 107%) = 0.759 - 107° .
v
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Im gewdhlten Zahlenbeispiel liefert der zweite Algorithmus sogar

die exakte Losung der vom Algorithmus zu berechnenden Aufgabe

y = 2 — 73. Der wesentliche Vorteil des zweiten Algorithmus ist, dass

als Eingabe fiir den schlecht konditionierten Teil die exakte Algorith-
museingabe dient.

Bemerkung. Natiirlich kénnen auch im Verlauf von Algorithmus II
(kleine) Fehler auftreten. Ist etwa

#1=0.106 - 10*, F9 = 0.612,

SO 1ist
F1® ¥y =rd(0.11212 - 10%) = 0.112 - 10% .

13.4 Restglied bei der Polynominterpolation (inter-

polationsfehler)

Die bisher angesprochenen numerischen Verfahren beruhen auf der Po-
lynominterpolation. Deshalb soll als exemplarische Fehlerabschétzung
fiir numerische Verfahren das Restglied bei der Polynominterpolation
hergeleitet werden.

Die Form ist eng verwandt mit der Lagrangeschen Restgliedformel,
der Beweis der Fehlerabschédtzung kann jedoch elementar gefiihrt
werden.

In diesem Abschnitt sei I = [a,b] C R, f: I — R stetig, zg, =1,
.., T, € I seien paarweise verschieden und p,(z) sei das (eindeutig
bestimmte) Interpolationspolynom zu

(@o, f(w0)) , (x1, f(x1)), - (T, fl@n))
d.h. fiir =0, 1, ..., n gelte
palwi) = f2i) -

Untersucht wird die Giite der Interpolation, d.h. die Grofie
maxger | f(x) — pa()].
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Satz 13.4.1 (Interpolationsfehler)

Mit obiger Notation sei f € C"t(I). Fir x € I sei
I, C I das kleinste Intervall, das die Punkte x, xg, x1,

., T, enthdalt.

i) Dann gibt es ein n € I, mit

1 n+ :
£(@) = pula) = gy £ H v —a))

it) Fir die mazximale Abweichung folgt

mise] (@) - pul@)] < E D a4
vel — (n+ 1) el
Beweis. Ist x € {xq,...,x,}, so ist die Aussage trivial.
Es sei nun = & {xo,...,z,} und es sei
wn(y) = H o :Uj
Fly) = y) — pa(y) — Kwn(y) |

wobei K die reelle Konstante

o {@ =@

(*)

bezeichne (nach Annahme ist w,(z) # 0), es gilt also F'(z) = 0.
Da F an den Stiitzstellen ebenfalls verschwindet, hat ' mindestens

(n+2) paarweise verschiedene Nullstellen, und aus dem Satz von Rolle
(Satz 11.2.2) folgt

F’ hat mindestens (n + 1) Nullstellen in 7.

F+D hat mindestens eine Nullstelle 7, € I,.
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Dabei héingt 7, iiber K von x ab. Es gilt (zur Erinnerung: x ist fixiert
und es wird nach y abgeleitet)

0=F"(n,) = fO () — p () — Kwl"™(n,)

\ .

~~ ~"

= =K(n+1)!
also m41)
(n+ 1)!
Zusammen mit () ist der Satz gezeigt. O

Beispiel. Fiir eine Funktion f der Klasse C*(I) seien die Funktions-
werte f(xo), f(zo+ h), o, xo + h € I bekannt.

Fiir zg < x < xp + h soll f(z) durch das lineare Interpolationspoly-
nom

pi(e) = o) 2T 4 g+ )T
approximiert werden.
Satz 13.4.1, 7), besagt
@) = pila)| < 5 _max || _max (@ +h = g)ly — a0)
Eine elementare Kurvendiskussion belegt
B2
ey TRV TR =
und der Interpolationsfehler ist abgeschétzt via
max |f) ~ )] < max (7).

y€lxo,x0+h] 8 y€[zo,x0+h]



328 Kapitel 13. Der Satz von Taylor, Fehlerabschitzungen



Michael Bildhauer
Hohere Mathematik fiir Ingenieure
— Ein Viersemestriger Grundkurs —

— Band 2 —

Universitat des Saarlandes
F.R. 6.1 Mathematik
Postfach 151150

D-66041 Saarbriicken







Teil IV

Gewohnliche
Differentialgleichungen (i1

329






Kapitel 14

Gewohnliche lineare
Differentialgleichungen

14.1 Einfﬁhrung (explizite, implizite, lineare, homogene, inhomo-
gene, partielle Differentialgleichung; Ordnung einer Differentialglei-

chung; System von Differentialgleichungen; Anfangswertproblem)

Eine gewohnliche Differentialgleichung ist eine Gleichung, in welcher
eine unabhéngige reelle Variable, eine gesuchte Funktion sowie deren
Ableitungen auftreten.

Beispiel. Es sei
y + 22y =0. (%)

In diesem Fall ist
e r € R die unabhéngige Variable;
e y = y(z) die gesuchte Funktion;
e 1/ deren Ableitung erster Ordnung.

Eine auf (einem verallgemeinerten) Intervall I differenzierbare Funk-
tion y(z) heift Losung von (%) auf dem Intervall I, falls (x) fiir alle
x € I gilt. Im obigen Beispiel verifiziert man leicht, dass die Funktion
y(z) = e die Gleichung auf (—oo, 00) 16st, es ist

d 2 2
—e * 2ze” " =0.
dxe + 2zxe

331
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Beispiele aus den Anwendungen.

i) Man betrachte eine punktférmige Masse m an einer Feder
(vgl. Abbildung 14.1). Dabei besagt das Hookesche Gesetz, dass
die Riickstellkraft der Feder proportional zu deren Auslenkung ist,
die Proportionalitétskonstante heifit die Federkonstante c:

my"(t) = —cy(t) .

Hier symbolisiert ¢ die unabhéngige Variable (die Zeit), y(t) ist die
Auslenkung der Masse zum Zeitpunkt ¢ (die gesuchte Losung).

Y

Abbildung 14.1: Zum Hookeschen Gesetz.

Mit Reibungsterm geht die Differentialgleichung iiber in die Bewe-
gungsgleichung (k > 0)

my" (t) + ky' (t) + cy(t) = 0.

Zusétzlich sind Anfangsbedingungen in das Problem miteinzube-
ziehen: Ist ty der Anfangszeitpunkt, so hiangt das Problem noch ab
von

y(ty) = yo mit einer Anfangsauslenkung vy ,

y'(ty) = vy mit einer Anfangsgeschwindigkeit vy .

i1) Man betrachte einen Wechselstromkreis mit Spule und Ohmschen
Widerstand in Reihenschaltung (vgl. Abbildung 14.2).
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tt

Abbildung 14.2: Ein Wechselstromkreis mit Spule und Ohmschen Widerstand in Rei-
henschaltung.

Eine feste Spannung U sei vorgegeben und zunéchst sei der Schal-
ter geoffnet. Schliefit man den Schalter zum Zeitpunkt tg = 0, so
gilt fiir die Stromstéarke I in Abhéngigkeit von der Zeit ¢

U=RI)+ LI'(t)
mit der Anfangsbedingung 7(0) = 0.

iii) Beim radioaktiven Zerfall ist die Anderung der Masse m(t) ei-
ner radioaktiven Substanz proportional zu dieser Masse, mit einer
Zertallskonstanten k£ > 0 gilt

m'(t) = —km(t) .

iv) Es gibt unzéhlige weitere Beispiele (Abkiihlung eines Korpers,
Durchbiegung eines Balkens ... ), bei denen man jeweils auf eine
Differentialgleichung gefiihrt wird, die das Problem in geeigneter
Weise beschreibt.
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Definition 14.1.1

Es sein € N fiziert, U C R"2 und F: U — R. Eine
Beziehung der Form

F(aj7 y? y/7 s 7y(n)) Y (**)

in der neben der (unabhdngigen) Variablen x und der
(gesuchten) Funktion y(x) Ableitungen wvon y bis zur
Ordnung n auftreten, heifft gewdhnliche Differential-
gleichung der Ordnung n. FEine auf einem (verallge-
meinerten) Intervall I n-mal differenzierbare Funktion
y(x) heifst Losung der Differentialgleichung (xx), falls
(z,y(z),y'(z),...y"(x)) € U fiir alle x € I und falls
(xx) fiir alle x € I erfillt ist.

Bemerkungen.

i) Die hochste auftretende Ableitung legt die Ordnung der Differen-
tialgleichung fest.

i1) Eine Differentialgleichung der Form (sx) heifit implizite Differen-
tialgleichung. Eine explizite Differentialgleichung hat die spezielle
Form

y(n) = f(x7 y? y/7 st 7y(n_1)) :

i11) Eine gewohnliche lineare Differentialgleichung n'*" Ordnung ist
von der Form

an(x)y(”) + an_l(x)y("_l) + -+ a(2)y + aplz)y = r(z),

wobei die skalaren Funktionen ay(x), ..., a,(z), r(x) auf einem
(verallgemeinerten) Intervall [ definiert seien. Ist r(x) = 0, so
heiflt die Differentialgleichung homogen, andernfalls heif3t sie in-
homogen.

iv) Bei mehreren Differentialgleichungen fiir mehrere gesuchte Funk-
tionen spricht man von einem System von Differentialgleichungen.
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Beispiel. Es sei n € N und

aji(z) ... ap(x)

Ax) =

a1 () ... ap(T)

Dann betrachte man das System erster Ordnung

y =A@y +r(z) ,
d.h. gesucht ist eine Funktion y: [ — R" mit

(@) = an(@)yi(e) + aa(@)ya() + - + arn(@)ya(2) + ri(z)

y;z(x) = an(2)y1(7) + ana(2)y2(x) + -+ + ann(2)yn(z) +10(7) -

v) Bei partiellen Differentialgleichungen treten partielle Ableitungen
einer Funktion mehrerer Verdnderlicher auf. Partielle Differential-
gleichungen werden an dieser Stelle aber nicht weiter diskutiert.

vi) Auf I = (—o0, 00) sei folgende Differentialgleichung zweiter Ord-
nung betrachtet:
y// + y — O )
Losungen sind yp(z) = cos(x) und ys(z) = sin(x). Ebenso 16st mit
beliebigen Konstanten ci, ¢y € R die Funktion

y(x) = ¢q cos(x) + cosin(x)

die Differentialgleichung. Die Konstanten sind (wie oben bereits
angedeutet) dann festgelegt, wenn ein Anfangswertproblem be-
trachtet wird: In der Tat, sind fiir ein xy € I Werte y(xg) = yo

und y'(7g) = y(()l) vorgegeben, etwa y(0) = 0, 3/(0) = 1, so folgt

0 = y(0) = c1cos(0) + c2sin(0) = ¢,
1 = ¢y (0) = —c¢18in(0) + cpcos(0) = ¢,

man wird auf die eindeutig bestimmte Losung y(t) = sin(t) des An-
fangswertproblems gefiihrt. Das bedeutet tatséchlich im Fall der
schwingenden Masse an einer Feder: Zusétzlich zur Bewegungsglei-
chung muss die Anfangsauslenkung und die Anfangsgeschwindig-
keit bekannt sein.
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Im Allgemeinen muss eine Differentialgleichung gewissen Bedingun-
gen geniigen, damit die Existenz und die Eindeutigkeit einer Losung des
Anfangswertproblems sichergestellt ist. Diese Bedingungen sind im hier
diskutierten Fall linearer Differentialgleichungen jedoch stets erfiillt, so
dass dieses Problem erst an spéterer Stelle angesprochen wird. Zunéchst
genugt

Satz 14.1.1

In der linearen gewdhnlichen Differentialgleichung n'"
Ordnung

y<”) — an_l(az)y("_l) + o+ ai(z)y + ap(x)y = r(2)

mit den Anfangsbedingungen

1 n— n—1
y@wo) =10, ¥(@o)=us , .., ¥" Dwg) =y "
seien die Funktionen a;(x), r(z), i =0, ..., n—1, ste-

tig auf dem (verallgemeinerten) Intervall I und es sei
xo € I. Dann existiert auf I genau eine Lisung des An-
fangswertproblems, d.h. eine Funktion y: R — R, die auf
I der Differentialgleichung gentigt sowie den Anfangsbe-
dingungen.

Beweis. Der Beweis kann “elementar” gefithrt werden, folgt aber auch
aus einem spéter zu beweisenden Existenz- und Eindeutigkeitsatz fiir
allgemeinere Anfangswertprobleme. [

Bemerkung. In der Regel wird o.E. der Koeffizient a,, auf eins nor-
miert.
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14.2 Homogene lineare Differentialgleichungen

(Fundamentalsystem; allgemeine Losung; Wronski-Determinante)

In diesem Paragraphen werden gewohnliche lineare Differentialgleichun-
gen der Form (o.E. a, = 1)

Lly] = y™ + ana(@)y™ Y + -+ ai(@)y Faglz)y =0 ()

diskutiert, wobei die a;: [a,b] — R, i =0, ..., n — 1, stetig auf [a, 0]
seien. In (x) verschwindet also die rechte Seite r(z) identisch, es handelt
sich um eine homogene Differentialgleichung. Nach Satz 14.1.1 hat zwar
das Anfangswertproblem eine eindeutige Losung, es gilt jedoch:

Beobachtung. Sind y;(z), ..., yx(z) Losungen der homogenen Diffe-
rentialgleichung (), so ist auch (vgl. Bemerkung vi) aus 14.1)

cyi(x) + coyo(x) + - - + cryr()

mit beliebigen Konstanten ¢; € R, i = 1, ..., k, Losung von L[y] = 0
(deshalb heifit die Differentialgleichung linear).

Frage: Kann aus der Eindeutigkeit der Losung des An-
fangswertproblems ein Riickschluss auf die Gesamtheit aller

Losungen von (%) gezogen werden?

Beispiel. Es sei wieder exemplarisch die Differentialgleichung
y'+y=0

betrachtet. Zwei bekannte Losungen sind yi(z) = cos(z), ya(z) =
sin(z). Es sei nun g(x) irgendeine weitere Losung der Differentialglei-
chung. Um zu Informationen iiber g zu gelangen, betrachtet man das
Anfangswertproblem mit

y(0) =wo, o (0) =y,
(1)

wobei y9, ¥y~ € R beliebig vorgegeben seien. Fiir beliebige ¢, ¢o € R
ist
y(x) = 1 cos(x) + cosin(z) + g(x)
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eine Losung der Differentialgleichung, das Anfangswertproblem wird
gelost, falls

y(0) = ¢ +g(0) =y ,
J0) = e+40) =y

Damit sind die Konstanten c;, ¢y bestimmt, ndmlich

1 = Yo — g(O) )
Co2 = y(()l) - g/(O) )
die Funktion

y() = (yo — 9(0)) cos(a) + (g — g'(0)) sin(x) + g(x)
ist die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems. Diese

eindeutig bestimmte Losung kann aber auch geschrieben werden als

(Probe!)
y(x) = yocos(z) + y(()l) sin(x) ,

es folgt
g(x) = (o — o+ 9(0)) cos(x) + (u — " +¢'(0))sin()
= ¢(0) cos(z) + ¢'(0) sin(x) .
Zusammenfassend sei festgehalten: Eine beliebige Losung g(x) der
Differentialgleichung kann geschrieben werden als Linearkombination

des Kosinus und des Sinus. In Anlehnung an Kapitel 6.1 sei hier noch-
mals definiert

Definition 14.2.1
Die Funktionen vy, ..., yr seien auf einem (verallge-

meinerten) Intervall I definiert. Sie heiffen linear un-
abhdngig auf I, falls aus

cy1(x) + coyo(x) + - - + cpyp(z) =0 fiir alle x € 1,
¢ €R,i=1, ..., k, stets folgt

co=cp=---=c¢.=0.

Sonst heifien die Funktionen linear abhingig auf I.
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Bemerkungen.

i) Der Begriff der linearen Unabhéngigkeit war in Definition 6.1.2
auf Vektorrdumen, also linearen Rdumen eingefiihrt worden. For-
mal muss in diesem Abschnitt immer der lineare Raum der Losun-
gen der Differentialgleichung (x) betrachtet werden.

i1) Damit héngt zusammen, dass der Begriff der linearen Un-
abhéngigkeit (im Sinne von Definition 14.2.1, d.h. ohne Bezug auf
einen Losungsraum) von dem betrachteten Intervall abhéngt (~~
Ubungen).

Beispiel. Es sei
yi(x) =sin(z),  ya(x) = cos(z), [ = (-00,00).

Ist fiir alle x € 1
¢y sin(z) + e cos(z) =0,

so ist dies insbesondere fiir x = 0 und fiir x = 7 richtig:

c18in(0) + c2co8(0) =0 = =0,
c1sin(m/2) + cycos(n/2) =0 = ¢ =0.

Demnach sind sin(z) und cos(x) linear unabhéngige Funktionen auf
I = (—00, ).

Analog zum obigen Beispiel folgt aus Satz 14.1.1 allgemein

Satz 14.2.1

Die Funktionen a;,(x), 1 =1, ..., n—1, seien stetig auf I.
Dann besitzt der Differentialgleichung (%), d.h. Lly] = 0,
genau n linear unabhdingige Losungen yi, Yo, ..., Yo auf
I. Jede Lisung von Lly] =0 auf I ist von der Form

y(x) = ayi(z) + cayo(T) + - -+ cpyn(x)  fiir alle z €T,

wober die c;, v =1, ..., n, reelle Konstanten bezeichnen.
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Bemerkungen.

i) Es heiflen n linear unabhéngige Losungen der Differentialglei-
chung (%) auf I ein Fundamentalsystem von Losungen der Dif-
ferentialgleichung.

i1) Die allgemeine Losung y(z) der Differentialgleichung besteht aus
allen Linearkombinationen des Fundamentalsystems,

n

y(x):Zciyi(x), GeER, i=1,...,n, z€I.
i=1

i71) Die allgemeine Losung von y” + y = 0 ist demnach
y(r) = c1 cos(x) + cosin(x) .

Im Allgemeinen wird es jedoch nicht immer einfach sein, die lineare
Unabhéngigkeit von Losungen zu verifizieren.

Kriterien fiir die lineare Unabhéngigkeit von Losungen?

Satz 14.2.2 1

Es sind n Losungen yy, ..., vy, der Differentialgleichung
(x) auf I genau dann linear unabdngig, wenn (fir min-
destens) ein x € I die Wronski-Determinate

i () Yo () Yn()
oo | v %@ v (x)
y" () vV () (@)

von Null verschieden ist.

1J. M. Hoene-Wronski, 1778-1853; Paris.



Kapitel 14. Gewdéhnliche lineare Differentialgleichungen 341

Bemerkungen.

i) Ist die Wronski-Determinante fiir ein = € I von Null verschieden,
so ist sie fiir alle € I von Null verschieden.

i1) Die Voraussetzung “Losung von Lly] = 0”7 ist wesentlich fiir
den Satz. Sind beispielsweise n(z) = 2°, mo(x) = |2]> und ist
I = (—1,1), so rechnet man leicht nach, dass die beiden Funktio-
nen linear unabhéngig auf I sind, die Wronski-Determinante aber
verschwindet (~ Ubungen). Die Funktionen kénnen also nicht bei-
de Losung ein und derselben homogen linearen Differentialglei-
chung (hier zweiter Ordnung) sein.

Beispiel. Man betrachte die Losungen y;(x) = cos(x), ya(x) = sin(x)
von 3" 4+ y = 0. Die Wronski-Determinante ist
cos(z) sin(w
p_| et s |
—sin(z) cos(x)

wie bereits gezeigt bilden also y; und y» ein Fundamentalsystem.

Bemerkung. Ist

y(x) - Clyl(x) + CQyQ(x) +oe Cnyn<x) ) Cly, -+, Cn S R )

die allgemeine Losung der linearen homogenen Differentialgleichung
Lly] = 0 und sind

1 - -1
y(ao) =yo . ¥lwo) =w5 s oy v Vo) = "
die Anfangsdaten eines Anfangswertproblems, so erhélt man die eindeu-
tige Losung des Anfangswertproblems durch geeignete Wahl der Kon-
stanten. Dazu ist das folgende lineare Gleichungssystem in den ¢;, i = 1,
..., n zu losen

Yo = ayi(zo) + coya(zo) + - - + cryn(zo)

w = e (o) + cavh(@o) + - - + et (z0)

' = " V(o) + eans" (o) + -+ eny D (0)

Dieses Gleichungssystem ist eindeutig losbar, da die Gleichungsdeter-
minante gerade die von Null verschiedene Wronski-Determinante ist.
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14.3 Homogene lineare Differentialgleichungen
mit konstanten Koeffizienten (charakteristische Glei-

chung; Reduktion der Ordnung; charakteristisches Polynom)

In diesem Abschnitt wird der Spezialfall homogener (gewthnlicher) li-
nearer Differentialgleichungen diskutiert, bei den die Koeffizienten nicht
von x abhéngen:

Lly] = vy +a, 1y Y+ ay fay=0 auf I, (%)
wobei ag, ay, .. .a,—1 (wieder ist 0.E. a,, = 1 angenommen), reelle Kon-
stanten seien. In diesem Spezialfall kann die allgemeine Losung explizit
konstruiert werden.

Beispiele.
i) Es sei I = (—o00,00) und
Lyl =y"+y —2y.
Zur Konstruktion der allgemeinen Losung macht man den Ansatz:
y=e¢*, XeR.
Setzt man dies in die Gleichung ein, so ergibt sich
NN HN-2)=0,
man wird auf die charakteristische Gleichung
N4+A—2=0
gefiithrt. Diese hat die beiden Wurzeln
AM=1, l=-2
und als Fundamentalsystem (lineare Unabhéngigkeit nachrech-
nen!) ergibt sich

y1:6x7 92:623:'

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet

y(z) = cre® + e, ¢, ER.
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i1) Es sei wieder I = (—o0,00) und
Lyl =y"+2/+y=0.
Wie oben erhélt man die charakteristische Gleichung
MNE2X+1=0,

die nur eine (zweifache) Wurzel Ay = —1 hat. Somit liefert der
obige Ansatz lediglich eine Losung, ndmlich

Um eine weitere, linear unabhéingige Losung zu finden, bedient
man sich einer Reduktion der Ordnung: Es wird der Ansatz

gemacht, wobei die Funktion u geeignet zu bestimmen ist. Die
Berechnung von L[y,]| liefert

Llys] = u'(x)e™ —2u'(x)e™ +u(x)e ™ + 2u'(x)e™
—2u(z)e™" +u(x)e ™

= u'(z)e””

Somit ist L{ys] = 0, falls gilt «"(x) = 0, also u = kjz + ky mit
reellen Konstanten &y, ko. Insbesondere ist (k; = 1, ky = 0)

yo(x) = xe™™

eine weitere von g; linear unabhéngige (nachrechnen!) Losung der
Differentialgleichung, die allgemeine Losung lautet

y(r) =cre* +cxe ™, ¢, o ER.
i1i) Auf I = (—00,00) sei nun
Lyl =y" =2y’ +5y =0,
die charakteristische Gleichung

N —224+5=0
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hat in diesem Fall nur die komplexen Wurzeln
M=14+2i, X=1-2:.
Man betrachtet zunédchst formal die komplexe Losung
y(zr) = K207 4 =20 K Ky e C .
Schreibt man K1 = Ay + 1By, Ky = Ay 4+ 18>, so ergibt sich
y(x) = (A1 +1By)e(cos(2x) + isin(2x))

+(Ay + iBy)e(cos(2x) — isin(2x))
= (A1 + As)e” cos(2z) + (B2 — By)e” sin(2x)

+i(B1 + By)e” cos(2z) + i(A; — Ag)e” sin(2x) .

Nun erinnert man sich daran, dass y(z) fir alle Ky, Ko € C eine
komplexe Losung war, insbesondere auch im Fall

A —Ay =0, B +By=0.

In diesem Fall ist y aber in der Tat reellwertig und (setze ¢; = 24y,
¢y = —2B) die allgemeine (reelle) Losung lautet

y(x) = c1€” cos(2x) + coe”sin(2z) , ¢, 2 € R,

Fasst man die in den drei Beispielen diskutierten Aspekte zusammen,
so ergibt sich im allgemeinen Fall

Satz 14.3.1

Es seien a;, 7 =0, ..., n—1, reelle konstante Koeffizi-
enten der homogenen Differentialgleichung

und es sel

das zugehérige charakteristische Polynom. Dann gilt:

Y + a1y + -+ ary + agy =0

pAN) = N+ ap, A" g
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i) Ist Ay eine r-fache reelle Nullstelle von p(\), so sind
die v Funktionen

/\kx

eMNT et

o xr—le/\km

Lésungen der homogenen Differentialgleichunyg.

it) Sind N\, = o) + i1, und A = 0 — iTp ein Paar von
konjugiert komplexen r-fachen Nullstellen von p(A),
so sind die 2r Funktionen

x"e* cos(tpx)  und  x"e’*sin(mpr)

m =0, ..., r—1, Liosungen der homogenen D:if-
ferentialgleichung. Insgesamt erhdlt man so n linear
unabhdngige Losungen, also ein Fundamentalsystem
von Ldsungen.

Bemerkung. In Kapitel 7.1 wurde bereits festgestellt, dass mit einer
Nullstelle A eines Polynoms mit reellen Koeffizienten auch A eine Null-
stelle des Polynoms ist.

Beispiele.

i) Man diskutiere den freien Schwingkreis, d.h. mit Konstanten L >
0, C > 0, R > 0 die homogene lineare Differentialgleichung (~
Ubungen)

LI"(#) + RI'(t) + %1@) ~0.

i1) Es sei die Differentialgleichung

"

y —y=40
betrachtet. Das charakteristische Polynom lautet
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die Nullstellen sind

1, V3
)\1:1, )\273:—§i27.

Ein Fundamentalsystem von Losungen ist

e (V3
sin <73x> :

—
(IR

_1 3 _
e, e 2%cos (73:) , e

die allgemeine Losung ist

3 3
y(z) = cre” + o6 2% COS (gx) + Cgeféx <in <§x> ’

1, ¢2, c3 € R (Probe!).

14.4 Inhomogene lineare Differentialgleichungen
(spezielle, allgemeine Lsung der inhomogenen linearen Differential-

gleichung; Variation der Konstanten; Resonanz)

Nun sei ein rechte Seite zugelassen, d.h. betrachtet wird die inhomogene
(gewohnliche) lineare Differentialgleichung

Lyl =y + ap 1 (2)y™ V4 Fa(a)y +ay =r(x). (%)

Man beachte, dass die Koeffizienten nicht als konstant vorausgesetzt
sind, es gelte aber wieder, dass a; : R — R stetig ist auf einem (verall-
gemeinerten) Intervall I fiir i =1, ..., n — 1. Gleiches gelte fiir r(x).

Satz 14.4.1

Ist y, 1rgendeine spezielle Losung der inhomogenen Dif-
ferentialgleichung (%) und ist y;, die allgemeine Lisung
der homogenen Differentialgleichung Lly] = 0, so ist

y(x) =yn(x) +ys(x), €l

die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialglei-
chung.
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Beweis. Ubung: Man betrachte die Differenz zweier spezieller Losungen.
]
Bemerkungen.

i) Man beachte die enge Verwandtschaft zu Satz 8.2.1 iiber lineare
Gleichungssysteme.

i1) Bilden die Losungen yi, ..., y, der homogenen Differentialglei-
chung L[y] = 0 ein Fundamentalsystem auf I und ist y, eine spezi-
elle Losung der inhomogenen Differentialgleichung L[y| = r, so lau-
tet die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung

y(z) = ayi(z) + cya(w) + - + cuyn(z) +ys(z) , x €T,
¢ ERfiri=1,...,n.

i11) Aus der allgemeinen Losung kann analog zum homogenen Fall die
eindeutige Losung eines Anfangswertproblems berechnet werden.

Beispiel. Auf I = (—00, 00) sei die inhomogene Differentialgleichung

y"+y=:132

betrachtet. Es ist y,(z) = 2? — 2 eine spezielle Losung (Probe!), die
allgemeine Losung ist

y(x) = cicos(x) + cysin(x) + 22 -2, ¢, o €R.

Mittels Nachrechnen verifiziert man leicht, dass in den Beispiel y5 =
22 — 2 eine spezielle Losung ist. Die entscheidende Frage ist jedoch:

Wie findet man eine spezielle Losung der inhomogenen li-

nearen Differentialgleichung?

Dazu startet man mit einem Fundamentalsystem w1, ..., 4, der homo-
genen Gleichung

Lly) = y™ + apa(2)y" Y + -+ ai(@)y + ag(z)y = 0.



348 Kapitel 14. Gewdéhnliche lineare Differentialgleichungen

Eine spezielle Lésung der inhomogenen Gleichung gewinnt man durch
eine sogenannte Variation der Konstanten. In der allgemeinen Losung
der homogenen Gleichung

ayr(z) + coya() + -+ - + cryn(x)

werden die Konstanten durch Funktionen ¢;(x), ¢ = 1, ..., n, ersetzt,
d.h. man macht den Ansatz:

ys(z) = c1(x)yi(x) + co(@)ya(x) + - - - + cn(@)yn(z) -

Beispiel. Wie oben sei auf I = (—o00, o) die inhomogene Gleichung
y' +y =1
betrachtet. Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung lautet
c1y1(z) + coya(z) = cicos(x) + cosin(x) ,  ¢1, 2 € R.
Mit dem Ansatz
ys(x) = cr(@)yi () + ca(w)y2(x)
sind zunéchst die Ableitungen von y, zu berechnen. Es ist
Vo(@) = i (@)yi(@) + cr(@)yi (@) + &5(@)ya() + ca(@)ys(2) -

Nun wahlt man die gesuchten Funktionen ¢;(z), co(x) im ersten Schritt
derart, dass fiir alle x € I

A(x)yi(z) + (a)ya(x) =0 . (1)
Mit dieser Wahl ist
yi(x) = cr(z)yi(z) + ca(x)ys ()
und die zweite Ableitung berechnet sich zu
yo(@) = di(x)yi(z) + ca(@)yy (x) + cy(2)ya(x) + ca(z)ys () -

Zuséatzlich zu (1) wahlt man nun die Funktionen ¢i(x), co(x) so, dass

/

A (@)yi(w) + ch(w)ya(r) = 2* . (2)



Kapitel 14. Gewdéhnliche lineare Differentialgleichungen 349

Das impliziert

1 2

Ys(2) = ci(@)y (z) + ca(x)yy (2) + 2

und somit

Yy (2) +ys(z) = er(@)y (z) + ca(@)yy () + 2% + cr () (@) + o () ya(x) -

An dieser Stelle kann ausgenutzt werden, dass y; und y» Losungen der
homogenen Gleichung sind, d.h.

Cl(ﬂ?)yil(f) + (@) (r) = Cl(x)(yi'(x) +y(x)) = 0,
c(2)yy (@) + co(x)ya(z) = col) (5 (@) + y2(x)) = 0

Tatséchlich gilt also

Y+ oy =2t

vorausgesetzt, dass die Bedingungen (1) und (2) erfiillt sind. Diese lau-
ten im konkreten Beispiel

¢ (x) cos(z) + dy(z) sin(z) = 0,

—c)(z) sin(z) + ¢y(z) cos(z) = .
Als Losung findet man

d(r) = —x*sin(z),

dy(r) = z*cos(x) .

Schliefilich muss noch aufintegriert werden und man erhélt (die Inte-
grationskonstanten werden gleich Null gewéhlt)

ci(r) = 2%cos(x) — 2z sin(z) — 2cos(z) ,

co(x) = a*sin(z) + 22 cos(x) — 2sin(z) .

Eine spezielle Losung
ys(r) = ci(x)cos(x) + co(x) sin(x)
= 27 cos?(x) — 2z sin(x) cos(x) — 2 cos?(z)
422 sin(x) + 22 cos(x) sin(x) — 2sin?(z)
2
= 27 =2

ist gefunden, von der oben schon kontrolliert war, dass sie tatsachlich
die inhomogene Differentialgleichung 16st.
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Wie im Beispiel fiihrt im allgemeinen Fall obiger Ansatz auf das
Gleichungssystem

W @)@+ T @)d(@) = (@)

Die y; und deren Ableitungen sind bekannt, d.h. (3) ist ein inhomogenes
lineares Gleichungssystem fiir die ¢}, ¢ = 1, ..., n. Die Gleichungsdeter-
minante ist die Wronski-Determinante, also von Null verschieden, und
man erhélt eine eindeutige Losung ¢} (z), ..., ¢,(x). Durch Integration

lassen sich schliefllich die gesuchten Funktionen ¢;(z), i = 1, ..., n,
ermitteln.

Zusammenfassend kann gesagt werden: Prinzipiell konnen iiber die
Methode der Variation der Konstanten immer spezielle Losungen ge-
funden werden, die Rechnungen sind aber oft sehr aufwendig.

Gibt es in bestimmten Situationen einfachere Moglichkeiten,

eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung zu finden?

Dazu sei nun eine inhomogene Differentialgleichung mit konstanten

Koeffizienten
Lyl = y™ + a1y YV + -+ ayy + agy = r(z) (4)
a; € R, =0,1, ..., n— 1, betrachtet, wobei angenommen sei, dass

die rechte Seite r(x) eine ganz besondere Struktur habe, ndmlich

r(z) = (co + 1z + - - + cxa*)e™ cos(t) (5)

+(do + dyx + - - - + dpa¥)e? sin(T) |

¢,di,o,TeR, 1=0,1, ..., k.
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Beispiele.
r(z) = cg+cx+--+
r(x) = cpe’;
r(x) = c¢ycos(tx) + dysin(rx) .

Liegt eine solche Struktur vor, so ist es naheliegend, einen der Struk-
tur angepassten Ansatz zu machen. Dabei sind zwei Fille zu unterschei-
den, wie das Beispiel des Schwingkreises verdeutlicht:

Beispiel Schwingkreis. Mit einer Induktivitit L > 0, einer Kapazitét
C > 0, einem Ohmschen Widerstand R > 0 und einer Wechselspannung
U(t),U'(t) = acos(wt)+bsin(wt), w € R, w # 0, werde der Schwingkreis
aus Abbildung 14.3 betrachtet.

Die gesuchte Stromstérke erfiillt die inhomogene lineare Differenti-
algleichung mit konstanten Koeffizienten

LI"(t) + RI'(t) + é[(t) = a cos(wt) + bsin(wt) .

L

Abbildung 14.3: Ein Schwingkreis.

Der freie Schwingkreis (ohne angelegte Spannung) schwingt mit einer
Frequenz wy, die Schwingung wird durch den Ohmschen Widerstand (im
Fall R > 0) im Laufe der Zeit abklingen.

Wird der Schwingkreis wie oben zusétzlich durch eine angelegte
Spannung angeregt (Frequenz w), so ist zu unterscheiden, ob die anre-
gende Frequenz gleich wy ist oder nicht: Stimmen die Frequenzen nicht
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iberein, so wird sich im Laufe der Zeit das System genau wie die anre-
gende Spannung verhalten (die freie Schwingung ebbt ab), der Ansatz
zur Losung der Gleichung sollte die gleiche Struktur wie die rechte Seite
haben.

Stimmen die beiden Frequenzen jedoch iiberein, so wird sich das
System (ohne Ohmschen Widerstand) “aufschaukeln”, es liegt der
Resonanzfall vor. Die anwachsende Amplitude der Schwingung spiegelt
sich in einer zusédtzlichen z-Potenz im Ansatz wider.

Formal sieht das wie folgt aus:

Fall I. In (5) ist o + 47 nicht Wurzel des zu L[y] = 0 gehorigen charak-
teristischen Polynoms. Der Ansatz in diesem Fall lautet:

ys(z) = (Ko+ Kix + -+ Kpa¥)e™ cos(r)
+(Lo + Lyx + - + Lpa®)e™ sin(ra) |
Ki7 LiER,iZO, 1, . k.

Fall II. In (5) ist 0 4 i7 eine Wurzel der Vielfachheit m des zu L[y| =
0 gehorigen charakteristischen Polynoms. Der Ansatz im zweiten Fall
lautet

ys(z) = 2™(Ko+ Ko+ -+ Kpa¥)e?™ cos(r)
+2™(Lo + Lix + - - + Lpa®)e sin(rz) |
K, L;,eR i=0,1, ...k

In beiden Fillen liefert das Einsetzen in die Differentialgleichung

zusammen mit einem Koeffizientenvergleich die gesuchten K;, L;, ¢ = 0,
1, ..., k.

Beispiel Schwingkreis. Die Nullstellen des charakteristischen Poly-
noms erfiillen die charakteristische Gleichung

1
MNL+MR+—==0
+ +C ,

R R 1
Mo =——F /s — — .
1,2 oL 412 LC

die Losungen sind
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Fall A. Es sei R > 0. Mit obiger Notation ist 0 +¢7 = iw rein imaginér,
im Fall R > 0 ist also stets der erste Ansatz zu machen:

I(t) = Ky cos(wt) + Losin(wt) .

Die Berechnung von [I’(t), I.(t), das Einsetzen in die Differentialglei-
chung und ein Koeffizientenvergleich ergibt die gesuchten Konstanten
Ky und Ly (Ubung). Ist I;(t) die allgemeine Losung der homogenen
Differentialgleichung, so ergibt sich als allgemeine Losung der inhomo-
genen Differentialgleichung

I(t) = I(t) + Koy cos(wt) + Lgsin(wt) ,
I;,(t) ist die freie (abklingende) Schwingung,
Ky cos(wt) + Lo sin(wt)

ist die Dauerschwingung, die durch die Anregung erzeugt wird.

Fall B. Im zweiten Fall ist R = 0, die Wurzeln des charakteristischen
Polynoms sind

)\1,2 = ﬂ:in mit wp — —F/— .

Wie bereits erwahnt ist o + 17 = 2w und es ist eine erneute Fallunter-
scheidung notwendig.

Fall B1. Im Fall w # wy fithrt der gleiche Ansatz wie oben zum Ziel.

Fall B2. Es sei w = wy, physikalisch interpretiert bedeutet das wie be-

reits oben gesagt, dass die Anregungsfrequenz des Schwingkreises gleich

der Eigenfrequenz des freien Systems ist, man ist im Resonanzfall.
Der Ansatz sieht nun wie folgt aus:

I,(t) = t[ Ky cos(wt) + Lysin(wt)] ,
und man berechnet

I'(t) = Kqcos(wt) + Losin(wt) — t Kow sin(wt) + t Low cos(wt)
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sowie
I'(t) = —Kowsin(wt) + Low cos(wt)

— Kowsin(wt) — tKyw?* cos(wt)

4 Low cos(wt) — t Low?* sin(wt)

= —2Kywsin(wt) + 2Low cos(wt)

—t[Kow? cos(wt) + Low?sin(wt)] .

In die Differentialgleichung

1
LI" + 5[ = a cos(wt) + bsin(wt)

eingesetzt, ergibt das

—2LKywsin(wt) + 2L Low sin(wt)

—tL[Kow* cos(wt) + Low? sin(wt)]
1 :
+5t [ K cos(wt) 4+ Ly sin(wt)]

= acos(wt) + bsin(wt) .

Hierbei ist insbesondere zu beachten, dass die Gleichheit nur gelten
kann, wenn sich die beiden Terme der Form t[. . .] gegenseitig aufheben.
In der Tat gilt genau im hier betrachteten Resonanzfall w = wy =

1/VLC
K,
—tLKgw? +t— =0

C
wegen
1 1 1
N S R
vte c T C

Ebenso erkennt man

Ly
—tLLow? +t— =0
Ow + C b

der obige Ansatz ist also genau auf den Resonanzfall zugeschnitten.
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Fiir die Konstanten Ky, Ly erhilt man mittels eines Koeffizienten-

vergleiches
b b |C
K pr— —_ pr— _—— —_—
! 2 Lwg A

L, = & _ /¢
2Lw0 2 L

Mit dieser Wahl ist y, eine spezielle Lésung der inhomogenen Gleichung,
die allgemeine Losung ist mit weiteren Konstanten M, M, € R

I(t) = (M; + tKy) cos(wot) + (Ms + tLy) sin(wot) ,

die Amplitude der Losung wird mit fortschreitender Zeit immer grofer,
es entwickelt sich eine Resonanzkatastrophe.

Ausblick. Der Ansatz y = e hat im Fall einer Differentialglei-
chung mit konstanten Koeffizienten zum Ziel, ndmlich der allgemei-
nen Losung der Differentialgleichung, gefiihrt. Bevor Systeme von Dif-
ferentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten untersucht werden
konnen, miissen zunédchst weitere Bausteine aus der linearen Algebra
zur Verfiigung gestellt werden.
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Kapitel 15

Spektraltheorie quadratischer
Matrizen

15.1 Eigenwerte und Eigenvektoren (Eigenraum; charak-
teristisches Polynom einer Matrix; algebraische und geometrische

Vielfachheit eines Eigenwertes; dhnliche Matrizen)

Es sei A € M(n,n,R) eine quadratische n x n Matrix. Will man das
lineare Differentialgleichungssystem mit konstanten Koeffizienten erster
Ordnung

y' =4y,

d.h. die n Gleichungen in den n gesuchten Funktionen vy, ..., y,,

Y1 = any1 +apy: + -+ a1pYy

/

Yo — an1t + an2yo + -+ -+ Annln

studieren, so liegt es nahe, dhnlich wie in Kapitel 14.3 den Ansatz zu
machen

y(z)=veM, veR', AeR.

Bemerkung. Hier ist y eine Funktion I — R", wobei I C R ein
(verallgemeinertes) Intervall bezeichnet.

Eingesetzt in die Differentialgleichung ergibt der Ansatz
X)\ex\ac — AXG)\J: :

359
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d.h. v muss der Beziehung
Av = \v

geniigen. Auch die Umkehrung ist richtig: Gilt diese Beziehung, so ist
y(z) = ve™ eine Losung des obigen Differentialgleichungssystems.

Definition 15.1.1
FEs heiffit A € C FEigenwert der Matriz A € M(n,n,C),
falls v.€ C", v # 0, existiert mait

Av = \v .

Der Vektor v heifit in diesem Fall ein Eigenvektor von
A zum Eigenwert \.

Bemerkungen.

i) Im Allgemeinen kann selbst fiir reelle Matrizen nicht erwartet
werden, dass reelle Eigenwerte existieren. Ist etwa

COS —sin
A= () (?) e M(n,n,R), @eR,

sin(p)  cos(yp)

so kann kein reeller Eigenwert existieren (warum?). Es ist aber

y 1 cos() + isin(p)
—1 sin(p) — i cos(ip)
. . 1 , 1
= (cos(yp) + isin(p)) = e
—1 —1
1
Der Vektor ist also ein Eigenvektor zum Eigenwert \ =
—1
. 1
e'?. Analog sieht man, dass der Vektor ein Eigenvektor zum

7

Eigenwert e % ist.
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i1) Mit einem Vektor v ist auch jedes Vielfache von v ein Eigenvektor
zum FEigenwert A\, die Menge
E,={veC": Av = )\v}

ist ein Unterraum des C", genannt der Eigenraum zum Eigenwert

A.
Als evidente (aber wichtige) Eigenschaft sei zunédchst festgehalten:

Satz 15.1.1

Sindv®, ... vk eCr Figenvektoren zu paarweise ver-
schiedenen FEigenwerten A1, ..., \p € C einer Matrix
A€ M(n,n,C), so sind sie linear unabhdngig.

Beweis. Der Beweis sei hier nur im Fall £ = 2 gefiihrt (der allgemeine
Fall ist mit Induktion zu zeigen). Es sei also v!) Eigenvektor von A
zum Eigenwert \; und es sei v(?) Eigenvektor zum Eigenwert Ay # A;:

AvD Z v Av® — av@)

Wiren v und v(® linear abhiingig, so gébe es ein a € C mit v(? =
av), Dies wiirde aber bedeuten

AX(Q) = Aozy(l) = ozAz(l) = oz)\lz(l) = /\1042(1) = /\1!(2) .

Aus der Voraussetzung A1 £ Ao folgt ein Widerspruch. [

Nun existiert ein Figenvektor v.€ C" zu einem Eigenwert A € C
nach Definition genau dann, wenn

Av = Av ,
also genau dann, wenn (I, € M(n,n,C) Einheitsmatrix)
(A= A,)v=0,
also genau dann, wenn
v € kern (A — AI,) ,

also genau dann, wenn (vgl. Korollar 8.6.1) (zur Erinnerung: Der Null-
vektor ist nach Definition kein Eigenvektor)

det (A—AI,) =0.
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Satz 15.1.2

FEs ist A € C genau dann ein Figenwert einer Matrix
A€ M(n,n,C), wenn det (A— X)) = 0 gilt. Dabei heifst

Xa(A) :=det (A — AI,)

das charakteristische Polynom der Matriz A.

Beispiel. Es sei

200
A=1021 | € M(n,nR).
001

Das charakteristische Polynom ist

Xa(A) = det (A—=AL) = | 0 2-X 1

= 2N} 1-)\).

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms, d.h. die Eigenwerte
von A sind Ay = 2 und \y = 1. Fiir die Eigenvektoren zum Eigenwert
>\i7 1= 1, 2, gllt

(A—)\Z'Ig)zz 0 2—)\2' 1 v=_0.

Es ergibt sich
E/\lzg = {X e C?: U3 = 0}
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und
0

E)Q:l:{tﬂitEC}, W = 1
—1

Das charakteristische Polynom einer Matrix A € M (n,n,C) ist ein
Polynom vom Grad n, nach dem Fundamentalsatz der Algebra (Satz
7.1.1) zerfillt es in Linearfaktoren, wobei a,, = (—1)" der hochste Ko-
effizient ist (warum?),

Xa(A) = (=1)"A =AM =) (A=A

Dabei ist N> r <mn, ki +ky+ ...k, =nund fir ¢ =1, ..., r sind
die \; die Eigenwerte von A mit den algebraischen Vielfachheiten (als
Nullstellen des charakteristischen Polynoms) k;. Werden also die Eigen-
werte mit ihrer Vielfachheit gezéhlt, so hat A genau n Eigenwerte. Im
obigen Beispiel ist A\; = 2 mit der Vielfachheit 2 zu zdhlen, Ay = 1 mit
der Vielfachheit 1. In dem Beispiel stimmt die algebraische Vielfachheit
mit der Dimension des zugehdrigen Eigenraums iiberein — F), ist dort
eine Ebene, E), eine Gerade im C* (zur Veranschaulichung stelle man
sich in dem Beispiel den Eigenraum als Teilraum des R? vor). Das ist
jedoch nicht immer der Fall.

Beispiel. Es sei

11
A= € M(2,2,R) .

Es ist
XA()‘) = (1 - >‘)2 )

A1 = 1 ist die einzige Nullstelle des charakteristischen Polynoms und
hat die algebraische Vielfachheit 2. Der Eigenraum ist jedoch nur ein-
dimensional, es ist
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es gibt keine weiteren von w linear unabhéngigen Eigenvektoren. Die
geometrische Vielfachheit, das ist die Dimension des Eigenraums, ist 1
und damit kleiner als die algebraische Vielfachheit.

Definition 15.1.2

Es sei A € C ein Eigenwert der Matrix A € M(n,n,C).
Dann heifit

1 <g(A)=n—r1g(A—AL)

die geometrische Vielfachheit des Figenwertes A.

Bemerkungen.
i) Was ist ein k-dimensionaler Unterraum des C", k < n?

i1) In den letzten beiden Beispielen kann ebensogut reell gerechnet
werden.

i71) Nach der Dimensionsformel (Satz 8.2.4) ist
n—rg (A — Al,) = dim (kern (A — AI,)) ,
die Definition liefert also genau die Dimension des Eigenraumes.
iv) Warum ist g(\) > 17

Nach Kapitel 9.2 kann eine Matrix A € M (n,n,C) aufgefasst werden
als die Darstellung einer linearen Abbildung L: C" — C" bzgl. einer Ba-
sis A des C". Bei einem Basiswechsel transformiert sich die darstellende
Matrix zu

B=S5"1AS8

mit einer reguldren Matrix S. Man nennt Matrizen, die durch eine solche
Transformation auseinander hervorgehen dhnlich.

Haben dhnliche Matrizen das gleiche charakteristische Poly-
nom’
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Satz 15.1.3
Die charakteristischen Polynome (und damit die Figen-

werte und ihre algebraischen Vielfachheiten) dhnlicher
Matrizen sind gleich.

Beweis. Es seien A, S € M(n,n,C), S sei regular und es sei B =
S71AS. Aus dem Determinantenmultiplikationssatz (Satz 8.6.1) folgt

det (A —\I,) = det (SS™HA - \IL,))
= det (S)det (S7'(A = \L,))
= det (ST'A — AL,S")det (S)

= det (ST'AS — A1, ,
also genau die Behauptung. ]

Bemerkung. Dementsprechend kann auch von Eigenwerten einer
linearen Abbildung gesprochen werden.

Ist nun v ein Eigenvektor zum Eigenwert A € C einer Matrix A €
M(n,n,C) und ist S € M(n,n,C) regulir, so ist dquivalent dazu

(STTAS)(S'y) = A(SNy) |

also dass S~!'v Eigenvektor der Matrix B = S~1AS zum Eigenwert \
ist (man vergleiche die Koordinatentransformation aus Satz 9.2.1).

Korollar 15.1.1

i) Bei Ahnlichkeitstransformationen bleiben auch die
geometrischen Vielfachheiten unverdndert.

it) Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes ist
stets kleiner als oder gleich der algebraischen Viel-

fachheit.
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Beweis. Der erste Teil des Korollars ist bereits gezeigt (warum?).
Zum Beweis der zweiten Aussage sei \g € C Eigenwert einer Matrix
A € M(n,n,C) der geometrischen Vielfachheit & < n. Dann existiert
cine Basis (v, ..., v(*)) des Eigenraums E),.
Die Matrix A représentiert (bzgl. der kanonischen Basis) eine lineare
Abbildung L: C" — C" mit

L(X(i)) =v?, i=1, ..., k.

Nun wird die Basis des FEigenraums zu einer Basis B =
(vD, ..., v® yED) v des C" ergiinzt und die Matrixdarstel-
lung B der linearen Abbildung bzgl. dieser Basis betrachtet. Nach Ab-
schnitt 9.2 geht B aus A durch eine Ahnlichkeitstransformation hervor,
Ao ist auch Eigenwert von B mit geometrischer Vielfachheit & (vgl. 7)).
Ist 1 < i < k, so stehen in der " Spalte von B die Koordinaten von
L(v')) bzgl. der Basis B, es ist also

(AO 00 ... 0 bigyry --- Dbiy \
0 A O ... 0 bogerny ..o boy
0 0 0 ... 0 Dbysnyrst) - Dgstym
\ 0 00 .. 0 by o b )

Nach dem Laplaceschen Entwicklungssatz (Satz 8.6.2) folgt unmittel-
bar (wie?), dass die algebraische Vielfachheit von Ay mindestens k sein
muss. L]

15.2 D iagonalisierbare Matrizen (Hauptachsentransforma-
tion)
Verfolgt man den Beweis von Korollar 15.1.1 (d.h. betrachtet man

die Gestalt der Matrix B in Beweis des Korollars), so stellt sich
die Frage nach der Diagonalisierbarkeit quadratischer Matrizen. Ist
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(M0 . 0 o)
0 X ... 0 0
B=S"1AS mit B=
0 0 Aot 0
0

\0 0

)\n)
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A € M(n,n,C), so hofft man, A (unter geeigneten Vorausseetzungen)
mit Hilfe einer regularen Matrix S € M (n,n,C) zu transformieren auf

Daraus konnte man nach dem oben Gesagten beispielsweise direkt
schliefen, dass A1, ..., A, (nicht notwendig verschieden) die Eigenwerte
von A sind.

Beobachtung. Gibt es eine solche Transformation, so schreibt man S
als Tupel von Spaltenvektoren,

S=(xyVy® . y).

Es ist B = S7'AS &quivalent zu SB = AS, also

[ A 0 0 0 )
0 A ... 0 0
v y@ ) = Ay y@ Ly
0 0 Aict 0
\ 0 0 0 A
und man erkennt
(v ® 2ov® . Av®) = (AvD Av® . Ay®) |

Die Spaltenvektoren der Transformationsmatrix sind Eigenvektoren
von A. Man erkennt weiter: Ist L: C" — C" die lineare Abbildung
x +— Ax (Darstellung bzgl. der kanonischen Basis), und betrachtet
man diese Abbildung in den Koordinaten bzgl. der Eigenvekto-
ren, d.h. relativ zu der Basis (v, v®, ... v(") so ist L in jeder
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Komponente einfach eine Streckung um den entsprechenden Eigenwert.

Es ist aber nicht jede Matrix diagonalisierbar, aus dem bisher Ge-
sagten kann lediglich entnommen werden:

Satz 15.2.1

i) Eine Matrix A € M(n,n,C) ldsst sich genau dann
auf Diagonalform transformieren, wenn sie n linear
unabhdngige Eigenvektoren hat. Die Spaltenvektoren
der Transformationsmatrix sind genau obige Eigen-
vektoren, in der Diagonalmatriz stehen die zugehdri-
gen Eigenwerte (nicht notwendig verschieden,).

it) Fine Matrizc A € M(n,n,C) ist genau dann diago-
nalisierbar, wenn fir jeden Eigenwert die algebrai-
sche Vielfachheit gleich der geometrischen Vielfach-
heit ist.

Man sieht es in der Regel einer Matrix A nicht ohne Weiteres an, ob
sie eines der Kriterien zur Diagonalisierbarkeit erfiillt.

Impliziert eine spezielle Struktur einer Matrix deren Diago-

nalisierbarkeit?

Zur Beantwortung dieser Frage sei folgender Satz vorausgeschickt:



Kapitel 15. Spektraltheorie quadratischer Matrizen 369

Satz 15.2.2
Die Matriz A € M(n,n,R) habe reelle Eintragungen.

i) Ist \=a+1i0, a, § € R, ein komplexer Eigenwert
von A, so ist auch die konjugiert komplexe Zahl A
Figenwert von A.

it) Ist v.— a+ib € C", a, b € R", ein komplexer
Figenvektor zum FEigenwert A von A, so ist Vv .= a—
1b Figenvektor zum FEigenwert \ von A.

Beweis. Die erste Aussage ist wieder eine Konsequenz aus der Tatsa-
che, dass fiir ein reelles Polynom mit A € C auch X eine Nullstelle ist
(vgl. Kapitel 7.1). Zum Beweis der zweiten Aussage beobachtet man

A(a—ib) = A(a+ib) = Aa+i\b = da — iAb = A\(a — ib) ,

wobei ausgenutzt wurde, dass A, a und b nur reelle Eintragungen
haben. ]

Korollar 15.2.1

FEs sei A € M(n,n,R) eine symmetrische Matriz mit
reellen Eintragungen. Dann gilt

i) Die Figenwerte von A sind reell und damit auch die
FEigenvektoren.

i1) Figenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten stehen
senkrecht aufeinander.

Beweis. Es sei A € M(n,n,R) symmetrisch, d.h. A = AT und es sei
ein Eigenwert von A, v # 0 ein zugehoriger Eigenvektor. Es gilt also
Av = Mv und damit vTAT = )\vT |

AV = V.
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Es folgt aus der Symmetrie von A

viv = vIA'Y = viAY = vV

My,v) = A
My, v) .

Also ist A = A, der Eigenwert ist reell.
Sind nun v und w Eigenvektoren zu A € R bzw. u € R, A # pu, so
gilt

A=—pv'w = Ww—-viuw = v Alw— v Aw

es sind v und w orthogonal. ]

Bemerkung. Am Beispiel einer reellen Drehmatrix sieht man, dass
ein Analogon fiir nicht-symmetrische Matrizen nicht richtig sein kann.

Als Hauptergebnis dieses Abschnittes folgt schlieflich

Satz 15.2.3 (Hauptachsentransformation)

Fine symmetrische reellwertige Matrix A € M(n,n,R)

st diagonalisterbar.

Bemerkungen.

i) Die Transformationsmatrix ist eine Matrix S, deren Spaltenvekto-
ren aus einem Orthonormalsystem von Eigenvektoren besteht. Die
Matrix ist orthonormal, es gilt ST = S~!. Es folgt det S = +1,
durch Spaltenvertauschung kann det S = 1 erreicht werden, S ist
dann eine Drehmatrix.

i1) Eine anloges Resultat gilt fiir Hermitesche Matrizen A €
M(n,n,C), d.h. (vgl. Kapitel 8.1) Matrizen mit der Eigenschaft

A= A=A

ii1) Der Name Hauptachsentransformation bekommt in néchsten Ab-
schnitt eine geometrische Interpretation.
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Beweisidee. Zu einem reellen (vgl. Korollar 15.2.1) Eigenwert A\; wéhle
man einen Eigenvektor v der Lénge eins und ergédnze ihn zu einer Or-
thonormalbasis (y, w® ,ﬂ(”)). Ist M die Matrix mit diesen Spal-
tenvektoren, so gilt

MTAM = T A(X w® ﬂ(”))

vy viAW® L yATw®
Aw) Ty (w)TAw@ o (w?)T Aw™)
\ ATy (w)TAw® . (w)TAw) |

Da v auf die Lidnge eins normiert ist und senkrecht auf w9, i = 2,

.., n, steht, ist der oberste Eintrag in der ersten Spalte A, alle ande-
ren verschwinden. In der ersten Zeile beachtet man, dass aufgrund der
Symmetrie von A fiir i =2, ..., n gilt

XTAE(Z') — (ATX)Tﬂ(i) _ (AX)TE(@ —wiw® =0 7

wobei in der letzten Gleichheit wieder die Orthogonalitit ausgenutzt
wurde. Es ist gezeigt



372 Kapitel 15. Spektraltheorie quadratischer Matrizen

[ 0 0 \
| 0 AR L () A
\0 (W) Aw® . (w) Aw |

wobei die verbleibende (n —1) x (n — 1) Restmatrix aufgrund der Sym-
metrie selbst wieder symmetrisch ist. Induktiv kann der Satz bewiesen
werden, wenn die Orthogonalitit von Eigenvektoren zu verschiedenen
Eigenwerten (Korollar 15.2.1, 7)) beriicksichtigt wird und wenn fiir
Eigenrdume mit Dimension gofler als 1 eine Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren gewéhlt wird (vgl. das Gram-Schmidtsche Verfahren,
Kapitel 6.2). O

Beispiel. Man betrachte die symmetrische Matrix

1 3 0
A=|3 -2 -1 | € M(3,3,R).
0 -1 1

Die Eigenwerte von A berechnen sich zu Ay = 1, Ay = 3und \3 = —4. Zu
A1 und Ao findet man die auf Einheitslange normierten Eigenvektoren

Einen (normierten) Eigenvektor zum dritten Eigenwert erhélt man di-
rekt aus der Aussage, dass Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten
senkrecht aufeinander stehen (Korollar 15.2.1)

-3
1
3) — v (2) —
VIV =VUOXVEY == 5
V35
1

—
0
-+
n
I
~
<
<
)
1<
©
N~—
0
o
o
@
=
o)
o)
=
=
S
=
I
=
)
N
N
e
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15.3 Anwendung auf Quadriken (Normalformen von Qua-
driken)

Mit Hilfe der Hauptachsentransformation sollen nun Losungsmengen
quadratischer Gleichungen in n Unabhéngigen, sogenannte Quadriken,
geometrisch charakterisiert werden. Es sei also ein quadratisches Poly-
nom ¢(x): R” — R gegeben,

g(x) = x"Ax+b'x+c

n

n

ij=1 i=1
Hierbei sind A = (a;;) € M(n,n,R), b € R" und ¢ € R vorgegeben.
Wegen
aijﬂfiél?j + Cljil'jﬂfi = (%)xzxj + (%)QZ]I’Z

bleibt die Gleichung erhalten, wenn A durch (A + AT)/2 ersetzt wird.
Mit anderen Worten kann o.E. angenommen werden, dass A symme-
trisch ist, A = A”. Untersucht werden soll die geometrische Struktur
der Nullstellenmenge, also von

{xeR": ¢q(x) =0} .

Die Vorgehensweise soll exemplarisch anhand von zwei Beispielen vor-
gestellt werden:

Ein zweidimensionales Beispiel. Es sei n = 2,

2 2 —2
A= e M(2,2,R), b= , c=—06,
2 —1 1
und es sei
x'Ax+blx+c=0, xeR?.
Die Gleichung kann auch geschrieben werden in der Form
2xf—x§—|—4a¢1x2—2x1—|—x2—620.

In dieser Form ist keinesfalls ersichtlich, wie die Lésungsmenge aus-
sieht, die Gleichung muss zunéchst geeignet transformiert werden.
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Dazu wird im ersten Schritt A diagonalisiert, d.h. zu bestimmen sind
die Eigenwerte und eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren. Dies ist
nach Satz 15.2.3 moglich, da A symmetrisch ist. In dem Beispiel ist das
charakteristische Polynom

XaA) = (2= A)(=1-X) 4= - \—6,

es existieren die beiden (einfachen) Nullstellen \; = 3 und Ay = —2,
eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren ist gegeben durch

Die Matrix bestehend aus diesen Spaltenvektoren,

1 (2 -1
g = — ,
vil1 2

bringt A iiber die Transformation (es gilt S~! = ST)

0
STAS =B =
0 —2

auf Diagonalgestalt. Die Koordinaten von x bzgl. der Basis (X(l), X<2))
sind nach Satz 9.2.1 gegeben durch

y=8Tx, also x =29y,

und es gilt

x! Ax = yTSTASX = XTBX .
Zudem ist
b'x =b'Sy =:d'y = —=(-34)y,

die Gleichung transformiert sich zu
y' By+d'y-6=0,

oder ausfiihrlich

3 4
3yf—2y§——y1+—y2—6:0.

V5T V5
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Im néchsten Schritt transformiert man die Gleichung mittels einer qua-
dratischen Ergénzung auf

St SE S PR CE )

1 712 172 23
N5 /5 2

also

Setz man schlie3lich

1 /
Zl-—yl_ﬁy 22-—92——, a: = gy

so transformiert sich die Gleichung auf die Normalform

2 2
4.8 _,

2 2 )
a b

die Losungsmenge ist eine Hyperbel.

Geometrische Interpretation. (vgl. die Abbildungen 15.1-15.3)

i) Ausgehend von einem Losungsvektor x (seiner Darstellung
bzgl. der Standardbasis) wird im ersten Schritt eine Hauptach-
sentransformation durchgefiihrt. Der transformierte Koordinaten-
vektor y gibt die Koordinaten bzgl. der neuen Orthonormalbasis
(v), v(?)) aus Eigenvektoren von A an. Dabei ist die Reihenfolge
von v, v(?) so gewihlt, dass det S = 1 gilt, die Basis (v(!),v(?)
geht durch eine Rotation aus der kanonischen Basis hervor.

Die neuen Koordinatenachsen bzgl. derer das Problem angegangen
wird sind in Abbildung 15.1 blau angedeutet.

i1) Die quadratische Ergénzung im zweiten Schritt zusammen mit der
Einfithrung von z1, 2o entspricht einer Translation des Ursprunges
des Koordinatensystems in den Punkt

Ist namlich

x = v 4+ 9ov?® = 0 + 2 v 4 2pv®
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Abbildung 15.1: Die Hauptachsentransformation entspricht einer Rotation der Basis-
vektoren.

und ist (Koordinaten bzgl. der Basis (v(V), v(?)))

1 1
0=—~v 4 v,
—  2/5 NG

1 1
1 = = Zo — _ .
NG 2= s

so ist

Abbildung 15.2: Zur Verschiebung des Ursprungs des Koordinatensystems.

Die Losungsmenge ist eine Hyperbel, deren Achsen durch das in
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Abbildung 15.2 rot angedeutete Koordinatensystem gegeben sind.
(vgl. auch Abbildung 15.3).

10]

|||||||||||||||||||||||

_10_

Abbildung 15.3: Die Losungsmenge ist eine Hyperbel.

Ein dreidimensionales Beispiel. Es sei n = 2,

5 —2 —4 16

A= —2 8 —2 | €M(B,3,R), b= s |, ec=-19,
—4 -2 5 —20

und es sei

xIAx +blx+c=0, xeR.

Wieder wird zunéchst eine Hauptachsentransformation durch-
gefiihrt, iiber eine elementare Rechnung findet man das charakteristi-
sche Polynom

Xa(A) = =A(A = 9)?,

die Eigenwerte sind A\ = 9 und Ay = 0.
Bemerkung. Das Beispiel unterscheidet sich in zwei Punkten vom

letzten Beispiel: Einerseits ist A\; ein Eigenwert der Vielfachheit 2, an-
dererseits hat die Matrix A nicht vollen Rang, da der zweite Eigenwert
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0 ist.

Berechnet man zwei (Vielfachheit 2!) linear unabhéngige Eigenvek-
toren zum Eigenwert A\, so erhélt man etwa

1 —1
W= 2|, ¥=| 2
—2 0

Aus diesen beiden linear unabhéngigen Eigenvektoren zum Eigenwert
A1 sind mit dem Gram-Schmidtschen Verfahren (vgl. Kapitel 6.2) zwei
orthogonale Eigenvektoren der Lénge eins zu konstruieren, man erhélt

1 —2

1 1

m_ @ _ 2
v 3 21, v 3 2
—2 1

Wie im Beispiel am Ende des letzten Paragraphen findet man einen
orthogonalen Eigenvektor mit Einheitsldnge zum verbleibenden Eigen-
wert {iber das Vektorprodukt,

2
3 _ ) 5 @ _ 1
v =vW xv¥==11
- - - 3
2
Als Transformationsmatrix ergibt sich
1 -2 2

1
S=-
3 2 21
-2 1 2
Die entspechende Drehung des Koordinatensystems fiihrt auf
9y? + 9ys + 24y, — 12y, +19=0,

wieder schlielt sich eine quadratische Ergdnzung an und mit z; :=
y1 +4/3, 25 := yo — 2/3 lautet die Normalform

927+ 925 —1=0.
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Es handelt sich um einen Kreiszylinder mit der z3-Achse als Symme-
trieachse.

Bemerkung. Die Tatsache rg A = 2 < 3 = n spiegelt sich darin wider,
dass keine Komponente z3 in der Normalform auftaucht.

Ubung. Man schlage in der Literatur die Normalformen der Quadriken
im R? und im R? nach.

15.4 Die Jordansche Normalform (Hauptvektoren; Ketten-

bedingung; Jordan-Kéistchen)

Nach Satz 15.2.1 ist eine Matrix genau dann diagonalisierbar, wenn
die algebraische und die geometrische Vielfachheit jedes Eigenwertes
iibereinstimmen. In diesem Paragraphen soll anhand eines typischen
Beispiels die Idee vermittelt werden, wie andernfalls vorzugehen ist.

Beispiel. Eine nicht diagonalisierbare Matrix ist
2 —4 2
A= 0 -2 —2 | € M(3,3,R).
0 8 6

Das charkteristische Polynom von A berechnet sich ndmlich mit Hilfe
des Laplaceschen Entwicklungssatzes (Satz 8.6.2) zu

Xa(A) =det (A—A3) = (2= N)[(=2=X)(6—)\) +16] = (2—))*.

Demnach ist A = 2 die einzige Nullstelle des charakteristischen Poly-
noms und hat die algebraische Vielfachheit a(\ = 2) = 3. Zur Bestim-
mung der Eigenvektoren beobachtet man, dass aus
0 —4 2
(A=AG)v=|0 -4 -2 [v=0
0 8 4
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folgt
1
v=t]| 0 , teR.
0

Die geometrische Vielfachheit ist somit g(A = 2) = 1 und wie behaup-
tet ist A nicht diagonalisierbar.

Nun sei wie zu Beginn des Kapitels das lineare Differentialgleichungs-
system erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten

y =4y
betrachtet. Der Ansatz aus Kapitel 15.1 liefert nur die Losung

sowie deren Vielfache. In der Hoffnung auf eine gréflere Losungsmen-
ge und motiviert durch die in Kapitel 14.2 diskutierte Reduktion der
Ordnung, wird der Ansatz

yD(z) = vOre2 4 v(De2
gemacht, wobei v(?) einen Eigenvektor von A bezeichne — o.E. und
8
nur zur Vereinfachung der Rechnung in diesem Beispiel v(9 = | ¢
0

— und vV geeignet zu bestimmen ist.

Falls X(l) das Differentialgleichungssystem 16st, so gilt

X(O)€2x _|_ X(O)x2€2$ _|_ 2(1)26213 _ X(l)/<1}>
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Als Bedingung an vV ergibt sich
(A— 213)y(1) = v (%)
Umgekehrt gilt: Ist () erfiillt, so 16st X(l) das Differentialgleichungs-

system.

Geniigt v(!) der Bedingung (%), so heifit v(Y ein Hauptvektor erster
Stufe zum Eigenwert \ = 2.

Bemerkung. An der Rechnung erkennt man, dass der einfache Ansatz
y1) = v02e2" nicht zum Ziel fithren kann.

In dem Beispiel lautet das zu l6sende Gleichungssystem

0 —4 2 e 8
0 —4 —2 =10
0 8 4 e 0

Die Losungen sind gegeben durch

In dem Beispiel ist die Differenz zwischen algebraischer und geometri-
scher Vielfachheit 2 (zum einzigen Eigenwert A = 2 der geometrischen
Vielfachheit 1), man sucht noch nach einem Hauptvektor zweiter Stufe,
d.h. per definitionem

(A— 213)X<2) = X(l) . ()
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Mit der fixierten Wahl von vV fithrt das auf das Gleichungssystem

0 —4 2 o? 0
0 —4 —2 WP =1 -1
0 8 4 ol 2
Ein Hauptvektor zweiter Stufe ist
0
vi? =1 1/8
1/4

Analog zu Kapitel 15.2 wird nun die Matrix S,

8 0 0
S=w"vWv®) =10 -1 1/8

0 2 1/4

gebildet. S besteht jetzt nicht mehr aus einer Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren, die ja nicht existiert, sondern aus einem Eigenvektor,
einem Hauptvektor erster Stufe und einem Hauptvektor zweiter Stufe,
die iiber eine Kettenbedingung (d.h.iiber die Bedingungen (x) und (xx))
miteinander verkniipft sind. S ist dementsprechend nicht mehr zwin-
gend orthonormal, dennoch ist S reguldr und in Analogie zu Kapitel
15.2 wird die transformierte Matrix

J=S"1A8

untersucht. Die konkrete Berechnung ergibt

1/8 0 0
ST'=1 0 -1/2 1/4
0 4 2
sowie
210
J=1021

00 2
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Die transformierte Matrix J ist zwar nicht mehr von Diagonalgestalt,
hat aber dennoch eine besonders einfache Struktur. Allgemein nennt
man eine Matrix der Form

()\100...00\
OAXx10... 00

0000 ... A1
\oooo...ox)

ein Jordan!-Kéistchen.

Es gilt:

Satz 15.4.1 (Jordansche Normalform im einfachsten Fall)

Es sei A € M(n,n,C) und X sei der einzige Figenwert
der Matrix A. Es habe \ die geometrische Vielfachheit
g(\) = 1 und die algebraische Vielfachheit a(\) > 1.
Dann transformiert die Matriz S, die genau wie im obi-
gen Beispiel aus einem Eigenvektor und aus Hauptvek-

toren (bis zur Stufe a(\) — 1) besteht, die Matriz A auf
ein Jordan-Kdstchen J(\), d.h.

STAS = J(N) .

Bemerkung. In seiner allgemeinen Form ist der Satz von der Jordan-
schen Normalform wesentlich komplexer: Hat A mehrere Eigenwerte, so
zerfallt die transformierte Matrix in verschiedene Jordan-Késtchen. Ist
die geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes grofier als 1, so zerfal-
len diese im Allgemeinen in weitere Jordan-Késtchen, deren Dimension

1C. Jordan, 1838-1922; Paris.



384 Kapitel 15. Spektraltheorie quadratischer Matrizen

in der Regel erst nach der Berechnung der Hauptvektoren bekannt ist.
Ist etwa g(A\) = 2 und a(\) = 4, so ist zunédchst nicht klar, ob man je
einen Eigenvektor und ein zugehorigen Hauptvektor erster Stufe oder
einen Eigenvektor und einen Eigenvektor mit einem Hauptvektor erster
und einem Hauptvektor zweiter Stufe zu betrachten hat.
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Kapitel 16

Systeme linearer gewohnlicher
Differentialgleichungen erster
Ordnung

Zunichst sei als Beobachtung festgehalten, dass die Diskussion von
Systemen gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung die Be-
trachtungen aus Kapitel 14 verallgemeinert. Ist ndmlich

y™ = f(x,y, 9/, ..., y"Y) (1)

ter

eine explizite Differentialgleichung n'" Ordnung und wird das zugehori-

ge Anfangswertproblem mit

?/(950) = Yo
' (z) = yV
Y D(zg) =y 2)

betrachtet, so ist dies dquivalent zum Anfangswertproblem fiir das Sy-
stem gewoOhnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung

Yy = Y
yé = U
y;L = f(xaylv"wyn) (3)

387
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mit den Anfangsbedingungen

yi(zo) = o
W
Ya(wo) = Yo
ynlzo) = w V. (4)

Die Aquivalenz der Anfangswertprobleme (1), (2) und (3), (4) wird in
den Ubungen besprochen.

Als Gegenstiick und Verallgemeinerung zu Kapitel 14 werden im
Folgenden Systeme gewohnlicher linearer Differentialgleichungen erster
Ordnung untersucht.

16.1 Systeme linearer gewohnlicher Differential-
gleichungen erster Ordnung (homogenes, inhomo-
genes System; Fundamentalsystem; allgemeine Lo&sung; Wronski-
Determinante; Reduktion der Ordnung; Variation der Konstanten;

Fundamentalmatrix)

In diesem Abschnitt wird stets das lineare System erster Ordnung

y = A(x)y +r(x) (%)
betrachtet. Dabei ist x € I, I ein verallgemeinertes Intervall und die
gesuchte Losung y eine Funktion y: I — R", n > 1, d.h.

/ yl(iv) \

y2()

\ yn@ )

Es ist A(x) € M(n,n,R) fir jedes x € I, also

aji(x) ... ap(x)

A(z) =

an1(x) ... apg(x)
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Dabei sei ausdriicklich betont, dass die Koeffizienten a;;, 1 < 4,5 < n
nicht konstant sein miissen und von x abhéngen koénnen. Die Funktion
r(x) ist wie die gesuchte Funktion y(x) eine vektorwertige Funktion
I — R" und das System lautet ausfiihrlich

v = an(x)yr + -+ ap @)y, + ri(z)

y;l = anl(x)yl + e ann(x)yn + ’I“n(l') :

Um den Losungsraum von (x) zu charakterisieren, benttigt man den
Begriff der linearen Unabhéngigkeit, der wortlich aus Kapitel 14 iiber-
nommen werden kann (vgl. Definition 14.2.1, die anschlieenden Be-
merkungen iibertragen sich ebenfalls)

Definition 16.1.1

Es sei I C R ewn verallgemeinertes Intervall. Die Funk-
tionen yU, ..., y®: I — R" heifen linear unabhingig
auf I, ﬁlls aus

ch(1>(a:)+CQX(2)(x)+- : -+ckX(k)(x) =0 firalle xel,
¢ €eR,i=1, ..., k, stets folgt
cp=cp=---=c¢.=0.

Sonst heifien die Funktionen linear abhingig auf I.

Bemerkung. Die Notation y, ..., y® zur Bezeichnung der Funk-
tionenfamilie dient nur zur f)urchnun?merierung und hat nichts mit
hoheren Ableitungen zu tun. Da in diesem Kapitel nur Ableitungen
erster Ordnung auftreten, kann es zu keinen Verwechslungen kommen.
Tiefgestellte Indizes bezeichnen im Folgenden wie iiblich die Kompo-
nenten einer vektorwertigen Funktion.

Auf die eindeutige Losbarkeit des Anfangswertproblems (vgl. Satz
14.1.1) wird spéter in einem allgemeineren Kontext eingegangen wer-
den, fiir das lineare homogene System, d.h.

Xl = A(x)X ()
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sei an dieser Stelle festgehalten (vgl. Satz 14.2.1):

Satz 16.1.1

Die Funktionen a;j(x): I — R, 1 <1i,5 < n seien stetlig
auf I. Dann besitzt das homogene System (xx) auf I ge-
naw n linear unabhdingige Losungen X<1)7 X(2)7 , X(”).
Jede Losung des homogenen Systems auf I ist von der
Form

fiir alle x € I, wobei die ¢;, + = 1, ..., n, reelle Kon-
stanten bezeichnen.

Bemerkung. Wieder heiflen n linear unabhingige Losungen ein
Fundamentalsystem und die allgemeine Losung besteht aus allen
Linearkombinationen eines Fundamentalsystems.

Auch das Kriterium zur Priifung auf lineare Unabhéngigkeit von
Losungen ist vollig analog zu Kapitel 14 zu formulieren (vgl. Satz
14.2.2), die anschlieBenden Bemerkungen behalten wiederum ihre
Giiltigkeit.
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Satz 16.1.2

Es sind n Losungen vV, ..., y™ des homogenen Sy-
stems (xx) auf I genaﬂ dann linear unabdngig, wenn fiir
(mindestens) ein x € I die Wronski-Determinate

yi(@) yP @) ... y(@)

vy (@) yP (@) ... y(@)

y'\(@) y@(z)

von Null verschieden ist.

Bemerkung. Zu Beginn dieses Kapitels wurde eine explizite Differenti-
algleichung n'*" Ordnung auf ein System erster Ordnung zuriickgefiihrt.
Man {iiberpriife, dass dabei Satz 14.2.2 in Satz 16.1.2 iibergeht.

Beispiel. Fiir z > 0 und n = 2 sei das lineare homogene System
1 1
Cx(a2+1) 22(22+1)
7 22° + 1
2 +1 z(22+1)

y =A(z)y mit A(x)=

betrachtet, d.h. ausfiihrlich

1 1

/ f— _——

o= x(x? + 1)y1 i x?(2? + 1)y2

r 2 n 2% + 1

Yo = x2+1y1 $($2+1)y2 .

Mit
1 —1/x
yW () = . yP) = , x>0,
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berechnet man leicht

1 1
y(D/(aj) _ 0 _ (a2 +1) 2222 +1) 1
= 1 x? 202 + 1 X
24+1  z(z?2+1)
= Afx)yV (=)
sowie
1 1
y(Q)I(x) _ 1/x? _ Cx(2241) 2222 +1) —1/z
= 9p z? 212 41 22

a2 +1 z(a?+1)
= A(z)y?(x).

Sowohl y(M(z) als auch y®(z) lésen also fiir # > 0 das betrachtete
System,_zur Beantwortur?g der Frage, ob damit ein Fundamentalsy-
stem von Losungen gefunden ist, d.h. ob die beiden Funktionen auf
I = (0, 00) linear unabhéngig sind, wird die Wronski-Determinante be-
rechnet:

1 —1/x
X LU2

es handelt sich also tatsdchlich um ein Fundamentalsystem.

Wie findet man (zumindest prinzipiell) ein Fundamentalsy-

stem?

Ist A(x) auf I stetig (d.h. sind alle Komponentenfunktionen stetig),

so fixiere man xy € I. Weiter betrachte man die kanonische Basis (9(1),

., ™) des R" und l6se die n Anfangswertaufgaben auf I (wie bereits
erwéihnt, existiert jeweils eine eindeutige Losung)

/
X(k) — A(I)X(k) :
X(k)(:rzo) —e®, k=1 ..., n.

@
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Satz 16.1.3

Die so konstruierten Losungen X(k), k=1, ...,n, bilden
ein Fundamentalsystem von (xx ), die allgemeine Losung
dieses homogenen Systems lautet

vy @) =Y ay®@), aeR, k=1, .., n.
k=1

Beweis. Ubung. [

Welche praktische Hilfe gibt es bei der Suche nach einem

Fundamentalsystem?

Zu Beginn von Kapitel 15.4 fiihrt im Spezialfall eines Systems mit
konstanten Koeffizienten ein geeigneter Ansatz von einer bekannten
Losung auf eine weitere (unabhéngige) Losung. Ein entsprechender
Ansatz, genannt Reduktion der Ordnung, wird nun fiir das System
(#%) gemacht, in dem die Koeffizienten der Matrix A Funktionen der
unabhéngigen Variablen x sind.

Dazu nimmt man an, dass eine Losung X(O)(m) des homogenen Sy-

stems bereits bekannt ist und dass ygo)(zr:) # 0 fiir alle € I (natiirlich
kann mit jeder anderen Komponete analog argumentiert werden). Um
mit Hilfe dieser Information eine weitere linear unabhéngige Losung
zu finden, macht man den

Ansatz.

y(@) = w(a)y(z) +z(z),
wobei die skalare Funktion w(z) und die vektorwertige Funktion z(x)
geeignet zu wahlen sind.

Bemerkung. Im Fall des Systems mit konstanten Koeffizienten wurde
im ersten Schritt w(z) = 2 und z(z) = v(Ve gewshlt, wobei X ein
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Eigenwert der nicht diagonalisierbaren Matrix A war. Die bekannte
Losung y'® war in diesem Fall v(¥'e**, wobei v(?) ein Eigenvektor zum
Eigenwert \ war.

Wird obiger Ansatz differenziert, so ergibt sich (da y(© nach Voraus-
setzung das System 16st)

(@) = w'(2)y ) + w@)y " (z) + 2 (z)

also

Ubung. Mit der Wahl w(z) = z und z(z) = v®Ye? die im Fall von Sy-
stemen mit konstanten Koeffizienten moglich war, entspricht die letzte
Bedingung genau der Definition eines Hauptvektors erster Stufe.

Obiger Ansatz liefert genau dann eine Losung des Systems, falls fiir alle
r € lund fiiralle: =1, ..., n gilt

2(x) =Y ap(x)z — w'(@)y(z) . (1)
k=1

Die Idee ist es nun, (1) fiir die ausgezeichnete Komponente i = 1 zu
betrachten. Wahlt man w mit
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die Komponente z; := 0 16st die erste Gleichung. Die verbleibenden

(n — 1) Gleichungen lauten fiir i =2, ..., n (wegen z; = 0):

4= ) aw(@)m - [%Zaw)zk]y@(x)
k=2 v (@) 5

Zusammenfassend ist der Satz gezeigt:

Satz 16.1.4 (Reduktionsverfahren)

Mit obiger Notation (insbesondere sei X@ eine bekannte
Lésung von y' = A(x)y mit yf))(x) # 0 fir alle x € T)

setze man firi, k=2, ..., n:

)
bik(z) = a(z) — alk(az)zgo)(x) .

Die Funktion z(x): I — R"! sei eine Losung von

z =B(@)z, B=(bi)e<ik<n
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wober man schreibe

()

IN
I

)

und die Notation Bz somit offensichtlich ist.

[0 )

29()

Dann ist y: I — R",

y(@) = w(@)y(z) +

=)
mit (xo € 1)

T 2k a()zi(2) q
w00

eine (auf I) von X( linear unabhdngige Losung des ur-
spriinglichen Systems.

i

w(x) :

0)

Beispiel. Es sei n = 2, I = R und das zu untersuchende Differential-
gleichungsystem laute
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Wie in Satz 16.1.4 wird zur Reduktion der Ordnung gesetzt:

O)(
baa (1) = ag(z) — G12($)y%T() =T,

v (2)
es ist die Differentialgleichung

Zh = T29
zu untersuchen, als eine Lésung findet man
zo(x) = 5
Es berechnet sich die Funktion w zu (xy = 0)

. N a12(t>22(t) _ * eé
w(x) —/0 —y§0)(t) dt = /0 dt ,

R 1 0
y(z) = —/ e 2 dt +
- 0

T 6x2/2

woraus

folgt. Eine Probe (~ Ubung) zeigt, dass in der Tat eine weitere (linear
unabhéngige) Losung gefunden wurde.

Bisher wurde eine Frage noch nicht diskutiert:

Wie findet man eine spezielle Losung des inhomogenen Sy-

stems ()7

Der Ansatz ist analog zu Kapitel 14.4 eine Variation der Konstanten.

Notation. Ist X(l), ceey X(") ein Fundamentalsystem von Losungen des
homogenen Systems

y =Ax)y,
so nennt man die Matrix bestehend aus diesen Spaltenvektoren,

) ... y"x)) =

h<

i
<
S
<
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eine Fundamentalmatrix. Weiterhin wird aus reellen Konstanten ¢4, .. .,
¢, der Vektor

8]
c=| : | eR"
Cn

gebildet. Man beachte, dass mit dieser Schreibweise gilt
M(n,n,R)>Y" = A(2)Y,
R"sY(z)c = ayP(@) +---+ cnz(")(a:) :
Der Ansatz fiir eine spezielle Losung von
y' = A(z)y +r(z)
lautet fiir eine auf I differenzierbare vektorwertige Funktion k(z)
y® (@) = Y(2)k(x) .
Differentiation ergibt (da Y Fundamentalmatrix ist)
yW(@) = Y@k + Y@K @)
= A2)Y(2)k(z) + Y (2)k (z)
= A(x)y" () + Y (0)K (2) .

Also 16st X(s) () genau dann die inhomogene Differentialgleichung, wenn
gilt (die Integration ist komponentenweise zu interpretieren)

Y(z)k'(z) = r(z), das bedeutet
k(z) = g—l—/ [Y(t)}_lg(t) dt, ceR", zy€el,

wobei eine Fundamentalmatrix stets invertierbar ist (warum?). Es ist
gezeigt:
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Satz 16.1.5

Auf I ser das inhomogene System

y = A(x)y +r(z)

betrachtet, wobei die Daten (A(x) und r(x)) stetige Funk-
tionen auf I seien. Es sei Y (x) eine Fundamentalmatriz
des zugehorigen homogenen Systems. Dann kann die all-
gemeine Losung des inhomogenen Systems geschrieben
werden als (xg € 1)

X(inhom)(x) _Y(2)|e+ /x [Y(t)]_1£<t> dt| . cer.

0

Bemerkungen.

i) Es sei daran erinnert, dass die allgemeine Losung des homogenen
Systems geschrieben werden kann als

y"" =Y(z)e, ceR".

i1) Eine spezielle Losung des inhomogenen Systems ist wie oben be-
wiesen

iti) Wird das Anfangswertproblem mit

y(z0) =y

betrachtet, so ist ¢ = [Y(a:o)]_ly(o) zu wihlen.

Beispiel. Betrachtet sei fiir z > 0 das System

y = A(z)y +r(z)



400 Kapitel 16. Systeme gew. linearer DGI. erster Ordnung
mit
1 1
r(z?2+1) 22(2?2+1) 1/x
A(z) = ) ) , r(r) =
2+1  x(2?2+1)

Es wurde bereits gezeigt, dass

1 —1/x
X(l)(l’) = und X@)(a:) =

i 5132

linear unabhéngige Losungen des homogenen Systems sind, eine Fun-
damentalmatrix des homogenen Systems ist

1 —1/x
Y(z) =
x  x?
Man findet
2
~1 1 T 1/£U
X T 1

sowie mit der Wahl zop =1

dt

IR O . G

/x 1 t+1/t




Kapitel 16. Systeme gew. linearer Dgl. erster Ordnung 401
Eine spezielle Losung des inhomogenen Systems ist nach Satz 16.1.5

) — 1 —1/z In(z) _ In(z)

B v x? 0 xIn(x)

Dies kann wieder mit einer Probe (~ Ubung) verifiziert werden.

16.2 Systeme mit konstanten Koeffizienten

In diesen Abschnitt soll zusammengefasst werden, wie im Fall von Sy-
stem mit konstanten Koeffizienten die allgemeine Lésung explizit kon-
struiert werden kann. Es wird stets das System

y =Ay, AeM(n,nR),
auf I = (—o00,00) betrachtet. Im Wesentlichen kénnen drei Szenarien

auftreten, wobei die Félle in der Regel gemischt auftreten.

Fall 1. Die Matrix A ist diagonalisierbar, wobei alle Eigenwerte und
die zugehorige Basis aus Eigenvektoren reell sind.

Diese Situation wurde bereits zu Beginn von Kapitel 15, HMI 2,
studiert, zur Erinnerung sei an dieser Stelle ein Beispiel ercrtert: Es sei

2.0 0
A=|o021 | €MB3R).
001

In Kapitel 15.1, HMI 2, wurde nachgerechnet, dass A die Eigenwerte
A1 = 2 und Ag = 1 hat und dass die zugehorigen (reellen) Eigenrédume
gegeben sind durch

Ey—os={veR’: v3=0}

sowie

E)Q:l:{tﬂitER}, w = 1
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Mit
1 0 0
0 0 —1

ist eine Basis aus Eigenvektoren gefunden, die allgemeine Losung des
Systems ist (¢1, co, c3 € R)

X(x) — Clz(l)eh + CQX(Q)SM + ng(g)em .

Fall 2. Die Matrix A ist zwar diagonalisierbar, aber nicht im Reellen.

Da man aber an reellen Losungen des Systems interessiert ist, muss
dghnlich wie im dritten Beispiel, Kapitel 14.3, HMI 2, argumentiert wer-
den. Mit X ist auch \ Eigenwert (Eigenvektoren v und ¥, vgl. Satz
15.2.2, HMI 2) und man erhélt aus zwei komplexen Lésungen

die reellen (nachrechnen!) Losungen

1
X(l)(x) = ReveV = §(V€Ax+ve”),
1 _
X(Q)@S) = Im Xe)‘” = Z(XeAx_YGAx)
Lautet das System etwa
/ 1 -1
y =4y = Y.
4 1

so bestimmt man zunéchst als Eigenwerte und Eigenvektoren der Ma-
trix A
1

M=1+2i, vl = :
—2i

No=1-2i, v®=
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Rechnet man im Komplexen, so ergibt sich als Fundamentalsystem un-
mittelbar

Z(1)(1,) _ e(1+2i)x ! 7
—21
. 1
Z(2)($) _ e(l—?z)x
21
Im Reellen betrachtet man
X(l)(aj) _ 1[6(1+2i)x 1 _|_€(1—2i)x 1 ]
2 2 2
Lo 2 ) sin(2 !
= 3¢ (cos(2z) + isin(2z)) L

+(cos(2z) — isin(2z)) 21 ]

1, [ 2cos(2x)

= —e
4sin(2z)
. [ cos(2z)
= ¢
2sin(2x)

Als linear unabhéngige reelle Losung findet man analog

sin(2z)
X(Q)(x) =e" )
—2 cos(2x)
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mit anderen Worten ist die allgemeine (reelle) Losung

c1 cos(2x) + co sin(2z)
X(x) = e’ , 1, s €R.
2¢ sin(2x) — 2¢y cos(2x)

Fall 3. Die Matrix A ist nicht diagonalisierbar.

Dieser Fall sei anhand des einfithrenden Beispiels aus Abschnitt 15.4
diskutiert, es sei also

Als Eigenvektor und Hauptvektoren (zum einzigen Eigenwert A = 2)
erster und zweiter Stufe (die einer Kettenbedingung geniigen) wurden
gefunden

8 0 0
vO=1 o[, vW=| 1|, v®@=] 178
0 2 1/4

Ebenso wurde bereits verifiziert, dass
X(O)(x) _ X(0)6256 : X(l)(x) _ X(O)ZL‘GQx + X(1)6295

linear unabhéngige Losungen sind. Mit Hilfe des Hauptvektors zweiter
Stufe konstruiert man analog eine dritte linear unabhéngige Losung
(Probe!):

7202 +X(1)£62x oy e

1
y?(@) =y I



Teil VII

Analysis von Funktionen mehrerer
Veranderlicher
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Kapitel 17

Differentialrechnung von
Funktionen mehrerer
Veranderlichen

Vorweg sei betont, dass es sich hier aus verschiedenen Griinden um
einen zentralen Teil der Vorlesung handelt:

i) Die Beschreibung von realen Vorgéngen geschieht in der Regel
iiber die Analysis von Funktionen mehrerer Verdnderlicher, eindi-
mensionale Betrachtungsweisen greifen oft zu kurz;

i1) die Geometrie von Abbildungen f: R™ — R” kann lediglich
mit sehr beschrankten Hilfsmitteln der Anschauung zugénglich ge-
macht werden;

iti) wichtige Aspekte dieses Teils entbehren eines eindimensionalen
Analogons;

iv) schliefflich gehen die folgenden Betrachtungen weit iiber den iibli-
cherweise behandelten Schulstoff hinaus.

17.1 Kurven im R" (differenzierbare Kurve; Tangentenvektor; re-
gulire Kurve; singulirer Punkt; Spur; Doppelpunkt; Rektifizierbar-

keit; Bogenlinge; Parametertransformation)

Bevor die Analysis von Funktionen f: R™ — R" im allgemeinen Fall dis-
kutiert wird, soll zunéchst der Spezialfall m = 1 angesprochen werden,
d.h. das Urbild (der Definitionsbereich) der betrachteten Funktionen

407
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ist eine Teilmenge der reellen Achse. Dies ist einerseits eine wesentli-
che Vereinfachung, andererseits wird hier ein wichtiger geometrischer
Begrift vorgestellt, ndmlich:

Definition 17.1.1

i) Unter einer Kurve im R", n > 2, versteht man eine
stetige Abbildung v: I — R",

( 71 (%) \

v(t) = : , tel,

\ () )

wober I C R ein (verallgemeinertes) Intervall be-

zeichnet.

i1) Fine Kurve v heifit differenzierbar (bzw. stetig dif-
ferenzierbar), wenn alle Funktionen (Komponenten)
Y, 1 < k < n, differenzierbar (bzw. stetig differen-
zierbar) sind.

iit) Ist vy differenzierbar, so heifst

(o) )

v (t) = : , tel,

L)
Tangentenvektor (oder Tangentialvektor) der Kur-

ve v zum Parameterwert t. Im Fall v/'(t) # 0 heifst
v (@) /1Y ()| Tangenteneinheitsvektor.
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i) Ist v: I — R" stetig differenzierbar, so heifit die
Kurve reguldr, falls ~'(t) # 0 fir allet € I. Andern-
falls heifst ein Parameterwert t € I mit +'(t) = 0
singular.

Bemerkungen.

i) Die unabhéngige Variable wird hier mit ¢ bezeichnet, da sie oft
als Zeit interpretiert wird.

i1) Die Losungen der im letzten Kapitel diskutierten Differentialglei-
chungssysteme sind Kurven im R".

i1i) Per definitionem ist eine Kurve eine Abbildung, die Menge v(I) C
R™ heifit Spur der Kurve und ist von der Abbildung selbst zu
unterscheiden. Achtung: Unterschiedliche Kurven kénnen dieselbe
Spur haben.

iv) Eine Kurve muss nicht notwendig injektiv sein, es kénnen Dop-
pelpunkte existieren (d.h. y(t1) = vy(t2) fir t; £ty € I).

v) An “abgeschlossenen Intervallenden” sind die Begriffe Stetigkeit
und Differenzierbarkeit “einseitig” zu interpretieren.

Beispiele.

i) Die Kurve

o= ) e,

sin(t)

hat als Spur die Einheitskreislinie im R?. Die gleiche Spur (zweimal
durchlaufen) hat die Kurve

~ cos(2t)
y(t) = . telo,2n).
sin(2t)
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i1) Es seien a > 0, b # 0 fixiert. Die Kurve

a cos(t)
Y(t) = | asin(t) , teR,
bt

hat als Spur eine Helix (Schraubenlinie) mit Ganghoéhe 27b auf
dem Zylinder x% + 23 = a® (vgl. Abbildung 17.1).

T3

2mh

VOO0

X2

X1

Abbildung 17.1: Eine Helix mit Ganghohe 27b.

iii) Der Punkt 0 = (1) = y(—1) ist ein Doppelpunkt der Kurve
(vgl. Abbildung 17.2)

2 —1
v(t) = , teR.
3 —t

Trotzdem macht der Begriff “Tangentialvektoren zu den Parame-
terwerten ¢ = 1 und £ = —1” Sinn.

iv) Die Neilsche Parabel (vgl. Abbildung 17.3),
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T2

1

Abbildung 17.2: Eine reguldre Kurve mit Doppelpunkt.

V(t) = , teR,

ist im Punkt ¢ = 0 singulér.

v) Ubung: Man betrachte die Kurven «, 7: R — R?,

v(t) = , A1) = :

und skizziere deren Spur. Sind die Kurven reguldr? (Fazit: Ist ei-
ne Kurve “ungeschickt” parametrisiert, so sieht man ihrer Spur
singuldre Punkte nicht an.)

Interpretationen. Genau wie zu Beginn von Kapitel 11 bereits
besprochen, gibt es zwei Interpretationen eines Tangentialvektors an
eine Kurve.

Die Vorstellung bei der geometrischen Interpretation ist, dass der
Vektor +/(t) in die Richtung der Tangente an die Kurve (im Punkt

v(t)) zeigt.
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T2

T

Abbildung 17.3: Die Neilsche Parabel.

Bei der kinematischen Interpretation einer Kurve wird der Parame-
ter t € I als die Zeit aufgefasst, y(¢) € R" als Ort. Dann beschreibt die
Kurve die zeitliche Bewegung eines Punktes im R"”. Beispielsweise kann
der Ort von N Teilchen im R? als Punkt im R"=3" interpretiert werden.
Die Ableitung ~/(t) ist der Geschwindigkeitsvektor zum Zeitpunkt ¢.
Hier wird wieder der Unterschied zwischen einer Kurve und ihrer Spur
deutlich: Der Kurvenbegriff beinhaltet neben der Spur als Bild der
Kurve auch die Information, in welcher Richtung und mit welcher Ge-
schwindigkeit die Spur durchlaufen wird.

R ¥(to)

v

T

v(to)

I

—
to

Abbildung 17.4: Zur kinematischen Interpretation eines Tangentialvektors.

Eine wesentliche geometrische Frage ist:
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Was ist die (Bogen-) Linge einer Kurve?

Bemerkung. Auch wenn man eine intuitive Vorstellung von der Lange
einer Kurve hat, so ist dieser Begriff keinesfalls fiir Kurven definiert,
denen nicht elementargeomerisch eine Lénge zugeordnet werden kann.
Ein analoges Problem gab es zu Beginn von Kapitel 12, in dem der
Fldacheninhalt iiber das bestimmte Integral definiert wurde und nicht
umgekehrt.

Idee zur Definition der Linge. Man approximiere eine Kurve mit
Polygonziigen, d.h. Punkte auf der Spur der Kurve werden (affin) linear
(mit Strecken) verbunden (vgl. Abbildung 17.5).

v(b)

Abbildung 17.5: Zur Rektifizierbarkeit einer Kurve.

Zur préazisen Definition sei in Erinnerung gerufen, dass nach Defi-
nition 12.1.1 Eine Zerlegung Z = {to,t1,...,tn} eines Intervalls [a, 0]
eine Menge von Punkten

a=t0<t1<"'<t]\[=b

ist. Damit wird definiert



414 Kapitel 17: Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Verédnderlicher

Definition 17.1.2

FEs sei v: |a,b] — R" eine Kurve und fiir eine beliebige
Zerlegung Z des Intervalls |a,b] sei

L(Z) = Z [y(Eir1) — (&)l -

Gibt es eine Konstante M, so dass fiir jede solche Zer-
legung L(Z) < M gilt, so heifit v rektifizierbar und

L :=sup L(Z)
z

heif$t die (Bogen-) Linge der Kurve.

Bemerkung. Polygonziige sind rektifizierbar, die Bogenlédnge ist genau
die elementargeometrisch bekannte (~» Ubung). Ansonsten wire die
Definition auch nicht sinnvoll.

Wie kann man die Bogenlédnge einer Kurve praktisch berech-
nen?

Satz 17.1.1

Jede stetig differenzierbare Kurve v: [a,b] — R™ ist rek-
tifizierbar, und ihre Ldnge berechnet sich zu

L - / @)l dt

Beweisidee. Man approximiere obiges Integral (definitionsgeméf) tiber
Riemannsche Summen. ]
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Bemerkungen und Beispiele.

i) Wenn die Bogenldnge sinnvoll definiert ist, muss sie etwa auch bei
der Kreislinie vom Radius r der elementargeometrisch bekannten
entsprechen. Es sei also r» > 0 fixiert und

B r cos(t)
v(t) = , te€0,27], d.h.
rsin(t)
) = —rsin(t)
r cos(t)

Wie erwartet folgt

2m 2m
L= / \/7“2 sin?(t) + r2cos?(t) dt = / rdt = 27r .
0 0

ii) ITm R? sei ein Graph betrachtet, d.h. eine Kurve der Form
v(t) = , telab].
Ist v stetig differenzierbar, so gilt
v (t) = , also
g'(t)

L = / VI (@0 dt .

ii1) Die Kreislinie vom Radius r kann auch mit doppelter Geschwin-
digkeit (oder ebenso mit variabler Geschwindigkeit) durchlaufen
werden. D.h. es sei » > 0 fixiert und

r cos(2t)

V(t) = , telo,n],
rsin(2t)
—r2sin(2t)

r2 cos(2t)
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Nun folgt

L= / \/7“24 sin?(t) + r24 cos?(t) dt = / 2r dt = 27r .
0 0

Wie erwartet bleibt die Lénge invariant.

In Verallgemeinerung des letzten Beispiels stellt sich die Frage nach

Parametertransformationen fur Kurven?

Die geometrische Idee ist in Abbildung 17.6 veranschaulicht, prézise
wird definiert:

T2

//_7
S S

Abbildung 17.6: Eine Parametertransformation.
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Definition 17.1.3

FEs sei ~v: [a,b] — R" eine Kurve, [a, 5] C R ein weite-
res Intervall und p: |o, B] — |a,b] eine bijektive, stetige
Abbildung. Dann ist die zusammengesetzte Abbildung

y:=70¢: [ap —R"

wieder eine Kurve im R" (mit gleicher Spur), 7 geht
aus v durch die Parametertransformation o hervor. ¢
heif$t orientierungstreu (bzw. orientierungsumkehrend),
wenn die Abbildung monoton wdchst (bzw. monoton
fillt). Sind sowohl ¢ als auch die Umkehrabbildung p=*:
[a,b] — [«, 3] stetig differenzierbar, so heifit p eine C'-
Parametertransformation.

Bemerkung. Die geometrischen Eigenschaften (der Spur) einer Kurve
sollten unter Parametertransformation invariant bleiben. Beispielsweise
sollte die Lénge einer Kurve nicht von der speziellen Parametrisierung
abhingen (~ Ubungen).

17.2 Ableitungen (partielle Ableitung; (stetig) partiell differenzier-
bar; die Klasse C'!(U); Richtungsableitung; Nabla-Operator; Gradi-
ent; Tangentialebene; Differential; Jacobi-Matrix; Funktionalmatrix;
totale Differenzierbarkeit; Polarkoordinaten; krummlinige Koordina-
ten; Differentialoperatoren (in krummlinigen Koordinaten); Vektor-
feld; Divergenz; Rotation; Laplace-Operator; héhere Ableitungen;

Vertauschbarkeit von Ableitungen)

Im letzten Paragraphen wurden Kurven im R” diskutiert, d.h. Abbil-
dungen f: R — R". Im Gegensatz dazu sei jetzt zunédchst der Bildbe-
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reich reell, also

x1

f. UCR™ R, U>sx

— f(x) eR.

Im

In diesem Abschnitt ist stets U C R™, m € N, eine offene Menge.

Auf den ersten Blick ist es nicht evident, wie der Ableitungsbegriff
auf den Fall mehrerer Verénderlicher verallgemeinert werden kann —
hier kann kein Differenzenquotient betrachtet werden, da die Division
durch eine vektorwertige Grofie nicht sinnvoll erklért werden kann.

Konzept.

e Man variiert die unabhéngige Variable nur in eine Koordinaten-
richtung e und hilt die anderen Koordinaten fest (vgl. Abbil-
dung 17.7).

e Das so enstandene “Teilproblem” kann analog zum Fall einer Funk-
tion einer Variablen behandelt werden.

e Wiederholt man dies sukzessive fiir jede Koordinatenrichtung, so
ist moglicherweise das Verhalten von f als Funktion mehrerer
Verénderlicher verstanden.

Bemerkung. Es sei daran erinnert, dass dieses Konzept der partiel-
len Differenzierbarkeit bereits kurz in Definition 12.5.1 angesprochen
wurde.

Definition 17.2.1
Fine Abbildung f: R™ D U — R heifit im Punkt

x) € U partiell differenzierbar bzgl. der i*" Koordina-
tenrichtung, falls der Grenzwert

i
(9:1:1-

=) = D;f(x")

= i &Y+ he) - )

h—0 h
h=£0, x(0)+he el
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ezistiert, wobei e, 1 < i < m, den '™ Einheitsvektor
der Standardbasis des R™ bezeichne. D;f(x") heift die
it partielle Ableitung von f im Punkt x().

Bemerkung. Fiir ein fixiertes x(© e U und fiir ein fixiertes 1 <i < m
wird also bei 2’ die Funktion einer Verinderlichen betrachtet (t €

(20

(:1:(-0) — €, xl(-o) +¢)):

2

Mit dieser Notation ist

i 0 i 0
D = g 0@ 40 = fOE)

— (00
= h—0, h#£0 h P

Mit anderen Worten: Man leite nach der /" Variablen ab, die rest-
lichen n — 1 Variablen sind fixiert (eingefroren) (vgl. Abbildung 17.7).
Deshalb {ibertragen sich die Rechenregeln fiir “d/dz” auf die Operato-
ren D;.

Von besonderem Interesse sind Funktionen, die fiir alle x € U in alle
Richtungen partiell differenzierbar sind:
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f(x)

X2

Abbildung 17.7: Zur partiellen Differentiation.

Definition 17.2.2

FEine Funktion f: R™ D U — R heifit partiell differen-
zierbar in U, falls D;f(x) fir alle Punkte x € U und fiir
alle v = 1, ..., m existiert. Sind alle partiellen Ableitun-
gen (als Funktionen von U nach R)

Dif: U—R, U>3x— Dif(x)

stetig, so heifit f stetig partiell differenzierbar. Notation:
fecCciU).

Bemerkungen und Beispiele.

i) Man betrachte die Funktion

1

f(x) = (Zn:w?)2 =z, U=R"-{0}.

i=1
Ist x #£ 0 fixiert, so ist

t = a2+ 4l
Ti
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als Funktion einer Variablen differenzierbar, also ist f partiell dif-
ferenzierbar. Es gilt

t L L
Dif(x) = = " Txl
v \/$%+"’+t2+”’+x%|t:xi f(X) HXH

Die Funktion ist auf U stetig partiell differenzierbar, wie im Fall der
Betragsfunktion einer Verédnderlichen ist dabei der Nullpunkt aus
der Menge U herauszunehmen, in dem die Funktion nicht partiell
differenzierbar ist.

i1) Es wurde bereits bei Funktionen einer Verénderlichen aufgezeigt
(Definition 11.1.2, #i7), und anschlieBende Bemerkungen), dass die
Ableitung einer differenzierbaren Funktion nicht stetig sein muss.
Entsprechend gilt: Aus partieller Differenzierbarkeit allein folgt
nicht, dass die partielle Ableitungen stetige Funktionen sind. Des-
halb ist der Begriff “stetig partiell differenzierbar” in Definition
17.2.2 geprégt.

i11) Aus partieller Differenzierbarkeit folgt nicht einmal die Stetigkeit
der Funktion selbst(im Gegensatz zum Fall n = 1)! Dies belegt:

Beispiel. (~ Ubungen) Es sei f: R™ — R, m > 2, definiert durch

T1T2...Tm
F(x) = (23 + 234 - +x2)m

fiir x#0,

0 fir x=0.

Dann ist f zwar partiell differenzierbar, f ist im Nullpunkt aber nicht
stetig.

Partielle Differenzierbarkeit allein kann also nicht die geeignete
Verallgemeinerung des eindimensionalen Ableitungsbegriffes sein.

Im Folgenden wird jedoch als wesentliche Vereinfachung stets an-
genommen, dass die Funktion zumindest von der Klasse C* ist. Dann
ist auch die Funktion selbst stetig, wie man es von einem sinnvollen
Ableitungsbegriff erwartet.
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Um nun das Verhalten einer Funktion nahe eines Punktes zu cha-
rakterisieren (und nicht nur in fixierte Richtungen), sei vorangestellt:

Erinnerung. Im Fall m = 1 ist der Graph von f die Spur der Kurve

im R?
t
V() = :
f(t)
der Richtungsvektor der Tangente im Punkt ¢ ist gegeben durch
, 1
rO=1
f't)

Im Fall m > 1 ist der Graph aber nicht mehr die Spur nur einer
Kurve.

Idee. Die Geometrie des Graphen {(x, f(x)) : x € U} C R™" soll
durch das Studium der Gesamtheit aller Kurven auf der Fliche ana-
lysiert werden: Dazu sei f: U — R von der Klasse C* und ¢ sei eine
C*-Abbildung eines (verallgemeinerten) Intervalls I nach U (eine Kurve
im R"). Somit ist

[ o) )

©m(t)

\ fop(t) ]

eine Kurve auf dem Graphen von f (vgl. Abbildung 17.8).
Um die Differenzierbarkeit der Kurve einzusehen, wird eine Kettenregel
fiir die letzte Komponente benotigt:
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f(x)

X2

Ty

Abbildung 17.8: Eine Kurve auf dem Graphen von f.

Satz 17.2.1
Es sei f € CYU) und ¢: [a,b] — R™ eine C'-Kurve im
R™ mit p([a,b]) C U. Dann ist die Komposition f o p:
la, b] — R ebenfalls von der Klasse C' und es gilt fiir alle
to € (CL, b)

dt Z a—f tO sz(t())

Beweisidee.

o Setze xV 1= o(ty), £ := o(ty + h).

e Verbinde x(*) und § “langs der Koordinatenachsen”.

e Der Mittelwertsatz (Satz 11.2.2) liefert Satz 17.2.1. ]
Beispiele.

i) Es sei f wie oben und x() e U fixiert. Man betrachte fiir 1 < i <
m die Funktion ¢: (—¢,¢) — U, € > 0 hinreichend klein,

p(t) =x +te .
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Dann ist nach Satz 17.2.1

d ,
! (x +te)—o = Dif(x"") .

ii) Es sei wieder f wie oben und x(*) € U fixiert. Anstelle eines kano-
nischen Basisvektors kann ebenso ein Vektor v betrachtet werden,
der hier auf die Lénge eins normiert sei, |v|| = 1. Nun sei ¢:
(—e,e) — U, € > 0 hinreichend klein,

p(t) =x" +tv .

(0

Die Richtungsableitung von f im Punkt x(¥ in Richtung v ist nach

Satz 17.2.1 (vgl. Abbildung 17.9)

x0T 2

Abbildung 17.9: Zur Richtungsableitung.

Mit Hilfe der Richtungsableitung wird das Verhalten von f bei x(¥)
in Richtung von v analysiert. Ist v = e, so erhilt man wieder
die 7' partielle Ableitung, i = 1,..., m.

Formal setzt man im nachsten Schritt:
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Definition 17.2.3

Es sei f: R™ C U — R von der Klasse C'. Formal wird
der Nabla-Operator definiert als der Zeilenvektor

v::<0 0 (9)'

Ory Ozy ' Oy,

Dann heifit

of 0 0
() = VI0) 1= (o 50 - 5) )

der Gradient von f im Punkt x € U.

Mit dieser Schreibweise ergibt sich fiir die Richtungsableitung
Dy f(x") = Vf(x")v .
Interpretationen des Gradienten.

i) Betrachtet man in einem fixierten Punkt x(*) die Richtungsablei-
tungen in alle méglichen Richtungen v, also den Ausdruck

Vi, |v|=1,

so erkennt man, dass dieser Ausdruck maximal wird, falls v in
Richtung von V f (eigentlich des transponierten Vektors) zeigt: Als
Spaltenvektor im R™ zeigt V f(x(")) in die Richtung des stirksten
Anstiegs von f im Punkt x(©).

i1) Zu einer dhnlichen Interpretation gelangt man, wenn die Funktion
f mit Hilfe von Hohenlinien diskutiert wird (~ Ubungen).

ii1) Es sei der Anschaulichkeit wegen m = 2, d.h. f: R? D U —
R eine Abbildung der Klasse C1(U). Es sei weiter ein beliebiger
Punkt x(¥ € U fixiert, in dessen Néhe die Abbildung f durch das
Verhalten von Kurven auf dem Graphen analysiert werden soll.
Dazu sei ¢ eine beliebige C1-Kurve in U, ¢: (—,e) — U, € > 0
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hinreichend klein, mit ((0) = x(¥). Die Kurve 7,

auf dem Graphen von f hat im Punkt £ = 0 nach Satz 17.2.1 als

Tangentenvektor
[ G )
o) = #(0)
v [ 90
25(0) |
( £1(0) )
= ©5(0)
| S E)A0) + 52 )e3(0) )
also
(1) [0 )
7' (0) = ¢1(0) 0 +¢5(0) 1
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Setzt man schlieflich

(1) [0 )

=
1
(@)

9f (o 9f (o
\ 9, %) \ 9,

wobei diese beiden Vektoren nur von der Abbildung f und dem
Punkt x(Y) abhéingen, so erkennt man, dass Tangentenvektoren an

beliebige Kurven auf dem Graphen von f in der sogenannten Tan-
gentialebene

Teof ={x€R’: x=Au+puv, A\, u€R}

liegen, die von u und v aufgespannt wird. Anschaulich stellt man

(0)
X
sich diese Ebene im Punkt - € R? “angeheftet” vor (in

F(x0)

vollstéandiger analogie zur Tangente an die Kurve im Fall m = 1).
Die Situation ist in Abbildung 17.10 skizziert.

Tangentialebene

\ 4

z €R To

(@) Tangente f(x)

T

Abbildung 17.10: Zur Tangentialebene an den Graphen von f.

Beispiel. Man betrachte die Funktion f: R? — R,
f(x) =c+ai+ 23,

wobei ¢ > 0 eine positive Konstante bezeichne. Es handelt sich
hier um ein Paraboloid, das in Abbildung 17.11 skizziert ist.
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T
Abbildung 17.11: Ein Paraboloid.
Mit obiger Notation ist
1 0
u= 0 V= 1 ;
2:131 2(132

im Punkt 0 wird die Tangentialebene Ty f aufgespannt von den

Vektoren
1 0
0 , 1 ,
0 0

Tof ist die eV, e®-Ebene im R?.

iv) In Kapitel 11 (siehe auch Kapitel 13), wurde die Ableitung einer
Funktion einer Veradnderlichen als Approximation erster Ordnung
interpretiert, d.h.

f(x) = f(xo) + f(@wo) (@ —x0) + ...,

...7 fir Terme hoherer Ordnung steht, die in der Nihe
eines fixierten Punktes zy im besten Fall “vernachlassigt” werden

wobel “
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konnen. Es handelt sich hier um eine (affin) lineare Approximation.

Soll analog eine Funktion f: R™ — R (affin) linear approximiert
werden, so sei daran erinnert (Kapitel 9), dass eine lineare Abbil-
dung L: R™ — R durch einen Zeilenvektor

a’ = (a1 ay ... an)

dargestellt wird, wobei die Darstellung hier immer beziiglich der
kanonischen Basis des R" erfolge. Fiir “hinreichend glatte” Funk-
tionen (und das sind beileibe nicht alle) f: R™ > U — R ist
demnach als Analogon zum eindimensionalen Fall zu einem fixier-
ten Punkt x(¥) € U ein Zeilenvektor a’ (abhingig von f und von
§(0>) gesucht, sodass “in der Nahe von x(0)7

fx) = fE9) +al(x—x) +..., (%)

44 2

wobei wie oben zu interpretieren ist. Ist (x) richtig, so gilt
fiir A hinreichend klein und 1 <7 < m:

FEO +nhe™) = f(x) +a"he” + ...,

wobei el wie iiblich den i*" Einheitsvektor der kanonischen Basis
des R™ bezeichne. Umgeformt bedeutet dies

(0) (1) _ (0) :
flx +hgh) f(x ):gT§<z)+...:ai+..., ()

im Grenzwert h — 0 sieht man (nach Definition 17.2.1 konvergiert
die linke Seite von (¥*) gegen D;f(x\"))), dass fiir “hinreichend
glatte” Funktionen f: R™ D U — R “in der N&he” eines jeden
Punktes x(¥ € U gilt

Fx) = f(xD) + V) (x—x)+ ... .

Der Gradient wird in diesem Sinne als (affin) lineare Approxima-
tion einer Funktion f bei x() interpretiert.

Um die letzte Bemerkung fiir eine vektorwertige Funktion mehrerer
Verdanderlicher f: R™ — R" zusammenzufassen, wird zunéchst defi-
niert:
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Definition 17.2.4 !

Es sei f: R™ D> U — R" von der Klasse C'(U:R"),
d.h. alle partiellen Ableitungen aller Komponentenfunk-

tionen existieren in jedem Punkt aus U und seien ste-
tige Funktionen auf U. Dann heifit die Matriz A =
A(x), bestehend aus allen partiellen Ableitungen in ei-
nem Punkt x¥ € U,

N\ J=1,...m
Of; )J € M(n,m,R)

0.:@

das Differential oder die Jacobi-Matrix oder die Funktio-
nalmatriz von f in x.

A= Df@E) = Jpx®) = (

1=1,....n

Beispiele.
i) Im Fall n = 1 ist A(x?)) der Gradient von f im Punkt x(®.
ii) Es sei f: R? — R3,
JZ% + 9
f(x) = X122

e’t

Dann ist f von der Klasse C*(R?;R?) (Ubung!) und fiir jedes x €

R? ist
2$1 1
A= A(X) = Ty T
e’ 0

Mit obiger Notation gilt

LC.G. Jacobi, 1804-1851; Konigsberg, Berlin.
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Satz 17.2.2

Es sei f: R™ > U — R", von der Klasse C1(U;:R").
Dann ist f im jedem Punkt xV) € U (total) differen-
zierbar (m.a. W. in U (total) differenzierbar), d.h. es gibt
eine lineare Abbildung A: R™ — R", sodass in einer Um-

gebung von x gilt:

FEO+ 8 = FED) + AL+ p(€) .

Hierbeir ist ¢ in einer Umgebung der Null definiert mit
Werten im R™, es gilt:

Die lineare Abbildung A (ihre Matrixdarstellung bzgl. der
kanonischen Basen) ist eindeutig bestimmt. Sie ist genau
die Jacobi-Matriz im Punkt x.

Beweisidee. Die der letzten Behauptung zugrunde liegende Idee wur-
de bereits als Interpretation des Gradienten im Fall n = 1 skizziert. [

Bemerkung. In Satz 17.2.2 wird der Begriff der (totalen) Differen-
zierbarkeit definiert. Es gelten die Implikationen

stetig partiell differenzierbar = (total) differenzierbar
= partiell differenzierbar.

Die Umkehrungen sind im Allgemeinen falsch.

Beispiele.

i) Es sei f: R" — R,
Fx) =
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Es ist f von der Klasse C'(U), also nach Satz 17.2.2 (total) diffe-
renzierbar. Dies kann ebenso iiber die Definition verifiziert werden:
Es gilt in jedem Punkt x(© € R™:

Ms

fE+9 - fx") =

n P
=3l
i=1

€z+€

2:1

Ms

=1

= 2z . aE+ Il

Ein Vergleich mit der Definition der (totalen) Differenzierbarkeit
zeigt, das f in jedem x(©) € R™ differenzierbar ist mit

A=AxD) =2, 20,

n

Wie in Satz 17.2.2 behauptet, ist A genau der Gradient von f im
Punkt x(©.

i1) Es sei f: R" — R,
f(x) = [l -

Auf R™ — {0} ist f von der Klasse C, also (total) differenzierbar.
Im Punkt {0} beobachtet man zunéchst:

fO+€) - f0) = [I€ = [Zé]

Wire f in x(© (total) differenzierbar, so hitte man nach der De-

finition
O+ -0 AL
lim = lim
-0 €] &0 [ig]
Der Widerspruch folgt aus
oliel ~ ol gl

also ist f in 0 nicht (total) differenzierbar, wie es von der Dis-
kussion der Betragsfunktion in einer Veradnderlichen zu erwarten
war.
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Eine Produktregel fiir die Ableitungen von Funktionen mehrerer
Verénderlicher wird in den Ubungen diskutiert, es bleibt die Frage:

Gilt im allgemeinen Fall eine Kettenregel?

Satz 17.2.3

Es seien U C R™ und V. C R” offen, g: U — R¥, f:
V — R", es gelte g(U) C V. Die Abbildungen f, g seien
von der Klasse C'. Dann ist auch die Abbildung f o g:
R™ > U — R" von der Klasse C' und in jedem Punkt

x e U gilt
D(f o g9)(x") = Df(9(x'"))Dg(x") .

w

Abbildung 17.12: Zur Kettenregel.
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Beispiele.
i) Im Spezialfall f reellwertig (n = 1) gilt (h := f o g)
Dh(x") = Df(9(x"")Dg(x")

= (g ) ... L)

oy - Oy
091 (_(0) 991 (o)
o, E ) g X)
99k (0) 09k (. (0)
o, X)X
Insbesondere ist (i = 1,...,m)

(%, (x") = Xk: a—f(g(z“))) ag? (x©).

i1) Es sei (Polarkoordinaten)

U{(r> : 0<7“,O<90<27r},

¥

. (T’) B (rcos(go))

g' — - Y
© rsin(p)

(>

f: R >R,
Dann gilt fiir h = fog:
oh  Of af
E - 81’1 COS( ) + (91'2 Sln(@) ) (1)
oh  Of . of
G = f(rsin(e) + 5 cos(i). )

Multipliziert man die Gleichung (1) mit 7 sin(y), Gleichung (2) mit
cos(p) und addiert sie anschlieend, so folgt

0 0 cos(p) 0

oz, =gt 5,

. (3)
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Wird die Gleichung (3) wiederum in (1) eingesetzt, so folgt

0 0 sin(yp) 0

8_[1}1 = COS(C,D)Eh — . %h . (4)

Die Beziehungen (3) und (4) werden symbolisch geschrieben als

g 0 sin(p) 0
proli cos(gp)ar

(5)

r o’
g . 0 cos(p) O
oy sin(p) 5 -+ — 90 (6)

es handelt sich um den Nabla-Operator in Polarkoordinaten. Ana-
loge Ausdriicke konnen auch fiir andere krummlinige Koordinaten
hergeleitet werden.

In den physikalischen Anwendungen spielen neben dem Gradienten
weitere spezielle Differentialoperatoren eine herausragende Rolle:
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Definition 17.2.5

Es seien alle im Folgenden auftretenden Ableitungen ste-
tige Funktionen. Ein Vektorfeld auf U st eine Abbildung

F: R">U —>R",

die also jedem x € U einen Vektor F(x) € R™ zuordnet
(Beispiel: x — V f(x) als Spaltenvektor interpretiert).

i) Es heifit

div F'(x) :== Z 896@

die Divergenz des Vektorfeldes F' im Punkt x € U.

i1) Ist speziell m = 3 und, so heifst

((or: _or \
0x9 0xs3

rot F(x) = (V! x F)(x) := g_f;l, — g_ff (x) € R
0Fy 0Fy
\ &~ o

die Rotation des Vektorfeldes v im Punkt x € U.

ii1) Man setzt

Af) = divgad [ = Y - (20) (),

wobei A Laplace-Operator heifst.
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Bemerkungen. (werden z.T. spéter deutlich)

i) Die Divergenz ist ein Maf fiir “Quellen und Senken” eines Vektor-
feldes (Fluid-Mechanik: “div Geschwindigkeitsfeld = 0” bedeutet
Massenerhaltung).

i1) Die Rotation gibt Informationen iiber mogliche “Wirbel” eines
Vektorfeldes.

i11) Die partielle Differentialgleichung A f = 0 heifit die Potentialglei-
chung, die Losungen sind harmonische Funktionen.

iv) Fiir Beziehungen wie rot grad = 0 etc. sei auf die Ubungen ver-
wiesen.

Beispiele.

i) Es sei F(x) = x. Dann gilt

Ox;
div F(x Z (9331 Z 821 =

1/2
i1) Es sei f(x) = (Zm :1:2) , U=TR"—0. Es gilt (V[ als Spal-

=11

tenvektor interpretiert)

Vix) = @GR’”;

Af(x) = divgrad f(x)




438 Kapitel 17: Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Verédnderlicher

Oben sind bereits des Ofteren die partiellen Ableitungen D; f selbst
als Abbildungen U — R" aufgefasst worden. So kénnen auch hohere
Ableitungen eingefiithrt werden, wobei hier der Einfachheit wegen der
skalare Fall n = 1 betrachtet wird:

Definition 17.2.6

Es sei f: U — R partiell differenzierbar. Sind alle parti-
ellen Ableitungen D;f: U — R, i =1, ..., m selbst wie-
der partiell differenzierbar, so heifst f zweimal partiell
differenzierbar mit partiellen Ableitungen zweiter Ord-
nung D;D;f,i=1,...,m,j=1,..., m. Zweimal stetig
partiell differenzierbar (Notation C*(U)) bedeutet, dass
zusdatzlich alle partiellen Ableitungen erster und zweiter
Ordnung stetig sind.

Bemerkung.
i) Induktiv werden Ableitungen k' Ordnung, k > 2, definiert.

i1) Um Probleme zu vermeiden, werden im Folgenden wieder alle
auftretenden Ableitungen als stetige Funktionen angenommen.

Wie hangt D;D; f mit D;D; f zusammen?

Idee. Klarerweise sind die Ableitungen vertauschbar, falls
fx)=a{z}, a, beR, U=R".
Satz 17.2.4

Ist f: U — R zweimal stetig partiell differenzierbar, so
qilt firallexe U, i, j=1,...,n
0 f
8@83;2-

= D;D,f(x) = D;D; f(x) .
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Vorsicht. Ohne obige Annahme der Stetigkeit aller Ableitungen,
d.h. ohne die Voraussetzung “zweimal stetig partiell differenzierbar”,
ist Satz 17.2.4 falsch. Beispiel (Ubung!):

2 .2
xlxzu firx#0
x? + a3 ’
f(x) =
0 firx=0

Beispiel. (Laplace-Operator in Polarkoordinaten) Die zweimalige An-
wendung von (3) und (4) liefert in Polarkoordinaten (wieder in der
symbolischen Screibweise) (~» Ubungen)

o 109> 10

A= —+ —-— :
or? T r2 Qp? * ror

17.3 Der Satz von Taylor fiir Funktionen mehre-
rer Veridnderlicher, lokale Extrema (Multiindex;

kritische Punkte; notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die

Existenz lokaler Extrema; Definitheit einer Matrix; Hessesche Matrix)

In Kapitel 13 wurden der Satz von Taylor und Fehlerabschétzungen in
einem Kapitel zusammengefasst. Zuvor waren bereits (Kapitel 11.2)
lokale Extrema unabhéngig davon diskutiert worden. Ebenso kénnen
aber notwendige und hinreichende Bedingungen fiir lokale Extrema
aus dem Satz von Taylor hergeleitet werden. Dieser Zugang wird nun
im Fall von Funktionen mehrerer Verédnderlicher gewéhlt.

Zunéchst sei daran erinnert, dass im letzten Paragraphen das Diffe-
rential als “affin lineare Approximation” einer Abbildung f: R™ — R
interpretiert wurde. Ebenso wurde der Begriff “héhere Ableitungen”
zur Verfiigung gestellt.

In diesem Abschnitt wird die Taylorsche Formel als “Approximation
hoherer Ordnung” eingefiihrt und anschliefend werden, wie bereits
erwahnt, lokale Extrema diskutiert.
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Wieder ist im Folgenden U C R™ offen, f: U — R ist stets eine skala-
re Funktion. Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, dass Extrema von
Funktionen nur im skalaren Fall diskutiert werden kénnen (warum?).

Bezeichnungen. Multiindizes: Es sei @ = (a1, ..., ;) ein m-Tupel
natiirlicher Zahlen mit

lal i=a1+ -4 an,, o :=ala!. . . ay!

Ist f eine |a|-mal stetig differenzierbare Funktion, so setzt man

D*f = D"D3y*...Dym = oy mit
R P R
Diai = DzDza z:l,,m
ai—mal
Weiterhin sei x® := z{"z5?... 2% . Dann gilt die Taylorsche Formel?

(es wird exemplarisch die Lagrangesche Restgliedformel angegeben,
vgl. Korollar 13.1.1, 7))

Satz 17.3.1

Es seien x\9) € U, § € R™ derart, dass fiir alle0 <t <1
gilt x© + t§ € U. Die Funktion f: U — R sei von der
Klasse O, Dann emistiert ein 0 € [0,1] mit

a £(+(0) D f(x0) 1+ ¢
FxO1 =3 D f(% )ga+ 3 f(za! + §)§a.

la|<k ' la|=k+1

Beweisidee. Man betrachte die Funktion einer Variablen

g: [0,1] =R, g(t):=fx?+t).

2Die Bezeichnungen aus Kapitel 13 iibertragen sich in natiirlicher Weise und werden nicht erneut
eingefiihrt.
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Bemerkungen.
i) Demnach ist

o £ (x0)
F 9 = 3 P D gy

|al<k

wobei o(||¢]|¥) fiir eine Funktion ¢(£) steht mit

3
0)=0 und lim oo =0
»(0) 0. c£0 [[€])F

Im Hinblick auf diese Notation sei an die Definition der Landau-
schen Symbole, Definition 13.2.1, erinnert.

i1) Damit die richtigen Vorfaktoren gewéhlt sind, ist unbedingt dar-
auf zu achten, dass bei der Definition von D®f die partiellen Ab-
leitungen in geordneter Reihenfolge beginnend mit D bis hin zu
D, f auftauchen.

Beispiel. Es sei f: R? — R, f(x) = e“%2. Zu berechnen sind zunichst
die partiellen Ableitungen:

D f(x) = xge™™2 | Dy f(x) = x1e™%2

DD, f(x) = x3e™* D1Dof(x) = (1 + z129)e™*2 |
DyDs f(x) = xfe™™

DlDlle(K) = x%e““, DlDlDQf(K) = (2562 + $1$%)€x1x2,
DngDQf(X) = (25(31 + ﬂ?QQf%)lexQ, DQDQDQf(K) = 33?6321%2 .

Es folgt fiir jedes fixierte x € R* und fiir alle { € R?

e($1+§1)($2+52) — efflxz+x2€$1$2£1+x16$1$2€2

1 1
+§$§€x1x2§% + (1 4 z129)e™*2E1 69 + él’%exmﬁg

+R(§)
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wobei mit der Notation Zy := x1 + 0&1, Ty := 22+ 0&, 0 < 0 < 1 wie in
Satz 17.3.1, gilt

1 1T
5 (272 + 2173)e" G

1
201 + ToT;)e" 6&5 + 3,3??69””3253 :

Insbesondere geht also Ry(€) wie [|€]|* gegen 0 bei ||| — 0.

1
(é) 3, 261;1@51

1
+2,(

Im néchsten Schritt sollen FExtremwertaufgaben in mehreren
Verinderlichen diskutiert werden. Wie im Fall einer Variablen (vgl. Satz
11.2.1) wird zunéchst eine notwendige Bedingung (Satz 17.3.2) studiert.
Als Vorbereitung ist das Analogon zu Definition 11.2.1 festzuhalten:

Definition 17.3.1

Es sei f: R™ DU — R. Dann hat f im Punkt x°) € U
ein lokales Mazimum (bzw. lokales Minimum) (x© ist
ein lokaler Maximierer (bzw. lokaler Minimierer)), falls
eine Umgebung V C U von x existiert mit

Fx) > f(x)  (baw. f(x?) < f(x))

fiir alle x € V. Gilt zusitzlich fir x # x9 sogar die
strikte Ungleichung, so handelt es sich um einen isolier-
ten Maximierer (bzw. isolierten Minimierer).

Bemerkungen.

i) In der Sprechweise von Definition 11.2.1 hat f in einem isolier-
ten Maximierer (Minimierer) ein strenges lokales Maximum (Mi-
nimum).

it) Wie im Fall m = 1 ist ein lokales Extremum von einem globalen
(oder absoluten) Extremum (vgl. Kapitel 17.4) zu unterscheiden.
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Satz 17.3.2

Im Punkt x) € U habe f ein lokales Extremum (d.h. ein
lokales Maximum oder Minimum), wobei f von der Klas-

se C' sei. Dann gilt
Vi) =0,

d.h. x9 ist ein kritischer Punkt von f.

Beweisidee. Vgl. Satz 11.2.1. ]

Bemerkungen.

i) Mit einer kleinen Nachlissigkeit in der Notation wird V f(x(”)) im
Folgenden meist als Spaltenvektor im R interpretiert.

ii) Die Bedingung, dass V f(x(?)) verschwindet, ist lediglich notwen-
dig, aber nicht hinreichend dafiir, dass in x(*) eine lokales Extre-
mum vorliegt (vollig analog zum Fall m = 1).

ii1) An dieser Stelle ist es wichtig, dass U eine offene Menge ist
(warum?).

Beispiele.

i) Lokale Maximierer, Minimierer und Sattelpunkte sind in Abbil-
dung 17.13 veranschaulicht.

ii) Es sei f: R? — R, f(x) = sin(x1) sin(x). Es gilt

cos(z1) sin(xs)

Vi) = :
sin(xy) cos(x2)
also
Vf(0)=0.
Aber: Fiir 2, = x5 ist f(x) = sin’(x;) > 0, fiir 2, = —axy ist

f(x) = —sin®(z;) < 0. Es ist f(0) = 0, beliebig nahe bei 0 exi-
stieren aber Punkte, in denen f positive bzw. negative Werte an-
nimmt. f hat in 0 kein lokales Extremum, 0 ist ein Sattelpunkt.
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Abbildung 17.13: A: Maximierer; B: Minimierer; C: Sattelpunkt (aus “Hilde-
brandt/Tromba”).

Hinreichende Bedingungen fiir lokale Extrema?

Satz 11.2.5 halt hinreichende Bedingungen fiir die Existenz lokaler Ex-
trema im Fall m = 1 fest. Dort wird mit Hilfe des Vorzeichens der
zweiten Ableitung argumentiert. Im Fall mehrerer Verdnderlicher ist
zunéchst gar nicht klar, wie eine Vorzeichenbedingung zu formulieren
ist, um eine Verallgemeinerung des Satzes zu erhalten. Man setzt:
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Definition 17.3.2

Es sei A € M(m,m,R) eine symmetrische Matriz.
i) A heifst positiv definit, falls
(v,Av) >0 fiir alle ve R™" —{0} .

i1) A heifit positiv semidefinit, falls

(v,Av) >0 fir alle ve R™.

iii) A heiffit negativ definit (bzw. negativ semidefinit),
falls die Matriz —A positiv definit (bzw. positiv se-
midefinit) ist.

i) A heifit indefinit, falls v, w € R™ existieren mit

(v,Av) >0, (w,Aw) <0.

Beispiele.

i) Die Matrix A = I, € M(m,m,R) ist positiv definit, da fiir alle
veR" — {0} gt

(v, Iny) = [|¥[* > 0.
i1) Es sei
1 0
A= e M(2,2,R).
0 —1

Sind eV, e? die kanonischen Basisvektoren des R2, so gilt

eV, ey =1, (e, 4e?) = —1

)

die Matrix A ist indefinit.
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Bemerkung. Anhand obiger Beispiele erkennt man, dass die Vorzei-
chen der Eigenwerte Auskunft iiber die Definitheit (Indefinitheit) einer
Matrix geben. Da hier nur symmetrische Matrizen betrachtet werden,
sei an Kapitel 15.2 (insbesondere Satz 15.2.3) erinnert, aus dem die
Existenz einer Orthonormalbasis aus Eigenvektoren folgt. Man iiber-
lege sich, welche Kombinationen von Vorzeichen der Eigenwerte einer
Matrix deren Definitheit bzw. Indefinitheit implizieren (Ubung]!).

Zur weiteren Behandlung von Extremwertaufgaben ist die folgende Ma-
trix der zweiten Ableitungen zu bilden:

Definition 17.3.3 3

Es ser f: R™ D U — R zweimal stetig differenzierbar.
Die Hessesche Matriz von f im Punkt x\© € U ist die
symmeltrische m X m-Matrix

1<j<m
1<i<m

(Hess £)(x") = (D;D;f(x)) ' F=" € M(m,m,R)

Mit den Definitionen 17.3.2 und 17.3.3 kann schlief§lich formuliert wer-
den:

Satz 17.3.3

Es ser f: R™ D U — R zweimal stetig differenzierbar.
Ezistiert ein Punkt x € U mit Vf(x9) =0, so gilt:

i) Ist (Hess f)(x9) positiv definit, so ist x© ein iso-
lierter Minimaierer von f.

i1) Ist (Hess f)(xY) negativ definit, so ist x'© ein iso-
lierter Mazximierer von f.

iii) Ist (Hess f)(x\?) indefinit, so besitzt f in x© kein
lokales Extremum.

3L.0. Hesse, 1811-1874; Konigsberg, Halle, Heidelberg, Miinchen.
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Beispiel. Im R? sei das Paraboloid ¢ + 23 + 23 = 3, ¢ = konst.
betrachtet, m.a.W.: Man betrachte die Funktion

f(x) ::c—l—a:f—i—xg.

Es gilt
2.’L‘1
Vf(z): ) vf(g):Q7
2%2
die Hessesche Matrix
2 0
(Hess f)(x) =
0 2

ist stets positiv definit, x(¥) = 0 ist also ein isolierter Minimierer, wie
es schon in Abbildung 17.11 angedeutet wurde.

Bemerkungen.

i) Im Fall m = 2 kann die Situation wie folgt zusammengefasst
werden: Ist in einem kritischen Punkt x(¥ € U

(Hess )x) = [ “ "]

b ¢

SO 1St

e a >0, ac — b*> > 0 hinreichend fiir ein Minimum;
e a <0, ac — b> > 0 hinreichend fiir ein Maximum;
e a >0, ac — b*> > 0 notwendig fiir ein Minimum;

e a <0, ac — b*> > 0 notwendig fiir ein Minimum.
Ist hingegen ac — b* < 0, so kann x(¥ keine Extremalstelle sein.

i1) Zur systematischen Untersuchung des Falls m > 2 sei auf die
Literatur verwiesen.
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Beispiel. Ist m = 2 und
f(x) = 6z129 — 323 — 227,

so sind die einzigen kritischen Punkte

o[} o (!
0 1
Die Hessesche Matrix ist
—121’1 6
(Hess f)(x) =
6 —6

Demnach kann x(©) keine Extremalstelle sein, in x") hat f ein lokales
Maximum.

17.4 Implizite Funktionen, Umkehrsatz, Extrema
mit Nebenbedingungen (Lagrangescher Multiplikator;

globale Extrema)

In diesem Paragaphen wird zunéchst der Satz iiber implizite Funktionen
skizziert, als wesentliche Konsequenzen werden der Umkehrsatz (von
zentraler Bedeutung etwa bei Koordinatentransformationen) und die
Diskussion von Extrema unter Nebenbedingungen folgen. Mit letzterer
eroffnet sich die Moglichkeit, auch im Fall von Funktionen mehrerer
Verénderlicher, die Frage nach globalen Extrema zu erortern.
Worum es im Satz iiber implizite Funktionen geht.

i) Zu einer Funktion g : R?> — R (im einfachsten Fall) wird die
implizite Gleichung
g9(x,y) =0
untersucht. Es stellt sich die Frage: Wann kann man diese Glei-
chung nach der zweiten Variablen y “auflosen”, d.h. wann existiert
eine Funktion y = f(z) mit g(x, f(x)) = 0 und ist diese Funktion
evtl. eindeutig bestimmt?
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i1) Beispielsweise konnen auf diese Art die Hohenlinien einer Funkti-
on h(z,y) analysiert werden, indem man setzt: g(x,y) := h(z,y) —
c.

i11) Auf weitere Folgerungen (wie oben angedeutet) im Anschlieflen-
den eingegangen werden.

Beispiele.

i) Man betrachte die (affin) lineare Funktion g(z,y) = 3z + by — 4,
b € R fixiert, also die lineare Gleichung

3r+by—4=0.

Ist b # 0, so kann diese Gleichung nach y aufgelost werden mit

4 3

y:f(x):g—gl'-

Die Einschrinkung b # 0 korrespondiert mit der ersten wesentli-
chen Voraussetzung des Satzes iiber implizite Funktionen. Ohne
diese Einschrankung kann die Auflosbarkeit nach y nicht erwartet
werden.

i) Um die zweite wesentliche Voraussetzung des Satzes iiber impli-
zite Funktionen zu verstehen, betrachte man die Einheitskreisli-
nie im R?, die gegeben ist durch die implizite Gleichung (mit der
Schreibweise R? 3 x = (z,y))

g(x,y):x2—|—y2—1:().

Hier kommen sowohl

fl#)=+v1—22 alsauch f(z)=—V1— 22

als “Auflésungen” nach y in Frage, es existiert im Allgemeinen al-
so hochstens eine lokale Losung des Problems in einer Umgebung
U eines fixierten Punktes (), y(")). M.a.W.: Man kann nicht er-
warten, dass die komplette Nullstellenmenge von g mit Hilfe einer
Funktion y = f(x) charakterisiert werden kann, es werden in ver-

schiedenen Bereichen unterschiedliche Auflésungen heranzuziehen
sein (vgl. Abbildung 17.14).
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Y

(2, y)
?+y?—-1=0

Abbildung 17.14: Die Gleichung 22 + y?> — 1 = 0 ist hochstens lokal auflésbar.

ii1) In Verallgemeinerung des ersten Beispiels sei nun g: R x R" —
L1 Y1

R" x = : e R™ y= : € R". Mit der offensichtli-

Lm Yn
chen Bedeutung der Notation wird das lineare Gleichungssystem

9(x,y) =0
untersucht. Es handelt sich hier um die n linearen Gleichungen in
den m + n Unbekannten x1, ..., Ty, Y1, ..., Yn:
m n
g](zaz):Za]kmk—l_zb]lyl_cjzoa j=1,...,n,
k=1 =1

wobei alle aj, by und ¢; € R fixiert seien. Mit A = (aj;) €

C1

M(n,m,R), B = (b;) € M(n,n,R)yundc=| : | € R, kann

das System geschrieben werden als

Es kann also genau dann nach y aufgelost werden, wenn gilt

det B #0.
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Idee. Die Matrix B ist die Jacobi Matrix der Funktion g in Abhéngig-
keit von der Variablen y. Ist lokal die erste Ableitung einer Funktion
von dominierender Ordrﬂmg, so sollte ein Analogon im allgemeinen Fall
richtig sein. Inder Tat gilt:

Satz 17.4.1 (Satz iber implizite Funktionen)
Es seien U C R™ und Uy C R"™ offene Mengen und

g U1 X U2 — R" ,
xy) = 9xy),
eine Abbildung von der Klasse C'. Es sei weiter

(x©, ¥y e Uy x Uy ein fizierter Punkt mit mit

gx9,y" =0,

und die Matrix

Dyg = ( € M(n,n,R)

6?yj

ser wn diesem Punkt invertierbar. Dann gibt es offene
Umgebungen Vi C Uy von x ynd Vi € Uy von X(O) und
eine stetig differenzierbare Abbildung f: Vi — Vo mut

1<i<n

g(x, f(x)) =0 fiir alle x €V, .

Ist (x,y) € Vi x Va ein Punkt mit g(x,y) = 0, so folgt
y = f(x).
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Bemerkungen.

i) Wie Abbildung 17.15 zeigt, ist die Verkleinerung von U; und Us
tatséachlich notwendig.

Y

U1><U2

g(r,y) =0

i
) T

Abbildung 17.15: Zum Satz iiber implizite Funktionen.

it) Es gilt nach der Kettenregel (lokal bei (x(, f(x(V))))

Df(x)=— (Dyg(z, f (z))) Dyg(x, f(x)) -

i17) Die Invertierbarkeit von Dyg ist nur moglich, wenn Uy C R”,
d.h. “die Dimensionen miissen zueinander passen” (warum?).

Beispiel. Im einfachsten Fall m = n = 1 betrachte man das wohlbe-
kannte Paraboloid, das als Graph der Funktion h: R? — R,

h(x) =2 + a5+ 1

gegeben ist. Es soll nun die Hohenlinie {x € R? : h(x) = 6} mit Hilfe
des Satzes iiber implizite Funktionen diskutiert werden (in dem Fall
eine Kreislinie). Dazu sei in der Notation von Satz 17.4.1 die Gleichung

g(z.y) =2’ +y* = 5=0
betrachtet und der Punkt (z(©),3©) = (1,2) fixiert.
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Der Punkt geniigt offensichtlich der Gleichung und es ist

Dyg(17 2) - 2y|(x:1,y:2) =4 7£ 0 )

der Satz iiber implizite Funktionen ist somit anwendbar und liefert
eine Auflosung y = f(z) in der Ndhe des betrachteten Punktes. Fiir die
Ableitung folgt (wiederum in der Néhe dieses Punktes)

Df=—(2) M), D12 =-12=—

Probe. Klarerweise handelt es sich im obigen Beispiel um eine Kreisli-
nie vom Radius v/5 um den Ursprung. Diese ist in der Nihe von (1,2)

gegeben durch
y=[f(r)=Vv5—a*.

Es folgt (wie oben bereits hergeleitet)
EET I
25 — 12
Im Gegensatz zu diesem Beispiel kann im Allgemeinen die Funktion f

nicht explizit angegeben werden, man kann lediglich ihre Ableitung in
dem fixierten Punkt, also ihr “Verhalten erster Ordnung” bestimmen.

f'(@)

Ohne die Diskusssion des Satzes iiber implizite Funktionen zu vertiefen,
sei hier eine wichtige Folgerung betont (vgl. Satz 11.1.6):

f

Abbildung 17.16: Zum Umkehrsatz.
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Satz 17.4.2 (Umkehrsatz, siehe Abbildung 17.16)

Es sei U C R™ offen und f: U — R™ stetig differen-
zierbar. Es sei weiter x0) € U, X(O) = f(x) und die
Jacobi-Matriz D f(x\")) sei invertierbar. Dann gibt es ei-
ne offene Umgebung V. C U von xV und eine offene
Umgebung V' von y\9, sodass f die Menge V bijektiv
auf V' abbildet und die Umkehrabbildung

g=(fr): V' =V
stetig differenzierbar ist mit

Dg(y) = (Df(x"))~".

Bemerkungen.

i) Wie im Satz iiber implizite Funktionen kann nur die lokale Um-
kehrbarkeit geschlossen werden.

i1) Die (lokale) Umkehrbarkeit ist etwa bei Koordinatentransforma-
tionen wichtig, die ein Problem auf beispielsweise den Symmetrien
angepasste Koordinaten transformieren. Hierbei miissen die neu-
en Koordinaten (zumindest lokal) 1-1 auf die alten umgerechnet
werden konnen.

i11) Invertierbarkeit kann nur gelten, wenn die Dimension des Ur-
bildraumes gleich der des Bildraumes ist, d.h. U C R und das
Bild liegt ebenfalls im R".

Beispiel. Polarkoordinaten: Es sei

r T COS
f:(0,00) xR —R?, — (?)

© rsin(p)

[>4
I

cos(p) —rsin(yp)
© sin(y) r cos(y)
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Dann gilt
-
det | Df =r>0,
¥
die Abbildung f ist nach Satz 17.4.2 in jedem Punkt )
R lokal invertierbar mit (g := (fj) ™)
r cos(¢p) —rsin(p)
Dg | f =
© sin(y) r cos(p)

1 [ rcos(p) rsin(p)

"\ —sin(p)  cos(p)

r=qfat vl =cosp), 2 =sin(y).
T T

folgt schlie3lich

Aus

| I I
D = —
-l R o
Vi +ad \Ja? + 13
Bemerkungen.

i) Natiirlich gilt in diesem Beispiel

r r
f =f , keZ,
© © + 21k

es gibt also keine globale Umkehrabbildung.

i1) Weitere Beispiele werden in den Ubungen diskutiert.

455
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Eine zweite wesentliche Konsequenz aus dem Satz iiber implizite
Funktionen ist der folgende Satz 17.4.3 iiber Extrema mit Nebenbedin-
gungen. Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, dass eine Vielzahl von
physikalischen Problemen Nebenbedingungen involvieren, beispielswei-
se ist bei einem Pendel der Abstand der schwingenden Masse zum Dreh-
punkt konstant etc. Auch die Diskussion von globalen (oder absoluten)
Extrema einer Funktion fithrt in der Regel zu einer Nebenbedingung,
ndmlich dass die Funktion gesondert auf dem Rand ihres Definitions-
bereiches zu untersuchen ist. Hier soll jedoch als Motivation ein geome-
trisches Beispiel erortert werden.

Beispiel. Es soll der Fliacheninhalt A eines Dreieckes bei gegebenem
Umfang maximiert werden. Zur Erinnerung: Es gilt die Heronische
Flachenformel

A? =s(s—a)(s —b)(s —c) .

Abbildung 17.17: Zur Heronischen Flachenformel.

Intuitive Vermutung. Die Losung ist ein gleichseitiges Dreieck, d.h.

2
a:b:c:gs.

Satz 17.4.3

FEs sei U C R™ offen, g: U — R stetig differenzierbar
und

M={xeU: g(x)=0}.
Es sei weiter x9) € M ein Punkt mit
Vg(x) £0,

und f: U — R sei eine stetig differenzierbare Funkti-
on, die im Punkt x\9 ein lokales Mazimum (Minimum,)

unter der Nebenbedingung g = 0 besitze, d.h.:
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Fiir eine Umgebung V C U von x\9 gelte

Fx) > f(x)  (baw. f(x?) < f(x))

fiir alle x € M NV. Dann gibt es einen Lagrangeschen
Multiplikator A € R mit

VD) =avex"?).

Bemerkung. Analog zu Satz 17.3.2 handelt es sich hier um eine not-
wendige Bedingung, d.h. falls f ein lokales Extremum unter der Ne-
benbedingung g = 0 besitzt und falls Vg in dem entsprechenden Punkt
nicht verschwindet, dann existiert ein Lagrangescher Multiplikator mit
obigen Eigenschaften. M.a.W.: Mit dem Satz werden mogliche Kandi-
daten fiir Extrema unter Nebenbedingungen ermittelt.

Zuriick zu obigem Beispiel. Hier ist der Umfang oder dquivalent
s > 0 fixiert. Mit der Notation

I a
X = ) = b
T3 C

lautet die Aufgabe
f(x):=s(s—x1)(s — x2)(s — r3) — max
unter der Nebenbedingung

g(x):=x1+x2+23—25=0.
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In dem Beispiel ist

M = {xeR"xR*xR"=U: g(x) =0},
1
Vg(x) = 1 | #0 firalle xe M.

1

Falls ein Maximum in einem Punkt x(¥) existiert, so folgt also aus Satz
17.4.3

gxO) = 2 +ao4a5—-25=0.

Man hat insgesamt (d.h. inklusive der Nebenbedingung) vier Gleichun-
gen in vier Unbekannten, in diesem speziellen Fall gibt es auch vier
mogliche Losungen:

1%¢ Moglichkeit:

:L’éo) 25 !
= :>f(§(0))=2—7>0
20 2g
3 3
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2! bis 4 Moglichkeit:

(xgo)\ (5\ (:Ugo)\ (s\ (xgo)\ /0\

Ty s ) 0 Ty s
xéo) 0 xgo) s a:éo) s

VAN, U ) o) LA o)
In all diesen Féllen gilt
FE)=0.

Falls also eine Losung der Aufgabe existiert, so kommt nur der erste

Kandidat in Frage, es handelt sich dann tatséchlich um ein gleichseitiges
Dreieck.

Bemerkung. Ist f: R™ > U — R von der Klasse C! und ist man
an globalen (absoluten) Maximierern (Minimierern) von f interessiert,
d.h. an Punkten x(¥ € U mit

FE) > f(x)  (bzw. f(x) < f(x))

fiir alle x € U, so kann man nach Satz 10.1.5 deren Existenz schlieflen,
falls Ukompakt ist. Die notwendige Bedingung aus Satz 17.3.2 greift
aber nur im Innern von U, Extrema am Rand sind nicht durch eine ho-
rizontale Tangentialebene charakterisiert (selbst wenn man am Rand
differenzieren diirfte). Dies siecht man auch leicht anhand eindimen-
sionaler Beispiele ein (sieche Abbildung 17.18). Wie in den Ubungen
diskutiert wird, liefert hier Satz 17.4.3 ein wichtiges Hilfsmittel zum
Auffinden der globalen Extrema.
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Abbildung 17.18: Extrema am Rand.



Kapitel 18

Kurvenintegrale

18.1 Definition und Eigenschaften (weg; Wegunabhingig-
keit des Kurvenintegrals; geschlossener Weg; konservative Vektorfel-

der; Potential)

Man betrachte eine stetig differenzierbare Kurve
v: I=la,bl - UCR™.

In einem Kraftfeld F: U — R™ bewege sich ein Massenpunkt ldngs
dieser Kurve.

Wie berechnet sich die verrichtete Arbeit?

Betrachtet sei dazu eine Zerlegung Z = {to,t1,...,tn} (siche Kapitel
17.1) des Intervalls [a, b]. Im Punkt ~y(t;_1) wirkt die Kraft F'(v(t;—1)).
Die zu verrichtende Arbeit (“Kraft x Weg”) ist jedoch nur vom Anteil
der Kraft in Kurvenrichtung abhéngig.
Bei der Bewegung des Massenpunktes vom Ort ~y(¢;_1) zum Ort ~y(¢;)
ist also (bei glattem Kraftfeld) ndherungsweise die Arbeit
(F(v(tim1)) y(t:) = (1))

-~

~y'(tio1)(ti—ti-1)

verrichtet (vgl. Abbildung 18.1). Summation und Grenziibergang N —
oo ergeben fiir die verichtete Arbeit W den Ausdruck

b
W= / (F((),7'(8) dt
46

1
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Abbildung 18.1: Zur Berechnung der verrichteten Arbeit.

Dies motiviert

Definition 18.1.1

Es sei U C R™ offen, F: U — R™ sei ein stetiges Vek-
torfeld und v: I = [a,b] — U sei eine glatte Kurve. Dann
hefst

A (F, ax) = [ (), 7(0) dt = / zij T

das Kurvenintegral des Vektorfeldes F' lings der Kurve
.

Bemerkungen.

i) Fir stiickweise glatte Kurven « (vgl. Abbildung 18.2) (zu beach-
ten: Kurven sind per Definitionem aber zumindest stetig), die sich

aus glatten “Teilkurven” vV, ..., v*) zusammensetzen, setzt man

k
/Fdx: Z/ (F, dx) .
Y ’Y

=1

i1) Die Einfithrung des Kurvenintegrals ist oben motiviert durch den
Begriff der Arbeit. Bewegt sich nun ein Massenpunkt ldangs der glei-
chen Spur einer Kurve mit unterschiedlicher Geschwindigkeit, so
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Y1)

(1)

7(3)(]3)

Abbildung 18.2: Eine stiickweise glatte Kurve (deren Spur).

bleibt die verrichtete Arbeit die gleiche. Dies soll nun anhand der
Definition des Kurvenintegrals verifiziert werden: Man betrachte
dazu eine Kurve 7: [a,b] — R™ sowie eine glatte Parametertrans-
formation (siehe Definition 17.1.3) ¢: [o, 5] — [a, ]. Ist die Trans-
formation orientierungstreu, so gilt fiir die Kurve 7: [a, 8] — R™,

yi=yo:
B
[irag = [ FGE ) ar

B
_ / (Foy(e(T), 7 ((m)¢(r) d
)7 /

AN T
Subst. b
B (PO @) at = [ (P ax).
a g
iii) Identifiziert man (als sogenannte Aquivalenzrelation) Kurven, die
durch orientierungserhaltende Parametertransformationen ausein-
ander hervorgehen, so spricht man von einem Weg. Nach ii) ist es
dann auch berechtigt, von einem Wegintegral zu sprechen. Auf die

genaue Unterscheidung zwischen Kurve und Weg wird hier meist
nicht eingegangen.

iv) Ist 4 eine Kurve, die mittels einer orientierungsumkehrenden Pa-
rametertransformation aus v hervorgeht, so sieht man wie oben

A(F, d§>=—L<F, dx) .
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464
Aus diesem Grunde wird manchmal —+ fiir einen in umgekehrter
Orientierung durchlaufenen Weg geschrieben.

Beispiele.

i) Es flieBe ein konstanter Strom I durch einen unendlich langen

Leiter im R?. Es wird ein Magnetfeld

B: U={xeR®: 2?4+ 22+#0} - R

aufgebaut mit

B(x)=1

€2

N

(

xo

) 2
T+ x5

i
2 2
T+ x5

0

X

Abbildung 18.3: Magnetfeld um einen Leiter.

Berechnet werden soll das Kurvenintegral ldngs der Kurve ~,

t €10,2m) —

rcos(t)

7 sin(t)

konst.
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Es ist
, —rsin(t) —rsin(t)
"1
/(B, dx) = [/ ﬁ< rcos(t) || rcos(t) >dt
¥ 0
0 0

2w
= I/ 1dt =2n1.
0

Auf dieses Beispiel wird in Kiirze noch zuriickgegriffen werden.

ii) Das Vektorfeld F: R> — R? sei gegeben durch

2 + 23
F(x) = 1 2

L1T2

Betrachtet seien weiter die Kurven

t
v: te[0,1] — € R?,

Zu beachten ist dabei: Anfangs- und Endpunkt beider Kurven
stimmen {iiberein.

Q)

Abbildung 18.4: Zur Wegabhéngigkeit des Kurvenintegrals.
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Es gilt aber:

! t*+t? 1 1
/(F,d§> =/ , dt=/3t2dt:1,
0! 0 2 1 0
L 24 ¢t 1 L
/(F, dx) = / : dt:/ (3t* 4+ %) dt
5 0 £3 2t 0

14
15

Im Allgemeinen hiangt das Kurvenintegral also nicht nur vom Anfangs-
und Endpunkt der Kurve ab, es kommt auch auf die spezielle Wahl des
Weges an.

In welchen Fiéllen ist das Kurvenintegral wegunabhangig,

d.h. nur abhéngig vom Anfangs- und Endpunkt?

Dabei ist die Wegunabhéngigkeit dquivalent zu
/ (F, dx) =0 fiir jeden geschlossenen Weg ,
y

d.h. fiir jede geschlossen durchlaufene Kurve v, d.h. v(a) = ~(b). Dies
sieht man anhand von Abbildung 18.5 ein, wenn der Weg v = ~(1) —~(2)
betrachtet wird (vgl. obige Bemerkung zu orientierungsumkehrenden
Parametertransformationen).

Beispiel. Wird eine Masse im Gravitationsfeld angehoben, so ist die
verrichtete Arbeit nur abhéngig von der iiberwundenen Hohe, der Weg,
auf dem das geschehen ist, spielt keine Rolle. Das Gravitationsfeld ist
konservativ.

Werden hingegen Reibungsverluste beriicksichtigt, so wird die spe-
zielle Wahl des Weges eine wichtige Rolle spielen.
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Abbildung 18.5: Wegabhéngigkeit und geschlossene Wege.

Definition 18.1.2

Es se1 U C R™ offen und F': U — R sei ein stetiges
Vektorfeld. Falls eine Funktion p: U — R existiert mait

F(x)=Vpx) firadlexeU,

so heifit ¢ ein Potential von F. Das Vektorfeld F' be-
zeichnet man in diesem Fuall als konservativ.

Satz 18.1.1

Es ses U C R™ offen und F: U — R™ sei ein stetiges,
konservatives Vektorfeld. Ist v: |a,b] — U eine (stiick-
weise) glatte Kurve und ist ¢ ein Potential von F, so

qilt

J(F, &) = o(0) - 0(a).

v
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Beweisidee. Man berechne fab %gp(v(t)) dt (~ Ubungen). O

Beispiele.

i) Es sei F: R?® — R3,

Dann gilt F' = V¢ mit
1
p(x) = 53}% + 3:1:5;’ + 23 .

Zu beachten ist hier (nachrechnen!)
rot '=0.

Allgemein wurde fiir beliebiges ¢: R? C U — R von der Klasse C?
in den Ubungen nachgerechnet

rot(grad ) =0 .

Hat demnach ein (glattes) Vektorfeld F: R* C U — R? ein Poten-
tial, so ist das Verschwinden von rot F' eine notwenige Bedingung
dafiir.

i1) Zuriick zum Beispiel des unendlich langen Leiters: Es sei wieder

()

2 2
T+ x5

BX = L
() x? + 22

N0

Betrachtet man auf U = {x € R?: z; > 0} die Funktion

¢(x) = arctan (ﬁ> :
L1
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T2

/.N [ rax =0
K /\ 7

Abbildung 18.6: B kann kein “globales” Potential haben.

/ (F,dx) = 271

Y

so erkennt man

Oy 1 < 1 ) T
_— = — —= :——’
dx1 1+i_§ 22"’ xi + 23
1
(’990 o 1 1 o T
012 1+§_§:{:1 3+ a3’
1
0
% _
8373

@ ist also auf U ein Potential von B.

Nach Satz 18.1.1 kann B aber kein Potential auf {x € R? :
27 + x5 # 0} haben (vgl. auch Abbildung 18.6).

Ubung. Man berechne rot B auf {x € R® : 2? 4+ 23 # 0} und
interpretiere das Ergebnis.
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Kapitel 19

Integralrechnung im R"

19.1 Das Riemannsche Integral auf quadrierba-
remn Mengen (Zellen; Jordansches Maf}; Zerlegung von Zellen;
Untersumme; Obersumme; Unterintegral; Oberintegral; Riemann-
Integrierbarkeit; Volumenelement; Mehrfachintegral; charakteristi-
sche Funktion; kanonische Fortsetzung; Normalbereich; Cavalierisches

Prinzip; Satz von Fubini)

Idee. Ist f: M C R™ — R eine beschrinkte Funktion, so sollte das
Integral [,, f dV ein MaB fiir das Volumen des vom Graphen und von
M berandeten Korpers sein, so wie es in Abbildung 19.1 angedeutet
ist.

f(x)

X2

X1

Abbildung 19.1: Zur Idee des Riemannschen Integrals.

471
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Problem. Vollig analog zu den Ausfithrungen zu Beginn des Kapitels
12.1, HMI 2, zur eindimensionalen Integration gilt jedoch: Man hat
zwar eine anschauliche Vorstellung des Begriffes “Volumen”, es ist je-
doch nicht klar, wie das Volumen des vom Graphen berandeten Korpers
tiberhaupt definiert ist, falls dieser Koérper nicht gerade eine Vereinigung
von Quadern (0.4.) ist.

Vorgehensweise.

i) Zunéchst wird der Integralbegriff {iber sogenannte Zellen im R”
eingefiihrt, wobei Zellen den eindimensionalen Intervallbegriff ver-
allgemeinern.

i1) Damit kann definiert werden, was das (Jordansche Maf} einer
Menge (der Urbildmenge M C R"™ von f) ist. Dies war im ein-
dimensionalen Fall nicht nétig, da dort im Wesentlichen nur iiber
Intervalle zu integrieren ist, denen in natiirlicher Weise eine Lénge
zugeordnet werden kann. Im mehrdimensionalen Fall hat man es
mit einer wesentlich gréfleren Vielfalt von zu untersuchenden Men-
gen zu tun.

ii1) Das Maf soll selbstverstidndlich bei einfachen geometrischen Ob-
jekten (beispielsweise Zellen im R™ den elementargeometrisch be-
kannten Inhalt liefern.

iv) Schliefllich wird das Integral iiber quadrierbare Mengen im R”"
definiert und man erhélt eine prézise Formulierung der oben ge-
nannten Anschauung.

v) Die Idee zur Konstruktion in ) bis 4v) ist: Man approximiere mit
Quadern, anschlieBend wird zur Grenze iibergegangen.

Der Zugang zum mehrdimensionalen Riemannschen Integralbegriff auf
Zellen im R" ist vollig analog zur Theorie im Falle einer Variablen.

Im Folgenden sei stets f: R®” D M — R eine skalare Funktion
veranschaulicht mit Hilfe des Graphen von f. Wie in Kapitel 12.1 sei
f zunéchst stets als beschrinkt angenommen.
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Wie bereits erwéhnt tritt hier an die Stelle von Intervallen (und
deren Zerlegungen):

Definition 19.1.1

i) Unter einer Zelle C' im R" versteht man einen ab-
geschlossenen Quader mit achsenparallelen Kanten,
d.h. eine Punktmenge der Form

C=Lx1ILhx...I,=[ablCR" mit:

() (b, )
\ @ ) Kbn)

Ij:[aj,bj]CR, aj<bj, j:1,...,n.

|
I

ii) Es heift u(C) = |C| = I}_;(bj —a;) der Inhalt (das
Mafs) von |a, b].

iii) Eine Menge C = {CW), ..., C™} von “nicht iiber-
lappenden” Zellen des R"™ mut

C = [Q, b] - lelc(k)

heifit eine Zerlequng der Zelle C'.




474 Kapitel 19: Integralrechnung im R"

iv) Ist f: R" — R beschrinkt auf einer Zelle C und C
eine Zerleqgung von C, so ist

m;, = inf{f(x): x e CW}

von f zur Zerlegung C.

Z2

Zelle C

a1 by 1

by T Zelle C

a1 by 1

Abbildung 19.2: Zerlegungen einer Zelle.
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Beispiele.

i) Mogliche Zerlegungen von [a, b] sind in Abbildung 19.2 darge-
stellt.

i1) Unter- und Obersummen werden ganz analog zum Fall n = 1
konstruiert (sieche Abbildung 19.3)

f(x)

X2

Abbildung 19.3: Zur Definition von Unter- und Obersummen.

Bemerkung. Alle bekannten Abschétzungen fiir Unter- und Ober-
summen aus dem Fall n = 1 iibertragen sich analog.

Definition 19.1.2

i) Ist f: C'— R beschrdankt, so sind das Unterintegral
Z(f) und das Oberintegral Z(f) definiert als

Z(f) = sup{Sc(f): C ist eine Zerlegung von C'}

Z(f) = inf {Sc(f): C ist eine Zerlegung von C'} .
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it) f heifit (Riemann-) integrierbar auf C, falls gilt
L) =T(f) = Z(f) .

ii1) Die tibliche Notation im Folgenden ist (falls f inte-
grierbar ist):

I(f) = /Ode—/Cf(z) av

_ //.../Of(g)dxl...da:n,

Z(f) heifit das Riemannsche Integral von f tber die
Zelle C', AV heifit das Volumenelement.

Bemerkung. Die Bemerkungen und Integrabilitéitskriterien aus dem
Fall n = 1 iibertragen sich analog, beispielsweise gilt

Satz 19.1.1
Ist f: R" — R stetig auf der Zelle C, so ist f integrierbar
auf C.

Wie berechnet man Integrale im R™?

Satz 19.1.2

Es sei 0.E. n =2 (fir n > 3 gelten analoge Aussagen).
Es sei weiter f: R? — R integrierbar auf der Zelle

C={xcR*: a<z;<b c<ay<d}.
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i) Falls fir jedes fixierte x1 € la,bl das Integral
fcd f(x)dxy existiert, so existiert das “iterierte” In-

tegral
b d
/ / f(x)dzy | day
und es qilt

/C f(x) dV = / b /  f s | da

it) Falls fir jedes fizierte xo € |c,d] das Integral
fab f(x)dxy ezistiert, so gilt die analoge Aussage.

Bemerkungen.

i) Mit diesem Satz ist iiberhaupt erst die Notation als Mehrfachin-
tegral [ [, f(x) dz dzy gerechtfertigt.

i1) Die Berechnung eines Integrals im R" wird also zuriickgefiihrt
auf zwei nacheinander auszufiihrende “eindimensionale” Integra-
tionen. Damit {ibertragen sich (unter den Voraussetzungen von
Satz 19.1.2) die bekannten Eigenschaften aus der Integralrechnung
einer Variablen (Linearitat . ..)

i71) Allein aus der Existenz der iterierten Integrale in Satz 19.1.2 folgt
nicht die Existenz von [, f(x) dV (Beispiel: ~» Ubungen).

iv) Es sei jetzt f beispielsweise stetig auf C, so dass alle auftretenden
Integrale existieren. Dann gilt nach Satz 19.1.2 fiir das Zweifach-
integral (mit der Notation f(x) = f(x1,22))

(a)

/Cf(g) da::/ab [/cdf(:cl,xg) d@] dzy |
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also wird fiir festes x; erst das Einfachintegral

/Cdf(xhlb) dws =: g(z1)

bestimmt, dann die Funktion g(z1) bzgl. =1 integriert.

T2

|
|
a b T

Abbildung 19.4: Fine Moglichkeit zur Berechnung eines Zweifachintegrals.

/Cf(g) dx:/j /abf(xl,xg) day | das

Hier ist die Situation umgekehrt (siche Abbildung 19.5).

X2

|
|
a b T

Abbildung 19.5: Eine zweite Moglichkeit zur Berechnung eines Zweifachintegrals.
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Beispiele.
i)Essei C={xeR?: 0<2 <1, 1< 1y <2},
f(z1,x0) = 27* .

Dann ist f stetig auf C', insbesondere sind die Voraussetzungen
aus Satz 19.1.2 erfiillt. Es gilt

2 1
/:Ujf2 dV = / / x)? dxq | dxg
c 1 0

1 To+1 1 1
/ r?dry = ad ‘ =
0 ro+1lo x9+1

und damit

2
1
/xffz dV:/ ldx2:1n(1+x2)}f=1n(3/2).
C 1

To +

i1) Es sei jetzt n = 3,
C={xeR:0<2,<2,0<2,<1, 2<3<4}.
Als stetiger Integrand f sei betrachtet
f(z) =1+ T2+ 23 .

Mit der Notation

T2
sz,m:{ :0§x2§1,2§x3§4}

L3

folgt

/Cf(g) dV = /@2,13 [/02(::/;1 + 29 + x3) day

|\ 7
-~

dV(ZIL‘Q, 1'3) )

=:g(x2,73)

wobei dV (x4, x3) das zweidimensionale Volumenelement (bzgl. der
Variablen x,, x3) bezeichne. Eine nochmalige Anwendung von Satz
19.1.2 liefert

/C g(zo,x3) AV (29, 73) = /24 lfolg(xz,xg) dm] dzs

2,73
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und insgesamt:

/Cf(z) v = /02(351 + 2o + 13) d:m] dx2] das

2

S
s~

2

a
71 -+ ZL’1<LU2 -+ £L’3)

d:Uz] d:Ug

[l
T
—

0

1
/ 2 4 229 + 23] dm] dxs
0

4
[2@(1 + x3) + x%}é dxs

4
3+ 23] darg = [33 + 23], = 18 .

I
S— — o

iii) (~ Ubungen) Ist f: R? — R? von der Form
f(x) = fi(z) fa(az)

mit stetigen Funktionen fi, for R — R auf Intervallen [a, b
bzw. [¢,d] C R, so ist (C = [a,b] X [¢,d])

[ sty av = /flxldm”/fmd@].

Bemerkung. Analog zur letzten Bemerkung aus Kapitel 12.1 sind iiber
die Definition des Riemannschen Integrals bereits Volumina “einfacher”
Mengen im R"™! bestimmt und mit Hilfe von Satz 19.1.1 berechenbar.
Beispielsweise findet man fiir das Volumen V' der Menge (des Korpers)

K={xeR: 0<2 <2, 0<2,<1,0<a3< 2, +1}

imR3¥mit C:={xeR*: 0<2 <2, 0< 29 <1} und f: C — R,
f(x) =1 + z2

/Cf(X)dV/OQ[/Ol(xl—i—xQ)de] di; =3 .

Im R" will man aber nicht nur iiber Zellen integrieren!
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Dazu muss zumindest einer groffen Klasse von Mengen im R" (man
beachte den Unterschied zu der letzten Bemerkung) ein Mafl oder ein
Inhalt zugewiesen werden. Um den Inhalt von recht allgemeinen Men-
gen mit Hilfe der Definition des Riemannschen Integrals iiber Zellen zu
definieren, bedient man sich eines “Tricks” (vgl. auch Abbildung 19.6):

Definition 19.1.3 !

Fine beschrinkte Menge M des R"™ heifst quadrierbar
(oder Jordan-mejf$bar), wenn ihre durch

1 fir xe M,
Xm(X) =
0 fir xeR"—M

definierte charakteristische Funktion xy: R" — R auf
einer Zelle C mit M C C integrierbar ist. Fs heifit

u(M) = /C yar(x) dV

(n-dimensionaler) Inhalt von M oder Volumen von M
oder (n-dimensionales) Jordansches Mafs von M

Bemerkungen.

i) Die Definition des Inhalts einer quadrierbaren Menge ist un-
abhéngig von der speziellen Wahl der Zelle C.

i1) Die Definition ist konsistent mit der des Mafes einer Zelle
p(C) = [C] = ITj_, (b; — a;) .

it1) “Glatte”, beschrinkte Mengen sind quadrierbar. (Genauer Krite-
rien sind in der Literatur beschrieben, Quadrierbarkeit folgt etwa,
falls OM eine Nullmenge ist oder falls 9M lokal Graph einer steti-
gen Funktion ist.)

1Zur Erinnerung: Nach Definition 6.4.4 bezeichnet M den Abschluss von M, C'ist der offene Kern
von C.
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xu =0

C

Abbildung 19.6: Zum Inhalt einer quadrierbaren Menge.

iv) Auf eine weitere Diskussion sei hier verzichtet, die im Folgenden
auftretenden Menge sind stets quadrierbar.

Was ist [,, f(x) dV fiir eine quadrierbare Menge M?

Definition 19.1.4
Es ses M C R" quadrierbar und f: M — R beschrinkt.

Dann ist die kanonische Fortsetzung der Funktion f von
M auf den R" definiert via

f(x) fir xe M,
0 fir x eR"— M .

fu(x) =

Definition 19.1.5
Es sei M C R" quadrierbar und f: M — R beschrdinkt.
Dann heifst f auf M integrierbar, wenn die kanonische

Fortsetzung fy von f auf einer (und damit auf jeder)
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Zelle C des R* mit M C C integrierbar ist. Das Rie-
mannsche Integral [, f dV ist definiert als

/Mde :Z/Mf(z) dv ::/CfM<§> .

Il
o

Jar

C

Abbildung 19.7: Zur Integrierbarkeit auf einer quadrierbaren Menge.

Bemerkung.

i) Diese Definition ist unabhéngig von der speziellen Wahl der Zelle.

i1) Die Bedingung der Integrierbarkeit ist eine Forderung an A/ und
f.

ii1) Beschrankte, stetige Funktionen sind auf einer quadrierbaren
Menge integrierbar (vgl. Satz 19.1.1).

Wieder iibertragen sich die bekannten Eigenschaften, d.h. es gilt:
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Satz 19.1.3
Es seien f, g: M C R" — R integrierbar auf M.

i) Fiir beliebige a, B € R gilt

/M(Oéerﬁg)dV:oz/MdeJrﬁ/Mng.

it) Es sind auch fg, |f|, |g| integrierbar mit

‘/Mfdv < /Mrf\dv,
‘/Mfgdv < swplf| [ lglav.

[ saar]

< / P v / g2 v .
M M

i) Im Fall f < g auf M gilt die Ungleichung

[ 1< [ gav,

iv) Es gilt insbesondere

/1dV:\M].
M

v) Ist f auch tiber einer quadrierbaren Menge M c R"
(definiert und) integrierbar, M N M = (), so ist

/MUMde:/Mde+/Mde.
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Satz 19.1.3 erleichtert aber in den meisten Fallen nicht die konkrete
Berechnung eines Integrals.

Gilt eine analoge Version von Satz 19.1.27

Zur Klérung dieser Frage muss Definition 19.1.6 vorangestellt werden.
Es ist ndmlich zu beachten, dass bei quadrierbaren Mengen im Gegen-
satz zu einer Zelle nicht klar ist, zwischen welchen Grenzen die Varia-
blen laufen sollen. Damit eine Argumentation &hnlich zu Satz 19.1.2
Sinn ergibt, muss die Klasse der betrachteten Mengen eingeschrankt
werden.

Definition 19.1.6

i) Eine Menge M C R? heifit xo-projizierbar oder Nor-
malbereich in xo-Richtung, falls M von der Form ist

M={xeR*: z€[a,b], pi(z1) < 23 < po(z1)},
wobei @1, po zwei auf |a,b] stetige Funktionen seien.

it) Eine Menge M C R? heif$t x\-projizierbar oder Nor-
malbereich in x1-Richtung, falls M von der Form ist

M={xeR*: x5 € [c,d], P1(x) < z1 < hof2)}

wobei 1, ¥y zwei auf [c,d] stetige Funktionen seien.
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i19) Fine Menge M C R" heifit Normalbereich in x;-
Richtung, 1 < 7 < n, wenn sie die Form

M={xeR": yeK, &i(y) <z <&(y)}

hat, wober

\ @ )

und wober K eine kompakte, quadrierbare Menge des
R"~1 bezeichne. Die Funktionen &, &: K — R seien

stetiq.

Bemerkungen.

i) M.a.W. bedeutet etwa xs-Projizierbarkeit, dass M in [a,b] von
den Funktionen ¢1(x1) und @s(x1) begrenzt wird.

i1) Insbesondere muss auf dem ganzen Intervall [a,b] die Bedingung
1 < o erfiillt sein (& < & auf K analog).

Beispiele.

i) Zweidimensionale Beispiele sind in den Abbildungen 19.8-19.11
dargestellt.

i1) Man betrachte obiges dreidimensionales Beispiel der Zelle

C:{§€R3: 0<21<2 0<x,<1,2<1x3<4}.
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T2

X

Abbildung 19.8: M ist xo projizierbar, nicht x; projizierbar.

X2

X

Abbildung 19.9: M ist x; projizierbar, nicht xs projizierbar.

Mit der Notation

T3
ist
K:szjzgz{z: 0<x,<1, 2<ux3<4}
und

C={xeR:yekK, &(y) <21 <&(y)},

die Zelle ist also ein Normalbereich in z1-Richtung (selbstverstind-
lich ebenso in z5- und x3-Richtung).
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T2

X

Abbildung 19.10: M ist x; projizierbar und x5 projizierbar.

T2

M

X1

Abbildung 19.11: M ist weder x; projizierbar noch xs projizierbar.

ii1) Es sei M C R? das “Raumstiick”, welches den beiden Zylindern
{(xeR: 23+ 23 <1} und {x € R®: 2?2 + 2% < 1} gemeinsam
ist,
M={xcR: ?4+22<1}n{xecR®: 27 +22<1}.

Dann ist M Normalbereich in x3-Richtung (analog in z5-
Richtung), denn mit

L
y = eK :={yeR*: zi+a13<1}
L2

und mit

Gy)=—y/1—2af, &(y)=/1—2% firalle yeK
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ist
M={xeR’: yek, &(y) <z <&(y)}.
iv) Es sei
M:{KERS: 1 >0, 29>0, 23>0, x1 + 29+ a3 < 1}.
Wieder ist M Normalbereich in x3-Richtung (andere Richtungen

analog). Die Menge K findet man wie folgt. Zunéchst muss auf K
gelten: x1 > 0 und xo > 0. Es ist weiter in K

L1
y = , Gy) =0, &y)=1—21— a9,
L2

Da die Bedingung &i1(y) < &(y) auf ganz K erfiillt sein muss,
ergibt sich

K:{XERZZ 1 >0, 29 >0, $1+$2§1}
v) In den letzten beiden Beispielen schreibe man K selbst wieder als
Normalbereich (Ubung!).

Als Verallgemeinerung von Satz 19.1.2 kann schliefflich mit Hilfe der
Definition 19.1.6 das Cavalierische? Prinzip (Berechnung von Volumina,
d.h. f = 1) oder der Satz von Fubini® (der allgemeine Fall) formuliert
werden.

Satz 19.1.4

FEs set M C R" und f: M — R stetig. Dann gilt mit den
Bezeichnungen aus Definition 19.1.6:

i) Ist n =2 und M ein Normalbereich in xs-Richtung,
so qilt

b pa(z1)
/ f dV = / / f(l’l,ﬂfg) d.il?z dl’l .
M a v1(21)

2B. Cavalieri, 1598-1647; Mailand, Bologna.
3G. Fubini, 1879-1943; Catania, Genua, Turin, New York.
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it) Ist n =2 und M ein Normalbereich in x1-Richtung,
so qilt

d Yo (x2)
/ fdVv = / / f(z,29) dzq | das .
M c P1(w2)

iti) Im allgemeinen Fall n > 2, M Normalbereich in
etne Richtung x;, 1 < j <mn, gilt

§2(y)
/ f dV = / / f(X) dﬂj’j an_l .
M K | J&(y)

wobei dV,,_1 das (n — 1)-dimensionale Volumenele-
ment auf K C R"™! bezeichne.

Bemerkungen.

i) Der Satz ist ein wesentliches Hilfsmittel zur konkreten Berech-
nung von Integralen im R"™ als Mehrfachintegrale. Analog zu Satz
19.1.2 ist die anschauliche Vorstellung in den Abbildungen 19.12
und 19.13 wiedergegeben.

i1) Ist M in verschiedene Richtungen ein Normalbereich, so kann
natiirlich die “einfachste” Berechnungsmethode gewéahlt werden.

i1i) Ist M kein Normalbereich, so kann versucht werden, M in endlich
viele Normalbereiche zu zerlegen, um Satz 19.1.4 anzuwenden.

Beispiele.

i) Es sei R > 0 fixiert und M := {x € R*: 2§ + 23 < R?, 25 > 0}.
Der Integrand f: R? — R? sei gegeben durch

f(x) = zizy .
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T2

p1(z1)

X1

Abbildung 19.12: Iterierte Integration fiir einen xo-Normalbereich.

X2

€

Abbildung 19.13: ITterierte Integration fiir einen x;-Normalbereich.

1*¢ Moglichkeit: Man rechne nach Satz 19.1.4, ):

R [ py/R2—z2
/x%xQ dV = / / x%a& dzo| day
M _

R 0

Rorg2ydq/Re-ad
= d.CIZl
_R L 2 0
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M,y

Tl

M2 M3

Abbildung 19.14: Eine Zerlegung in Normalbereiche.

Die Vorgehensweise ist in Abbildung 19.15 skizziert.

T2

—_— | —=

-R R 1

Abbildung 19.15: 1% Moglichkeit.

2'¢ Moglichkeit: Man rechne nach Satz 19.1.4, i7) (vgl. Abbildung
19.16):

R[ py/R2—a2
/ 3:%:132 dV = / / x%xz dxq| das
M 0 -

\/ R?—x2

dﬂ]g

/R B } V/ R~}
0

_3332 —\/ R?—13
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T2

[t \

-R R 71

Abbildung 19.16: 2" Moglichkeit.

i1) Gesucht: Das Volumen V' des Tetraeders T' mit den Ecken O = 0,

a 0 0
A=10|,B=|bv ]|, C=10], a b c>0 fixiert.
0 0 c

Bemerkung. Zur Volumenbestimmung kann man einerseits den
Graphen von

fxy,xe) = c(l —— —

iber dem Dreieck mit den Ecken O, A, B in der (z1,z2)-Ebene
betrachten (vgl. Abbildung 19.17). Ebenso kann 7" als Teilmenge
des R? aufgefasst werden und

/1dV
T

berechnet werden, wobei dV das dreidimensionale Volumenele-
ment bezeichne. Hier wird die zweite Sichtweise gewéhlt, die erste
fiihrt natiirlich auf den gleichen Ansatz (ausprobieren!).

Um die richtigen Integrationsgrenzen zu finden, beachtet man, dass
die Punkte A, B, C in der durch

ﬂ + ﬁ + ﬁ =1
a b c
gegebenen Ebene liegen (vgl. wieder 19.17). Das gesuchte Volumen

berechnet sich damit zu
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X2

Abbildung 19.17: Zur Volumenberechnung des Tetraeders.

V = /1dV
T
a [ pb(1—z1/a) ¢(l—z1/a—x2/b)
= / / / dl‘g dl’g dxl
0 0 0

a prb(1—z1/a) T T
— 1T 4| d
/0 /0 C( a b ) Sl
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19.2 Der Transformationssatz (Koordinatentransformation;

Diffeomorphismus)

In diesem Abschnitt soll der Frage nachgegangen werden:

Kann analog zum Fall einer Funktion einer Variablen die
Integration in bestimmten Situationen durch eine (Substitu-
tion) Transformation (d.h. durch eine geeignete Koordina-
tentransformation) vereinfacht werden?

Betrachtet sei dazu eine Abbildung ¢ einer offenen Menge U C R”
in eine offene Menge V' C R",

U1 U1
USu= : —g(u) =v = : eV.
Unp, Un

Die Abbildung g sei ein Diffeomorhismus, d.h. bijektiv und sowohl ¢ als
auch ¢! seien stetig differenzierbar. Insbesondere gelte fiir alle u € U

99 991
8161 o 8un
det Dg(u) = : : () #0.
On 9gn
oup  uy,

Unter dieser Voraussetzung gilt der Transformationssatz:

Satz 19.2.1

Ist K C 'V kompakt, g wie oben und ist f: V — R stetig,
so qilt

[ swravi) = [ flotuiact Dotu] aV ).
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Daber ist
g K)={uecU: g(u) <€ K}

und im Volumenelement ist angedeutet, bzgl. welcher Va-
riablen zu integrieren 1st.

Beweisidee. Man untersuche die Frage, wie sich Volumina unter linearen
Abbildungen L: R" — R" transformieren. ]

g—l

Abbildung 19.18: Zum Transformationssatz.

Bemerkungen.

i) Satz 19.2.1 hat formal die gleiche Gestalt wie die Substitutions-
regel im Fall n = 1. Allerdings ist hier der Betrag der Jacobischen
Funktionaldeterminante zu betrachten.

i) Man beachte, dass die Kompaktheit von K zusammen mit der
Stetigkeit von f insbesondere die Integrierbarkeit von f impliziert
(warum ist das richtig?).

Beispiele.

i) Im R? seien Polarkoordinaten betrachtet: Es ist

U1l r
E:

, O<r<oo, 0<p <22,
U2 2
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sowie
U1 T rcos(p)
) To rsin(p)
Die Menge

"
U:{ :O<7“<oo,0<g0<27r}
®

ist offen, die Bildmenge
V={x€cR*: xy#0falls z > 0}
ist die “aufgeschlitzte” (z1,x2)-Ebene.

n ,

Abbildung 19.19: Polarkoordinaten im R2.

x1

Die Funktionaldeterminante der Transformation g ist

COS —rsin
|det Dg| = (©) () =r#0.

sin(y) rcos(p)
ii) Essei K = {x € R?: 1 < 2% + 23 < 4}. Gesucht ist

/ a3 dV .
K

An dieser Stelle sei exemplarisch etwas genauer als “iiblich”
argumentiert, zu beachten ist ndmlich: A ist nicht vollstiandig in
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der offenen Menge V' aus i) enthalten.

Deshalb betrachtet man zu 0 < o < 27 die in Abbildung 19.20
skizzierte kompakte Menge K,:

L2

'
2m—a g
R T Ty
T T r
1 2
g_l(Ka)
K,CcV

Abbildung 19.20: Die Menge K,,.

Als Abbildung ¢: ¢~ 1(K,) — K, konnen jetzt Polarkoordinaten
eingefiihrt werde, nach Satz 19.2.1 folgt

/ \/ 22 + 23 dV (x)
K,

= / \/7’2 cos?(p) + r2sin®(p) r dV (r, )
g1 (Ks)

2T—a 2 2r—«
7 14
= 2dr| d :/ —dy = —(r—a).
[ e a = [T - Yoea
Nun gilt
/ z3 + 23 dV(x) :/ z?+ 23 dV(x
K Ka

+/ \/ 2?2 + 23 dV (x)
K-K,
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und weiterhin wegen /z7 + 23 < 2 auf K
—0
/ v} + 23 dV(x) <2|K — K, = 0,
K—K,
also liefert der Grenzwert @ — 0

14
/ \/r2 4+ 22 dV = =7 .
K 3

ii1) Kugelkoordinaten im R3: Hier wird die Transformation betrachtet

Uy T r cos(p) cos(6)
u=| u | =\ ¢ v =x= rsin(p) cos(d)
u3 7 7 sin(0)
T3
r
0 |

90.«_\ "

/

X1

Abbildung 19.21: Kugelkoordinaten im R3.

Es ist
.
U:{ o | r>0,0<p<2m, —g<9<g},
0

das Bild V ist der R? ohne die nicht-negative x;-Achse und ohne
die x3-Achse. Es gilt (Entwicklung nach der dritten Zeile, vgl. Satz
8.6.2)



500 Kapitel 19: Integralrechnung im R"

|det Dg|
/ cos(p) cos(f) —rsin(p)cos(f) —rcos(p)sin(b) \

= sin() cos(0) rcos(p)cos(f) —rsin(p)sin(6)

\  sin(0) 0 reos(d)

— sin(6) (r?sin® () cos(0) sin(6) + 12 cos* (i) sin(0) cos(6))
+7 cos(0) (1 cos(p) cos*(0) + rsin® () cos*(6))

— sin(6)r?sin(6) cos(6) + r cos(0)r cos(6)

= r?cos(f) #0 fiir 0<r, —g<9<§.

iv) Man betrachte jetzt
K:{§€R3:x120, x>0, 3 >0, a:%%—:c%—l—x%gl}

und die Funktion

f(x) = \/:U%—F:E%er%

Mittels der Transformation auf Kugelkoordinaten (ohne die genaue
Argumentation wie in ii)) folgt

[arardave = [ [ [ [ [ sty d@} de] N
B g/ol [/0 r? cos(6) d@] dr
= g/olT?’ dr = g

Bemerkung. Oft sind etwa auch Zylinderkoordinaten im R? hilfreich
(~ Ubungen).

NE

ISIE]
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19.3 Uneigentliche Integrale (regulire Ausschopfung; kom-

pakt enthalten; Figur)

Wie im Fall n = 1 (Kapitel 12.4) sollen jetzt die Restriktionen “M
beschrinkte Menge” und “f beschrankt” fallen gelassen werden, die
bisher immer vorausgesetzt waren.

M.a.W.: Das uneigentliche Integral fQ f dV soll fiir stetige Funktio-
nen auf beliebigen offenen Mengen () definiert werden (offene Mengen
miissen nicht beschrankt sein, stetige Funktionen auf offenen Mengen
miissen nicht beschrankt sein).

Definition 19.3.1

Es seien M, My, M, ..., M;, ... Teilmengen des R".
Man nennt die Folge {M,} eine regulire Ausschopfung
von M, Notation M; / M, wenn gilt

i) M; € Mﬁl fiir alle 7 € N,

Dabei bedeutet A € B (A kompakt enthalten in B): A
ist beschrdnkt und es gilt A C B.

Beispiel. Man betrachte den R" und die Kugeln By (0), k € N.

Bemerkung. Fiir jede offene Menge 2 C R" gibt es eine regulére
Ausschopfung F; / €2 durch sogenannte Figuren F} (eine Figur ist die
Vereinigung endlich vieler Zellen, die sich nicht iiberlappen).

Definition 19.3.2

i) Es sei Q) eine offene Menge des R", f stetig auf
Q) und fiir jede regulire Ausschopfung M; ,/ €1 von
) durch quadrierbare Mengen M; set die Folge der

Zahlen [,. f dV konvergent. Dann heifst
MJ
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| fe0av = tim [ S av

das uneigentliche Integral von f diber €1, das unei-
gentliche Integral existiert oder konvergiert in diesem

Fall.

i1) Das uneigentliche Integral heifit absolut konvergent,
wenn das Integral [, |f(x)| dV konvergiert.

Bemerkungen.

i) Die Definition des uneigentlichen Integrals ist unabhéngig von der
speziellen Wahl der Ausschopfung.

i1) Die Definition ist konsistent mit den vorherigen Abschnitten.

i71) Nattirlich iibertragen sich Eigenschaften wie die Linearitdt des
Integrals sowie elementare Abschétzungen.

i) Das uneigentliche Integral [, f(x) dV konvergiert, falls es absolut
konvergiert.

Wie kann in der Praxis die Konvergenz des uneigentlichen

Integrals nachgepriift werden?

Satz 19.3.1
Das uneigentliche Integral |, f(x) dV einer stetigen

Funktion f ist genau dann absolut konvergent, wenn es
eine Konstante c > 0 gibt, so dass

/M [f(x)[dV < ¢

fiir alle quadrierbaren Mengen M < ) qilt.
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Beispiel. Es sei Q = {x € R® : |x| > 1}. Es sei a € R fixiert,
f(x) = |x]7* R > 1und Qr = QN Bg(0). Dann gilt (mit Hilfe der
Transformation auf Kugelkoordinaten)

x)dV = x|7*dV
Re /Q i

— /13 [/3 /02WT_QT2COS(9) d@] d@] dr

s
2

R . R
= 27r/ r?[sin(0)]? . dr = 47r/ rie
1 1

Die rechte Seite strebt gegen unendlich, falls o < 3 ist, das uneigentli-
che Integral konvergiert in diesem Fall nicht. (Genau gesagt: Ist R; = j
und M; = Qg , so ist eine reguldre Ausschopfung von 2 gefunden, fiir
die [,, f(x) dV nicht konvergiert, das uneigentliche Intergral ist nach
Definition 19.3.2, i), nicht konvergent.)

Ist a > 3, so gilt
1

—

R A7
3—« 3—«
= 1-R <
" L a—3( )

4
a—3

| ) dv = 4r

Jede quadrierbare Menge M & () ist aber fiir hinreichend grofies R in
QR enthalten (quadrierbare Mengen sind per definitionem beschrankt),
man hat

4

a—3

[ 1reatav <

fiir jede quadrierbare Menge M & () im Fall a > 3. Nach Satz 19.3.1
ist in diesem Fall das uneigentliche Integral konvergent. Zur Berech-
nung des Integrals reicht es nach Definition 19.3.2 dann, eine spezielle
reguldre Ausschopfung von € zu betrachten (etwa M; wie oben) und

man erhalt A
/ x| dV = —— .
0 Of—‘3
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Teil VIII

Integralsatze der Vektoranalysis
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Kapitel 20

Der Gaufllsche Integralsatz

Der GauBsche Integralsatz ist einer der bedeutensten Satze in der Ana-
lysis. Es wird etwa im Verlaufe dieses Kapitels gekléart werden, wie eine
partielle Integration im Falle von Funktionen mehrerer Verdnderlicher
zu verstehen ist. Ebenso wird deutlich werden, warum die Divergenz
eines Vektorfeldes ein Maf fiir Quellen und Senken ist (man vergleiche
die Bemerkungen nach Definition 17.2.5).

Der Gauflsche Integralsatz in der Ebene kann mit den bisher be-
kannten Begriffen vorgestellt werden, zum Verstdndnis des Gauflschen
Integralsatzes im R3 sind hingegen einige geometrische Betrachtungen
voranzustellen.

20.1 Der Gaul3sche Integralsatz in der Ebene (positiv
orientierter Rand; Greenscher Bereich; dufiere Einheitsnormale; Fluss

eines Vektorfeldes)

Im Fall einer Veridnderlichen besagt der Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung (12.2.1), dass das bestimmte Integral einer
Funktion f als Differenz der Funktionswerte einer Stammfunktion in
den Randpunkten gegeben ist.

In diesem Paragraphen wird ein zweidimensionales Integral iiber
eine Divergenz als Integral iiber eine Randkurve geschrieben werden,
welches als Flussintegral zu interpretieren ist.

Zur Formulierung dieses Satzes ist noch eine Vorzeichenbedingung zu

507
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kldren: Ist M C R? ein Normalbereich etwa in zo-Richtung (vgl. Defini-
tion 19.1.6), so kann der Rand von M wie in Abbildung 20.1 angedeutet
durch eine stiickweise glatte Kurve ~ parametrisiert werden, die Spur
der Kurve ist spury = 'V ur®@ yr® yr®,

Es wird stets angenommen, dass diese Kurve regular (7' # 0 auf den
Teilkurven) sei und dass sie so orientiert sei, dass M beim Durchlaufen
der Kurve zur Linken liege, d.h. OM sei positiv orientiert.

Abbildung 20.1: Der Rand OM.

Die Idee, den GauBschen Integralsatz aus dem Satz von Fubini (Satz
19.1.4) und dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (Satz
12.2.1) abzuleiten, sei anhand des einfachsten Beispiels angedeutet.

Beispiel. Man betrachte das Quadrat Q :={x € R?: 0<2; <1, 0<
o < 1} und iiberlege sich, dass es von den Kurven (jeweils auf [0, 1]
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definiert)
t
/y(l) N :
0
1
YDt ,
t
1—1
W e ,
1
0
7(4) : t—
1—t

positiv orientiert berandet wird. Fiir ein glattes Vektorfeld F' =
Fy

Fy
tion F(x) = F(z1,x2))

1
on
Q 81’1 0
1
= / [Fo(1,29) — F5(0,29)] das
0

= / (F, d§>+/ (F, dx) .
~(2) y4)
Analog berechnet sich

[ Srav= [ rax s [ r .
o 012 ~(1) ~(2)

Bezeichnet v die aus vV bis 4*) zusammengesetzte stiickweise glatte
Kurve, so ist gezeigt

/ (@—@) dV:/(F, dx) .
Q 8:1;1 8352 v

: R? — R? ist nach den oben genannten Sitzen (mit der Nota-

1
OF.
Y72 dz;

dx
0 81‘1 2
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Allgemein gilt:

Satz 20.1.1 (Gaufscher Integralsatz in der Ebene)

Es sei M C R? sowohl ein Normalbereich in x1-Richtung
als auch ein Normalbereich in xo-Richtung. Der Rand
OM sei positiv orientiert, stiickweise glatt und requldr.
Weiterhin sei F': U — R? ein stetig differenzierbares
Vektorfeld, definiert auf einer offenen Obermenge U D

F
M. Schreibt man F = : und ist v wie oben, so

Fy

folgt

8F2 8F1> /
— dV = [ (F, dx) .
/M (8:{:1 O3 s dx)
Bemerkungen.

i) Wie in Kapitel 18.1 nachgerechnet wurde, héngt das Kurveninte-
gral auf der rechten Seite nicht von der speziellen Wahl der Para-
metrisierung ab.

i1) Der Gaufische Integralsatz in der Ebene gilt beipielsweise auch
fiir Greensche! Bereiche, das sind endliche Vereinigungen von
Normalbereichen wie oben. Dabei ist auf die Orientierung der
einzelnen Randkurven zu achten (vgl. Abbildung 20.2).

Beispiele.

—x
i) Es sei F(x) = * |. Dann ist

I

oF, O0F;
— = — =2 = 2A(M
/M <3$1 (9$2) v /M v (M),

LG. Green, 1793-1841; Cambridge
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M My | M3

-y

M1 M2

Abbildung 20.2: Ein Greenscher Bereich.

wobei A(M) den Fliacheninhalt von M bezeichne. Es gilt somit

1 —X2

Aan =3 [(hax). P -

i1) Ist speziell M die Ellipse

M = 2. x% ZC%
= XER.—2—|—b—2§1 , 0#£a, beR,
a

SO 1st

. a cos(t)
(t) = , tel0,2a],
bsin(t)

eine Parametrisierung von 0 M wie in Satz 20.1.1 gefordert, es folgt

AM) = 1/027T< —bsin(t) | —asin(t) >dt

2 a cos(t) bcos(t)
1 27T

= —/ abdt = mab .
2 Jo

Bemerkung. Es existiere eine reguliire C'-Parametrisierung (t), t €
[a, b], des positiv orientierten Randes M. Dann gilt

CORMUI 10

() (1)
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und man bezeichnet

1 (1)

2O =@n |\

als die duflere Einheitsnormale an 0M (zum Parameterwert t).

v'(t)
n(t)

/

v(t)

Abbildung 20.3: Die duflere Einheitsnormale an 9M.

1
Ist F' = ein stetig differenzierbares Vektorfeld und setzt man
Fy

ESh
l

, so folgt aus dem GaufBschen Satz fiir F:
F

. OF  0F OF, OF
F pr— — — pr— —_——
/Mdlv v /M ((%Ul T 3:52) v /M <8x1 83:2) v

_ / (= B(y))7(t) + Fi(v(t)h(t)) dt

b
- / (F((), () [ ()l dt
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Bemerkungen.

i) Das Integral auf der rechten Seite heifit auch der Fluss des Vektor-
feldes I durch OM. Man beachte, dass hier nur die Komponente
von F' senkrecht zu OM zu bertiicksichtigen ist.

ii) In dieser Form ldsst sich Satz 20.1.1 auf den R? verallgemeinern.
Dazu ist zunéchst ein kurzer Exkurs notwendig.

20.2 Flachen im ]R3 (Gebiet; zusammenhingend; Parameterdarstel-
lung einer Fliche; Kurven auf Flidchen; Tangentialebene; Normalen-

einheitsvektor; Oberflicheninhalt; Oberflichenintegral)

Aus Kapitel 19.1 ist bekannt, was der Inhalt einer quadrierbaren
Menge im R? ist und wie iiber eine solche Menge zu integrieren ist.

Nun werden zweidimensionale (im Allgemeinen nicht-ebene) Flichen
im R? betrachtet und die Begriffe Inhalt der Fliche und Integral iiber
diese Flache eingefiihrt.

In diesem Abschnitt ist U C R? stets ein Gebiet, das heifit U ist offen
und U ist zusammenhdngend. Zusammenhéngend wiederum bedeutet,
dass je zwei Punkte aus U durch eine stiickweise glatte Kurve verbunden
werden konnen, die vollstindig in U verlduft. Die typische Vorstellung
ist in Abbildung 20.4 angedeutet.
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Definition 20.2.1
Es sei U C R? ein quadrierbares Gebiet und X : U — R3,

(Xl( )\

Tsu=| |~ X@)- Xo(u) |
| \ )

eine injektive Abbildung der Klasse C'. Ferner habe die
Jacobi-Matriz

0, 0X,
8u1 8u2
DX = | X2 09Xy
8u1 81@
0X3 90Xy )
ouy Ou9

tberall den maximalen Rang 2. Dann heifst die Punkt-
menge

R°>S={xcR’: x=X(u), ueU}

eine (requlire, eingebettete) Fliche im R?. Der Rand von
S st

0S ={xcR’: x=X(u), ucdoU}.

Bemerkungen.

i) Analog zur Definition einer Kurve wird meist die Abbildung X
als Fliache bezeichnet, S ist die Spur der Abbildung (X heifit auch
Parameterdarstellung von S). Analog definiert man den Rand als
Kurve Xjgp: u € OU — X(u). Hier wird dieser Unterschied aller-
dings ignoriert, d.h. X und S werden identifiziert. Zu beachten ist



Kapitel 20: Der Gaufische Integralsatz 515

G

= =

Abbildung 20.4: G ist zusammenhéngend, G5 ist es nicht.

aber: Es gibt unterschiedliche Parameterdarstellungen einer Flache
S (vgl. auch Parametertransformationen fiir Kurven)

i1) Differenzierbarkeit wurde nur fiir offene Mengen definiert. Eine
Abbildung der Klasse C' auf der abgeschlossenen Menge U sei
definiert und stetig differenzierbar auf einer offenen Obermenge

O>DU.
Beispiele.

i) Eine Sphire in R? kann wie folgt parametrisiert sein: Zu fixiertem
r > 0 sel

r cos(uy) cos(us)
X(u) = rsin(up) cos(ug) |

7 sin(usg)

U = {geR2,0<u1<27r, —g<uQ<g}.
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X
s T {Xf(u)\

U1

T

Abbildung 20.5: Eine Fliche im R3.

Es ist
—rsin(uy) cos(ug)  —r cos(uq) sin(us)
DX = | rcos(ui)cos(ug)  —rsin(uy)sin(ug) | »
0 r cos(usg)

die Matrix hat vollen Rang 2.

i1) Der Spezialfall von Graphenflichen wurde in Kapitel 17.2 bereits
ausfiihrlich studiert.

Es sei nun eine Flache S wie in Definition 20.2.1 gegeben. Weiterhin sei
v: |a,b] — U eine reguldre, glatte Kurve in U. Dann ist

c: [a,b] = R*, c:=Xor,
eine regulére, glatte Kurve auf der Flache S.

Es seien weiter u”) € U und ¢, € (a,b) betrachtet mit
Y(to) =u” . X(v(t) = X() = c(ty) -
Nach der Kettenregel gilt

c(to) = X, (@) (t0) + Xy ()5 (t0)
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3

Z2

T

Abbildung 20.6: Eine Kurve auf S.

wobei die Notation benutzt wird
( 0X1

' 0X,
0X3

\3%/

Der Vektor ¢(tg) gibt die Richtung der Tangente an die Kurve ¢ auf der
Fliache S im Punkt ¢(tp). Alle solchen Tangentenvektoren bestimmen
die Tangentialebene 7, X. Da X, und X,, nach Voraussetzung linear
unabhéngig sind, ist T, w0 X tatséchlich eine Ebene, gegeben durch

Tu(O)X - {X S R’ : X = AXUl (H(O)) + ILLXU2(E(O>)7 A, IS R} :

Senkrecht zur Tangentialebene hat man



518 Kapitel 20: Der Gaufische Integralsatz

X v O&N
U /\ @
B ?/

U1

T

Abbildung 20.7: Normale und Tangentialebene.

Definition 20.2.2
Es seien S bzw. X wie in Definition 20.2.1 gegeben.

Dann heifst

o) = X (W) X Xy, (1) o
M =X, w < X €0

Normaleneinheitsvektor der Fliche in X(u) bzw. zum

Parameterwert u.

Bemerkung. Streng genommen muss unterschieden werden, ob N
(und analog die Tangentialebene) als Funktion von u angesehen wird
(N: U — Bi(0)) oder ob man sich die Normale N als Vektor auf
der Fldche vorstellt. Ohne auf formale Details einzugehen (und mit
nicht ganz korrekter Notation) wird hier N als Symbol fiir beide Si-
tuationen benutzt (formal ist bei den folgenden Oberflichenintegra-
len N zu ersetzen durch N(x) = N o X~!(x), insbesondere gilt dann
N(X(u)) = N(u)).

Beispiel. Im obigen Beispiel
r cos(uy ) cos(uz)
X(u) = | rsin(u) cos(us)

7 sin(us)
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ist
2 cos(uy) cos?(us)
Xuy X Xuy = | r?sin(uy) cos®(us) c |1 Xy X Xl = r cos(ug) ,
72 sin(us) cos(usz)

also ist NV(u) der (radiale Vektor)

cos(uy) cos(uz)
N(u) = [ sin(u;) cos(us)

sin(us)

Abbildung 20.8: Einheitsnormale an die Sphére.

Wie wird der Oberflicheninhalt von S gemessen bzw. iiber

S integriert?

Definition 20.2.3
Es seien X, S wie oben. Dann heifst

A(S) = / X0, (0) x X, (w)]| dV

der Oberflicheninhalt von S.
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Bemerkung. Hier ist die Unabhéngigkeit der Definition von der spe-
ziellen Parametrisierung zu iiberpriifen (Transformationssatz).

Beispiel. Die Oberflache der Sphiare vom Radius r errechnet sich zu

A(S) = /UTQCOS(UQ) dVv

[l

27
= 7’2/ 2du; = 4mr?.
0

[SIE

COS(UQ) dUQ] du1

s
2

Definition 20.2.4

Es seien X, S wie oben. Weiterhin sei f: R?> D S — R
stetig auf S. Dann heifst

/f DX (1) X X ()] AV = /SfdA

das Oberfldchenintegral von f tiber S.

Beispiel. Man betrachte wieder die Sphiire und f(x) = z?. Dann ist

/S FdA = /U (r? cos? (uy ) cos? (uz) )72 cos(uz) AV

Saw!

A -

ol

cos® (ug) dus ] cos?(uy) duy

-

[NIE]

= [sin(uz) — & sin® (uz)| 2, =4/3
4, S

= 3" E(sin(ul)cos(ul)Jrul)Kﬂ = 3.

Bemerkung. Oft ist es notwendig, kompliziertere “Fldachen” zu be-
trachten, die nicht das Bild einer einzigen Parametrisierung sind.
Beispielsweise kann man sich S als Vereinigung von endlich vielen
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Flichenstiicken S0, ..., S® vorstellen, die sich gegenseitig nicht
“liberlappen”. Dann sind der Oberflicheninhalt und das Oberflachen-
integral stiickweise definiert.

20.3 Der Gaufische Integralsatz im R® (suBere Einheits-

normale; Masssenfluss; Kontinuitétsgleichung; partielle Integration)

Im Folgenden ist M ein Normalbereich im R?® (projizierbar in z;, 3
und z3-Richtung) mit duflerer Einheitsnormalen N an OM (“zeigt aus
M heraus”). Der Rand von M sei eine Vereinigung von endlich vielen
Flachenstiicken nach Definition 20.2.1 (siehe Beispiel Wiirfel). (Endli-
che Vereinigungen solcher Normalbereiche konnen wieder “stiickweise”
untersucht werden.)

Beispiele.

i) Es sei an Abbildung 20.8 erinnert.
i1) Man betrachte den Wiirfel
M:={xeR®: 0<2;<1,i=1,23}.

Die duflere Normale an M ist in Abbildung 20.9 angedeutet.

xs3
N
i

7 X
A2 N

T

Abbildung 20.9: AuBere Normale an den Wiirfel.

Ahnlich wie in Kapitel 20.1 folgt
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Satz 20.3.1 (Gaupscher Integralsatz im R?)

Es seien M, OM und N wie oben und F: G C R? — R?,
G offen, M C G, ein stetig differenzierbares Vektorfeld.
Dann gilt

/dideV:/ (F,N) dA .
M oM

Beispiele.

i) Essei M = B,(0) die Kugel vom Radius r > 0 um den Nullpunkt.
Mit der obigen Parametrisierung X (u) von 0B,.(0) ist bereits nach-
gerechnet

cos(uy) cos(uz)
N(H) = Sin(“l) COS(U2) ) HXU1 X XUQH - T2 COS(UZ) :

sin(us)

Man betrachte nun das Vektorfeld F/(x) = x, d.h. div F = 3. Dann

gilt
1 cos(uq ) cos(uz)
F(X()) = [ rsin(u)cos(ug) | . F(X(u)),N@)) =r.
7 sin(us)
Also folgt
27 /2
/ F-NdA = / [/ rr? cos(uz) duQ] duy
aBT(Q) 0 7’/T/2
= 4mr3 .

Andererseits ist
/ div FF dV =3V |
B,(0)
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wobei V' das Volumen der Kugel bezeichne. Nach dem Gaufischen
Integralsatz im R? gilt somit

4
V= §7r7“3.

i1) Massenerhaltung in der Fluid-Mechanik. Man betrachte eine
stromende Fliissigkeit in drei Raumdimensionen. Notation:

x € R? : Ré#umliche Variable;

t €0,00): Zeit;

(
(
(x,1)

p = p(x,t) : Massendichte.

b

>4

t :  Geschwindigkeitsfeld der Fliissigkeit;

)
)

I

U1
v=u(xt) = | vy
U3

ol
~

9

Man betrachte nun ein beliebiges “Testvolumen” € C R3. Dann

gilt

Massendnderung in 2 = Massenfluss durch 052, d.h.

[ I WD REE

FluB des Vektorfeldes pv durch 0f)

— —/div (p(x,t)v(x,t)) dz .
0

(Hier ist die Divergenz bzgl. der raumlichen Variablen zu interpre-
tieren. )

Da € beliebig gewéhlt werden kann folgt (“relativ leicht”) als Kon-
tinuitatsgleichung:

Ip(x,t)
ot

+div (p(x, t)v(x,1)) =0.
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Trajektorien

(Bahnkurven von Teilchen)

Abbildung 20.10: Trajektorie t — X (t) € R3.

Ist die Fliissigkeit inkompressibel mit p(x,t) = konstant, so redu-
ziert sich die Kontinuitatsgleichung auf

dive(x,t) =0.

iii) Partielle Integration. Die Voraussetzungen aus Satz 20.3.1 seien
erfiillt und es seien f, g: M — R stetig differenzierbar auf M. Als
Vektorfeld [ wird zunéchst gewéhlt:

f(x)g(x)
F(x) = 0 )
0
es gilt also
divF(x) = Di(f(x)g(x)) + D50 + D30
= (D1f(®)9(x) + f(x)Drg(x) -
Ist
Ny
N=1| N,
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die duflere Einheitsnormale an M, so folgt
| (D11609) + F9Dr() AV = [ faiaa.
M

Fiir die anderen Komponenten wird analog argumentiert, es gilt:

[ sgyav=- [ wipgav+ [ goviar, i=123.
M M oM

Interpretation des Gauf3schen Integralsatzes. Ist div /' = 0, so

verschwindet der FluB [, (F,N) dA des Vektorfeldes F' durch die
Randflache OM. Man bezeichnet F dann als quellenfrei.
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Kapitel 21

Der Integralsatz von Stokes

21.1 Der Satz (orientierte Fliche; Zirkulation)

Der Integralsatz von Stokes stellt im R? eine Verbindung her zwischen
dem Fluss eines Vektorfeldes rotF durch eine orientierte Flache und
der Zirkulation léngs des Randes.

Die Situation wird in diesem Kapitel nur skizzenhaft umrissen.

Satz 21.1.1 (Integralsatz von Stokes)

Es bezeichne S (mit Parametrisierung X: U — R3) ei-
ne Fliche im R® gemdf Definition 20.2.1. Hierbei sei U
sowohl x1 als auch xo-Normalbereich mit glattem, positiv
orientierten Rand OU, der durch eine Kurve v gegeben
set. Die Kurve c = X oy ist also eine Parameterdarstel-
lung von 05S.

Es sei weiter S C V, V C R? offen, F': V — R? ein stetig
differenzierbares Vektorfeld und schliefSlich bezeichne N
die (positiv orientierte) Normale auf S. Dann gilt

/S<rotF, N) dA = /(F, dx) .

C

527
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) SN
PN (L2

u1

T2

I

Abbildung 21.1: Zum Integralsatz von Stokes.

Bemerkung. Ist 05 wie oben durch ¢ = X oy parametrisiert, v positiv
orientiert, so zeigt die positiv orientierte Normale auf S in Richtung
Xy, X Xy,-

Beispiel. Es sei F' das Vektorfeld

2y
F(x) = T

1

und S die obere Halbsphédre vom Radius » > 0 um den Ursprung. Als
Parametrisierung von S sei betrachtet:

X:U={uek: |u*<r’}, u~ us

Ist



Kapitel 21: Der Integralsatz von Stokes 529
als Parametrisierung von 0U gewahlt, so ergibt sich
r cos(t)
c(t) =Xov(t)=| rsin(t) | , t€]0,27]
0
als zu wiahlende Parametrisierung von 95.

i) Somit gilt

. —rsin(t) —rsin(t)
/<F, dx) = / < rcos(t) || rcos(t) > dt = 2mr? .
c 0 1 .
i1) Es gilt
0
rotF(x)= | 0
2

Als positiv orientierte Normale an S ist zu wéhlen

1 0
N(u) ! 0 . |
u —_—
B [ Xy X X |
) W U2
m m
Ui
— Uz
HXul X Xuz” r2—ui—uj
1

Es folgt
(rot (X (u)), N (u))

N HXU1 X XU2H ’
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und mit der Definition des Oberflachenintegrals ergibt sich schlief3-
lich

2
tFEoN)dA = Xy, X X, |l dug d
/S<ro ) > //U ||Xu1 % Xu2||H p X 2” Uy dug

— 2mr? .

Damit ist der Integralsatz von Stokes in diesem Beispiel verifiziert.

Interpretation des Integralsatzes von Stokes. Der Fluf eines Vek-
torfeldes rot F' durch die orientierte Flédche S ist gleich der Zirkulation
[.(F, dz) lings der Randkurve c.

Verschwindet rot F' identisch, so ist die Zirkulation langs jeder geschlos-
senen Kurve, die eine Fldche berandet, Null. Man nennt F' wirbelfrei.

(Vgl. auch die Diskussion konservativer Vektorfelder in Kapitel 18.)



Teil IX

Funktionentheorie
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Kapitel 22

Einfiihrung in die
Funktionentheorie

In Kapitel 17 wurde die Differentialrechnung von Funktionen f:
R™ — R"™ mehrerer Verdnderlicher besprochen. Der Ableitungsbegriff
war dabei nicht als Verallgemeinerung der eindimensionalen Diskus-
sion evident: Fiir Funktionen einer Variablen kann die Ableitung
als Grenzwert des Differenzenquotienten definiert werden. Im hoher
dimensionalen Fall ist das nicht moglich, da nicht “durch einen Vektor
geteilt werden kann”. Deshalb waren partielle Ableitungen, Richtungs-
ableitungen und die totale Ableitung zu unterscheiden.

Die Situation éndert sich auch nicht, wenn Abbildungen f: R? — R?
zu untersuchen sind.

Die Situation dndert sich allerdings dramatisch, wenn der R? als
Gauflsche Zahlenebene mit der komplexen Multiplikation versehen
wird, d.h. beim Studium von Abbildungen f: C — C. Bzgl. der komple-
xen Multiplikation existiert ein Inverses, “durch komplexe Zahlen kann
geteilt werden”. Damit ist es moglich analog zum eindimensionalen Fall
eine Ableitung als Grenzwert von Differenzenquotienten zu definieren.

In der Funktionentheorie geht es um die (auf den ersten Blick) wirk-
lich erstaunlichen Konsequenzen dieser Tatsache, die kein Analogon in
der reellen Analysis haben.

Zum Verstandnis des Folgenden werden die Betrachtungen aus
Kapitel 7 vorausgesetzt (einige Stichworte sind: Der Korper der kom-

233
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plexen Zahlen, komplexe Potenzreihen, Exponentialfunktion, Eulersche
Formeln, die GauBsche Zahlenebene).

Topologische Begriffe wie offene und abgeschlossene Mengen wurden
dort ebenfalls aus dem R? abgeleitet.

Besonders betont sei nochmals: Der Konvergenzbegriff spielt hier wie
auch in der reellen Analysis die zentrale Rolle.

22.1 Holomorphe Funktionen (komplexe Differenzierbarkeit;
héhere Ableitungen; Rechenregeln)

In diesem Paragraphen wird der zentrale Begriff in der Funktionen-
theorie, die komplexe Differenzierbarkeit eingefiihrt.

Die Notation ist dabei wie iiblich: z = x + iy, =, y € R, f(2):
CoU— f(U)cC,

f(z) = u(z,y) +iv(z,y) ,

mit reellwertigen Funktionen u(z,y), v(x,y), U ist stets offen.

Die skizzenhafte Veranschaulichung ist in Abbildung 22.1 wiederge-
geben.

¢ K4 /\ iv C

N (el
N

Abbildung 22.1: Eine Funktion f: C — C.
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Definition 22.1.1

i) EsseiU C C offen, f: U — C. Die Funktion f heifit
im Punkt zg € C (komplex) differenzierbar, falls der
Grenzwert (die (komplexe) Ableitung f'(2y))

. f(z) = f(20)

220, 27#20 Z— 2

existiert (in C).

it) Die Funktion f heifst (komplex) differenzierbar auf
U (oder: holomorph auf U, oder: requlir auf U ), falls
f in jedem Punkt zy € U differenzierbar ist.

Notation:
. fe) = fleo) Lo df, . df
z—>ié,nzl7ézo zZ — 2 B f (ZO) N dz (ZO) B dZ\z:zo .

Wie diblich wird hier die komplexe Ableitung aufge-
fasst als Funktion f': U — C.

Bemerkungen.

i) Die Definition der Ableitung erfolgt analog zum Fall einer Funk-
tion einer reellen Variablen als Grenzwert von Differenzenquoti-
enten. Fasst man f lediglich als Funktion R? — R? auf (ohne
komplexe Multiplikation), so ergibt eine solche Definition keinen
Sinn.

i1) Rekursiv werden hohere Ableitungen definiert:
f// - (f/)/ : f/// - (f//)/ - f(n) — (f(n—l))/ .

i71) Eine in zy komplex differenzierbare Funktion ist dort stetig.
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Beispiele.
i) Konstante Funktionen sind holomorph auf C, ist ndmlich
f(z)=c=a+ib, ce€C, a, beR,
so folgt fiir z #£ 2z
OIS Fa

2= 20 2—20, 2720 Z— 20

= f'(%) =0.

i1) Es sei f(z) = z und ein beliebiges 2y € C sei fixiert. Es folgt
G e () .

220, 2720 Z— 20 220, 2#20 2 — 2

also f'(z9) =1 fiir alle zp € C, d.h. f'(z) =1

Z — 20

L,

iti) Es sei jetzt f(z) = zZ und 2zp = zg + iyo € C fixiert. Ist speziell
2z = x + 1y, so folgt

f(2) = f(20) (% —iyo) — (w0 — i)

= : — =1,
zZ — 2 (x + iyo) — (xo + 1y0)
ist andererseits z = zy + 1y, so folgt
f(z) = flz) _ (o —y) — (w0 — i) _

z—z (w0 +iy) — (w +iyo)

Die Funktion f(z) = Z ist nicht holomorph!
Nach dem letzten Beispiel ist die Klasse der holomorphen Funktio-
nen nicht so grol wie man es zunéchst vielleicht erwartet hatte. Um

einzusehen (ohne die Definition heranzuziehen), dass zumindest Poly-
nome etc. holomorph sind, werden wie iiblich Rechenregeln benétigt:

Satz 22.1.1
Es seien U, V C C offen.

i) Summe und Produkt zweier (in zy € U) komplex
differenzierbarer Funktionen f, g sind komplex dif-
ferenzierbar. Es gilt

(f+9)(20) = f(20)+9'(20) ,
(f9)(20) = f'(20)9(20) + f(20)g'(20) -
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it) Es sei f: U — C in 2y komplex differenzierbar und
f(z0) # 0. Dann ist% in einer Umgebung von zy wohl
definiert, in zy komplex differenzierbar und es gilt

N (=)
(7)) =P
iii) Es seien f: U — V und g:' V — C in zg € U

bzw. in wy = f(20) komplex differenzierbar. Dann ist
die Verkettung go f in zy komplex differenzierbar mait

(g0 f)(20) = g'(wo) f'(20) -

Beispiele.
i) Es sei f(z) = z2. Dann gilt
f'(z) =1z+21 =22,
allgemein folgt n =1, 2, 3, ...

iz” = "t
dz~ '
ii) Es sei f(z) =, z # 0. Dann gilt
1
f/(Z) = _; ’
allgemein folgt fir k = +1, £2, £3, ... (2 # 0 im Fall £ < 0)

d

Ezk = k2"t

Ruft man sich die Notation

f(z) =ulz,y) +iv(z,y), z=z+iy,
mit zwei Funktionen u, v: R? — R ins Gedéchtnis, so stellt sich an
dieser Stelle die natiirliche Frage:
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Wie héngt die reelle Differenzierbarkeit von « und v mit der

komplexen Differenzierbarkeit von f zusammen?

Zur Erinnerung: Die Funktion f(z) = z = z+i(—y) ist nicht
komplex differenzierbar, obwohl in diesem Fall u, v beliebig

glatt sind.

22.2 Die Cauchy- Riemannschen Differentialglei-
Chungen (komplexe Differenzierbarkeit versus reelle Differenzier-
barkeit)

Zur Beantwortung obiger Frage wird die zusédtzliche Notation

ou ou
—ax = U’IE , —ay = uy ,
ov ov
gw T

eingefiihrt.

Heuristische Idee. Es sei f als Funktion R*> — R? differenzierbar.
Man schreibt also auch

u(z,y)
f(Z) :f(xay) -
v(z,y)
ul‘
Nach Kapitel 17.2 gilt (fiir fixiertes zp mit f, = c R? und
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fy: (uy) ER?)

f(z) = f(20)+(““’ uy)(%)(:@—%)#”
Uz Uy Y — Yo

= f(20) + fo(20)(x — x0) + fy(20)(y — v0) + ... .

Wegen (vgl. Kapitel 7.1)

T — Ty —

v—w = —((z—2) -~ )

folgt

F2) = fa)+ 5l ((z = ) + o= 20))

—§fy(zo)((z —29) — (2 —20)) + ...

= f(z0) + (2 — 2) [% (fo(z0) = ify(z()))]

20 [5 (o) + iy ()] + .

Ist andererseits [ komplex differenzierbar, so muss gelten

f(z) = f(Z()) + f,(Zo)(Z — Z()) +....
Der Vergleich mit (1) zeigt

Fleo) = 3 [hale0) ~ihy(z0)]

0 = fx(Z()) + ny(Zo) .

239

(2)
(3)

Die Gleichungen (2) stellen die komplexe Ableitung in Termen der

reellen partiellen Ableitungen dar.



540 Kapitel 22: Einfiihrunng in die Funktionentheorie

Die Gleichungen (3) heiflen die Cauchy- Riemannschen Differential-
gleichungen, wegen

fotify = (uy +ivy) + i(uy, + ivy)

= (ug —vy) + (v + uy)

schreibt man sie in der Form

Eine genaue Argumentation liefert tatsachlich:

Satz 22.2.1

Fiir eine Funktion f: U — C, U C C offen sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

i) f ist in zg € U komplex differenzierbar.

i1) f ist in zy € U reell differenzierbar und es gelten die
Cauchy- Riemannschen Differentialgleichungen (x).

Beispiele.
i) Es sei
f(z) = 20+ 3z + 427
= 37+ 4a® — 4yi—|—z'(g + 3y + 8zy) .
ZUE;’Z/) :Uéay)
Dann gilt
u, = 3+8r = vy,
u, = -8y = —u,,

die Cauchy- Riemannschen Differentialgleichung sind also erfiillt,
f ist komplex differenzierbar.
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i1) Es sei
fz)=Z=x+i(-y).
Hier gilt
u, =1#-1=v,,
die Cauchy- Riemannschen Differentialgleichungen sind also nicht
erfiillt, wie bereits bekannt ist f nicht komplex differenzierbar.

iii) Es seil f(z) = Re z. Auch hier kénnen die Cauchy- Riemannschen
Differentialgleichungen nicht gelten.

22.3 Kurvenintegrale (Das komplexe Integral) (in-

tegrationsweg; Wegunabhiingigkeit; Stammfunktion)

Identifiziert man die komplexe Ebene mit dem R?, C = R?, so iibertragt
sich der Begriff eine Kurve (Definition 17.1.1) direkt auf Kurven in der
komplexen Ebene. Gleiches gilt fiir alle weiteren Begriffe aus Kapitel
17.1 (insbesondere den der Parametertransformation).

Notation.

i) Mit 4 wird im Folgenden die Ableitung einer Kurve in C nach
dem reellen Parameter (der Zeit) bezeichnet. Ist also y: [ = [a, b] C
R — C,

W0 =ety+ = | 7
o)
SO 1st
0 = D0 = gy + i = | 7
0

i1) Eine stiickweise glatte Kurve (vgl. Bemerkungen nach Definition
18.1.1) v: [a,b] — U C C heifit im Folgenden ein Integrationsweg
in U C C.

i11) Fiir stetiges &: [a,b] C R — C ist

/abﬁ(t) dt == /abRef(t) dt+i/ab1m§(t) ar
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Definition 22.3.1

Es seiny: |a,b] — C ein Integrationsweg und f: vy(I) — C
eine stetige Funktion. Dann ist das (komplexe) Kurven-
intergal (Wegintegral) lings v definiert als

b
[ 160 = [ sy ae

Bemerkungen.

i) Die Bildunng des komplexen Integrals erfolgt analog zu der des
reellen Kurvenintegrals, wobei das Skalarprodukt durch die kom-
plexe Multiplikation zu ersetzen ist.

i1) Die Invarianz unter orientierungserhaltenden Parametertransfor-
mationen und der Vorzeichenwechsel bei orientierungsumkehren-
den Parametertransformationen sind genau wie in Kapitel 17.1 zu
zeigen. Dementsprechend kann wieder von Wegen gesprochen wer-
den, auf die genaue Unterscheidung wird im Folgenden wie iiblich
nicht immer eingegangen.

iii) Es gelten wieder die bekannten Regeln (Linearitét, Beschrinkt-
heit, Wegadditivitit).

iv) Ist y(t) = o(t) +i(t), f(2) = u(z,y) + iv(z,y), so gilt

b
[#eras = [ [ute o) + ite(o, ve)] [o) + ()] d

Beispiele.

i) Es seien zp € C und r > 0 fixiert. Man betrachte den Integrati-
onsweg (positiv orientierte Kreislinie, vgl. Abbildung 22.2)

v:[0,27] = C, trs 2z +re.
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C NN

-

Abbildung 22.2: Eine positiv orientierte Kreisline.

Es gilt
v(t) = 2o+ r(cos(t) + isin(t)) ,

Y(t) = —rsin(t) +ircos(t) = ire .

i1) Essei f(z) = |z| (insbesondere ist f nicht holomorph). Betrachtet
sei zunachst der Integrationsweg

v:[0,1] = C, teelml,

Ak

Abbildung 22.3: Der Integrationsweg ~ aus Beispiel i1).

Mit der Notation v = ¢ + i folgt nach dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung fiir Funktionen einer reellen
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Veranderlichen

/7\z| dz = /O7T 14(t) dt

_ /Oﬂg'o(t)dtJri/Oﬁ@L(t)dt
= p(m) — (0) + i () — 1(0))

— A(m)—7(0) = 2.
Betrachtet sei jetzt der Intergrationsweg

5 [-1,1] > C, tet.

v

T

Abbildung 22.4: Der Integrationsweg 4 aus Beispiel 7).

1
/\z|dz=/ \t|dt:17é/|z\dz.
Y -1 Y

Wieder hangen Kurvenintegrale i.A. nicht nur vom Anfangs- und
Endpunkt des Integrationsweges ab.

Hier gilt

Das wichtigste Beispiel ist das Folgende:
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Satz 22.3.1

Dann gilt

/zkdz

0,27] = C, t~ z+ret.

Es seien zg € C, r > 0 fiziert und

0 fir keZ—{-1},
2mt fir k= —1.

Beweis. O.E. sei z5 = 0.

B
/

dh

Abbildung 22.5: Zu Satz 22.3.1.

i) Es sei zunéchst k € Ny. Dann gilt

2 . .
/ rfetire dt
0

/zk dz
¥

r

r

k+1

k+1

2T
_ irkﬂ/ cik+ 1t g4
0

/O27T cos((k+ 1)t) dt +1 /O27r sin((k + 1)t) dt]
[Sin((k + 1)75)}% N [ cos((k + 1)t)}27T]

k+1 0 ! k+1 0
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i1) Exakt die gleiche Rechnung liefert den Satz im Fall k = —2, —3,
—4 ...

ii1) Es sei schliefllich k = —1.
1 21 . ’ 2
/— dz = / r e ire dt = z'/ dt = 271 .
v < 0 0

Bemerkung. Obwohl die Singularitit von beispielsweise z~
sprung “schlimmer aussieht” als die von z~!, verschwindet obiges Kur-
! verschwindet nicht.

]

2 im Ur-

venintegral iiber 272, das iiber 2z~

Kriterien zur Wegunabhéngigkeit des Kurvenintegrals?

Das erste Kriterium ist ein Analogon zu Satz 18.1.1. Man benétigt dazu:

Definition 22.3.2

Es set U C C offen und f: U — C stetig. Eine Funktion
F: U — C hefst Stammfunktion von f, falls F holo-
morph ist und F' = f gqilt.

Bemerkung. Ist eine Funktion h auf einem Gebiet G holomorph
mit ' = 0, so ist h konstant. Konsequenz: Auf einem Gebiet G
sind Stammfunktionen (falls existent) bis auf Konstanten eindeutig be-
stimmt. (Warum kann die Aussage nicht fiir beliebige offene Mengen
gelten?)
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Satz 22.3.2

i) BEs sei f: U — C eine stetige Funktion, die eine
Stammfunktion F besitze. v: [a,b] — U sei ein In-
tegrationsweg in U von vy(a) = 2o nach y(b) = 2.
Dann ist

/f(z) dz = F(z1) — F(z) .

i1) Ist insbesondere v geschlossen (zy = z1), so folgt
/f(z) dz=0.
2l

Beweis. Der Beweis folgt leicht aus der folgenden Proposition, einer
Art Kettenregel fiir Kurven in der komplexen Ebene. Man beachte den
Unterschied zu Satz 22.1.1, ii7). O

Proposition 22.3.1
FEs sei F': U — C holomorph auf der offenen Menge U
und 7: [a,b] — U eine glatte Kurve in U. Dann gilt

d

(@) = F(y(@)3(2) -

Bemerkung. Es sei nochmals betont, dass F’ die komplexe Ableitung
bezeichnet, wohingegen d/ dt und 4 Ableitungen nach der reellen Va-
riablen ¢ bezeichnen.

Beweis der Proposition. Nach Formel (2) aus Kapitel 22.2 ist (F =
u(z,y) +iv(z,y))

P %{(ux-l—ivx)—z’(uy—l—ivy)}

1 .
= 5{(% +vy) + (v, — uy)} .
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Es folgt
: 1 . )
P = {1+ v = @ = )]
i (e + 03 + (0 — )] |
= w1 + uyye] +ivyde + vah] |

wobei die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen ausgenutzt
wurden und wobei die Ableitungen von uw und v an der Stelle ~(t)
auszuwerten sind.

Andererseits ist nach der (reellen) Kettenregel (Satz 17.2.1)

%F(Wj)) — %[u(%(t),%(t)) +av((t), %2(t))]

= [win + wyi] + i[orin + vyie]

und die Proposition ist bewiesen. ]

Es gilt auch die Umkehrung von Satz 22.3.2 im Sinne von

Satz 22.3.3
Es sei f auf einem Gebiet G stetig. Fiir jeden geschlos-

senen Integrationsweg v in G gelte

Lf(z)dz:O.

Dann hat f auf G eine Stammfunktion.

Beispiele.

i) Die Funktion f(2) = z*, k € Z, k # —1, hat auf C bzw. C — {0}
im Fall £ < 0 die Stammfunktion

1
F(Z) = k——HZk+1 (‘i‘kOTLSt) ,

1
k k k
,lZdZ_k+1@ﬁL_%H%

wobei 2y, z; den Anfangs- bzw. Endpunkt von ~ bezeichnen.

also folgt
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ii) Ist v: [0,27] — C, y(t) = re', r > 0 fixiert, so gilt nach Satz

22.3.1: |
/— dz = 27 .
v 2

Die auf C— {0} holomorphe Funktion z~! kann dort keine Stamm-
funktion besitzen (vgl. das Beispiel “unendlich langer Leiter” aus
Kapitel 18). Dies ist ein wesentlicher Unterschied zu der Funktion
z7". n>1.
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Kapitel 23

Cauchys Integralsatz und Cauchys
Integralformel

23.1 Der Cauchysche Integralsatz (einfach zusam-

menhingend; einfache geschlossene Kurven; Fresnelsche Integrale)

Wird die Voraussetzung “f habe eine Stammfunktion” weggelassen, so
zeigt der Cauchysche Integralsatz, dass fiir holomorphe Funktionen die
Frage nach der Wegunabhéngigkeit des Kurvenintegrals zuriickgefiihrt
werden kann auf eine Eigenschaft des zugrunde liegenden Gebietes. Es
ist herauszustellen, dass eine Analogon fiir Kurvenintegrale differenzier-
barer Funktionen in der reellen Analysis nicht gelten kann.

Definition 23.1.1

Fin Gebiet G (offen und zusammenhdngend) heifit ein-
fach zusammenhdngend, wenn jeder in G verlaufende ge-
schlossene (Anfangs- gleich Endpunkt) doppelpunktfreie
(v(t1) # Y(t2) fir alle t1 # to mit a < t1,ty < b) Poly-
gonzug ~y: |a,b] — G nur Punkte von G umschlieft.

Bemerkungen.

i) Die Begriffe “geschlossen” und “doppelpunktfrei” sind fiir Kur-
ven bzw. Integrationswege natiirlich analog definiert. Geschlosse-
ne, doppelpunktfreie Kurven (...) heiflen im Folgenden einfache
geschlossene Kurven (.. .).

951
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i1) Da in der obigen Definition lediglich einfache geschlossene Po-
lygonziige betrachtet werden, bereitet der Begriff “umschlieffen”
keine Schwierigkeiten.

i71) Anschaulich bedeutet die Definition: “G hat keine Locher”.

Beispiele.

i) Beispiele von geschlossenen bzw. doppelpunktfreien Integrations-
wegen sind in Abbildung 23.1 angedeutet.

C

M1 V2 V3

Abbildung 23.1: Integrationswege: Geschlossen sind 7, 73, doppelpunktfrei v, vs.

i1) Die Menge GG aus Abbildung 23.2 ist einfach zusammenh&ngend,
(G5 ist es nicht.

G1 GQ

Abbildung 23.2: Zum Begriff “einfach zusammenhéngend”.

i17) Die Einheitskreisscheibe {z € C : |z| < 1} ist einfach zusam-
menhéangend.
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iv) Das Gebiet {z € C: z # 0} ist nicht einfach zusammenhéngend.
Auf dieses Beispiel wird noch oft zuriickzukommen sein.

Satz 23.1.1 (Der Cauchysche Integralsatz)

FEs sei G C C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet
und f holomorph auf G. Dann g¢ilt fiir jeden geschlosse-
nen Integrationsweg in G:

Lf(z)dzzo.

Beweisidee. Der Beweis von Satz 23.1.1 wird zunéchst fiir den Fall aus-
gefiihrt, dass v die Berandung eines Dreiecks parametrisiert, dann fiir
geschlossene Polygonziige und schlieSlich approximativ im allgemeinen
Fall. ]

Bemerkungen.

i) Ist wie oben ~y(t) = re’, so folgt aus

1
/—dz:2m'
v 2

kein Widerspruch, da C — {0} nicht einfach zusammenhéngend ist.

i1) Unter den Voraussetzungen von Satz 23.1.1 folgt die Wegun-
abhéngigkeit des Kurvenintegrals.

i71) Mit Hilfe des Cauchyschen Integralsatzes konnen auch reelle In-
tegrale berechnet werden.

Beispiel. (Fresnelsche Integrale) Es soll die Behauptung

o0 o0 1
/ sin(t2) dt = / cos(t2) dt = ~\/7 2
0 0 2

mit Hilfe des Cauchyschen Integralsatzes verifiziert werden. Betrachtet
wird dazu das Gebiet G = C sowie das Kurvenintegral

.2
/ezdz,
-
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wobei der geschlossene Integrationsweg stiickweise gegeben ist durch
(R > 0 fixiert)

’yl(t) =1 fir te [O,R] d.h. ’yl(t) =1,
Yo(t) = Re" fir te€[0,7/4] dh. A(t) =iRe",

v3(t) = —te™*  fiir  t€[-R,0] dh. Az(t) = -/,

V3

/ Y2
\

il R

Abbildung 23.3: Der zusammengesetzte Integrationsweg ~.

Die Funktion f(z) = e % ist holomorph, G ist einfach zusam-
menhédngend, der aus 7y, 72 und 73 zusammengesetzte Weg v ist ein
geschlossener Integrationsweg (stiickweise glatt), also folgt aus dem
Cauchyschen Integralsatz

/ e dz=0.
5

Mit Hilfe der Wegadditivitédt erhélt man

0 = /6Z2 dz
v

R z 0
= / e 1 dt + /4 e Wi Relt At — / e gim/4 gy ,
0 0 -R
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das ergibt

R s
0 — / et dt+z’R/4 o Tt?lcos(2t)+isin(2)]+it 34
\0 0

7

-~ -~

:Il(R) :IQ(R)

0
_eiﬂ'/4/ e—?;tQ dt .
-R

\ 7
-~

=:I3(R)

Es gilt (zum Beweis vgl. etwa Hildebrandt, Analysis)

lim ,(R) = ~/7 .

R— 2

Mit Hilfe von [e"*| = 1 kann man weiter zeigen:

lim |I(R)| = 0.

R—

Wegen (Substitution 7 = —t)

o R
/ e ! dt:/ e ' dt
R 0
1

0=—y7m— lim 1(\/§+ iv2) /R (cos(t?) —isin(t?)) dt .

2 R—

ist also

Die Trennung in Real- und Imaginérteil ergibt
0 = %ﬁ — %\/5/000 (cos(t?) +sin(t?)) dt
0 = /OOO (cos(t?) — sin(t?)) dt,
d.h. die Behauptung. ]

Bemerkungen.

i) Es gibt auch Verallgemeinerungen des Cauchyschen Integralsatzes
fiir nicht einfach zusammenhéngende Gebiete. Man betrachte etwa
die in Abbildung 23.4 dargestellte Situation:
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S \ g1
\

P
LIRS
SEHF I

s

\ /
\\ — %

Abbildung 23.4: Zur Verallgemeinerung des Cauchyschen Integralsatzes.

Dann gilt die Behauptung

f(z)dz = L2f(z) dz .

§a!

Zu beachten ist: Die einzelnen Integrale verschwinden i.A. nicht.

Die obige Gleichheit sieht man mit einer typischen Idee ein: Gege-
ben seien zwei Integrationswege 7;, 2 wie auf der linken Seite von
Abbildung 23.5 angedeutet.

N

(0 ®

Abbildung 23.5: Zerlegung in einfach zusammenhéngende Gebiete.

Mit vertikalen “Schnitten” wird das (nicht einfach zusammenhéng-
ende) Gebiet in zwei einfach zusammenhéngende Teilgebiete zer-
legt, die von der roten Kurve ¢ bzw. von der blauen Kurve
(siehe rechte Seite von Abbildung 23.5) berandet sind. Nun kann
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der Cauchysche Integralsatz angewendet werden:

[Df(z)dz:O, /wf(z)dz:o.

Anschlielend iiberlegt man sich:

e Die beiden inneren Halbkreise entsprechen zusammen der Kur-
ve —79.

e Die beiden &ufleren Halbkreise entsprechen zusammen der
Kurve ;.

¢

e Die Integrale iiber die “vertikalen Schnitte” heben sich gegen-

seitig auf.

Insgesamt ist so gezeigt:

0 = dz + d
[ rerass [ 50
= dz — dz |
IRCESY FCLE
also die Behauptung. ]

i1) Eine wichtige Konsequenz aus i) ist: Es sei G = C — {0} und

Dann gilt fiir jeden (positiv orientierten) einfachen geschlossenen
Integrationsweg 7, der den Nullpunkt im Inneren enthélt (Zur Er-
innerung: Positiv orientiert bedeutet, dass beim Durchlaufen der
Kurve das Innere auf der linken Seite liegt):

1 1
/—dz:/ —dz =271 .
'YZ HT(O)Z

Dabei ist k,.(0) wie in Abbildung 23.6 angedeutet eine Parametri-
sierung der positiv orientierten Kreislinie vom Radius » um 0.

Enthélt v den Nullpunkt nicht im Innern, so gilt (warum?)

1
/—dz:O.
v 2
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A

C

Abbildung 23.6: v enthélt den Nullpunkt im Innern.

~

C

A

Abbildung 23.7: v enthélt den Nullpunkt nicht im Innern.

23.2 Die Cauchysche Integralformel (Existenz beliebiger
Ableitungen holomorpher Funktionen; Harmonizitit von Real- und

Imaginérteil holomorpher Funktionen; Satz von Liouville)

Aus dem Cauchyschen Integralsatz und dessen Verallgemeinerung folgt
eine Aussage, die in der reellen Analysis vollig falsch ist:

Allein aus der Kenntnis einer holomorphen Funktion f auf dem
Rand einer Kugel 0B,(zy) ergeben sich die Funktionswerte auf der
ganzen Kugel B, (zp). M.a.W.:

Die kleinste Anderung von f im Innern von B, (z) bei festgehaltenen
Werten auf 0B, (zy) zerstort unmittelbar die Differenzierbarkeit von f.
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Prézise lautet der Satz fiir die Kreisscheibe:
Satz 23.2.1 (Cauchys Integralformel fiir die Kreisscheibe)

Es sei f holomorph auf einer offenen Menge U C C und
es gelte B.(zy) € U. Dann ist
1
fw = [ TP

- 2mi kr(zg) X — W

fir alle w € B,(z) .

Hier und im folgenden bezeichnet k,(29) die Parametri-
sierung K, (z0)(t) = 2o + re’t, t € [0,2n], der Kreislinie
vom Radius v um den Punkt z.

Bemerkungen.

i) Die Voraussetzungen des Satzes sind in Abbildung 23.8 skizziert.

C

Abbildung 23.8: Zur Cauchyschen Integralformel.

i1) Der Cauchysche Integralsatz gilt nicht nur fiir Kreischeiben, er
kann analog fiir einfach zusammenhéngende Gebiete G € U for-
muliert werden (vgl. ebenfalls Abbildung 23.8).

iti) Fir w € U — B,(2p) gilt natiirlich (warum?)
1
/) dz=0.

2T Sy () 2 — W
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Abbildung 23.9: Ein Beispiel zur Cauchyschen Integralformel.

Beispiel. Essei U ={z: Im 2z > -2}, zp =2iund r = 1, w = 2i.
Weiterhin sei

1
f(Z)—ZJF%-
Aus ,
[ A ).
244 2—-2 z—w
folgt

1 f(2) e 1 7
dz = dz = 2mi f(2i) = 2mi— = — |
/m(%) 2 z /m(%) o 4z i f(20) T =

Differenziert man in Satz 23.2.1 formal unter dem Integralzeichen,
so ergibt sich sogar:

Satz 23.2.2

Fine holomorphe Funktion f: U — C (U C C offen)
st beliebig oft differenzierbar. Damit sind alle komple-
zen Ableitungen f', f”, ..., f™, ... in U holomorphe
Funktionen und fir jede Kreischeibe B,(zy) € U und al-
le w € B,(z) gilt

f(”)(w) = l'/ f(z) dz .

N 211 (20) (Z — w)”“
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Bemerkungen.

i) Wieder ist auch eine Version fiir einfach zusamenhéngende Gebie-
te richtig.

i1) Eine auf U komplex differenzierbare Funktion ist also automatisch
beliebig oft differenzierbar. Wieder wird der Unterschied zur rellen
Analysis deutlich.

iii) Ist f = u+iv holomorph auf U, so ist f nach Satz 23.2.2 beliebig
oft differenzierbar und die Cauchy- Riemannschen Differentialglei-
chungen

Uy = Vy , Uy = —Uy

konnen differenziert werden. Wird die erste Gleichung nach x dif-
ferenziert, die zweite nach y, so folgt

Ugy = Vyg Uyy = —Ugy

und aus der Vertauschbarkeit der Ableitungen folgt
Upy + Uy = Au = 0.

Analog sieht man
Vg + Vyy = Av =0

ein, d.h.:Real- und Imaginérteil holomorpher Funktionen sind har-
monisch.

Beispiele.
i) Es seien w = zy € C fixiert, f(z) = 1. Dann ist (fiir alle r > 0)

1 1
! — O = — _ d .
P =050 o Gmar @

i1) Es sei w = zyp = 0 und
f(z)=¢€%, also f'(z)=—¢c”.

Es folgt

2| ¥4 ¥
f7(0)=-1=— e—gdz, also / e—3dz:—m'.
271 #1(0) Z #1(0) Z
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Satz 23.2.1 bzw. Satz 23.2.2 haben zahlreiche wichtige Folgerungen ex-
emplarisch sei genannt

Satz 23.2.3 (Satz von Liouville)

Ist f auf ganz C holomorph (Bezeichnung: f ist eine gan-
ze Funktion) und beschrdankt (d.h. |f| < konst.), so ist
f konstant.

Bemerkung. Man vergleiche Satz 23.2.3 wieder mit dem reellen Fall,
d.h. man vergleiche etwa sin und cos im Reellen und im Komplexen.



Kapitel 24

Entwicklungen holomorpher
Funktionen

Reihenentwicklungen spielen in der Funktionentheorie eine ganz beso-
dere Rolle. Im Reellen wurden Potenzreihen in Kapitel 5.2 besprochen,
das komplexe Gegenstiick wurde in Kapitel 7.2 behandelt. Auf die dort
gelegten Grundlagen wird hier aufgebaut.

24.1 Taylor-Reihen (Potenzreihen und holomorphe Funktionen;

Differentiation von Potenzreihen)

Cauchys Beispiel aus Kapitel 13.1 zeigt, dass im Reellen selbst
unendlich oft differenzierbare Funktion nicht unbedingt durch ihre
Taylor-Reihe dargestellt werden. Auch diesbeziiglich sieht die Situation
in der komplexen Analysis anders aus, wie der vorliegende Paragraph
zeigen wird.

Zunichst sei jedoch an die wichtigste Potenzreihe, die geometrische
Reihe erinnert:

Beispiel. Man betrachte die Reihe (vgl. Kapitel 7.2)

e.¢]

2"

n=0

Fiir die Partialsummen gilt

1 — +1
Zz = G , falls z#1.

1—z

263
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Fiir |2] < 1 ist limy o 2V = 0, also folgt

o

1
Zz”: fir |2 <1.
— 1—2

Fiir [z| > 1 ist {z"} keine Nullfolge, die geometrische Reihe divergiert.

Nun soll die Ableitung dder Funktion 1/(1—z2) mit Hilfe des Cauchy-
Produktes fiir Reihen (Satz 5.3.1) analysiert werden: Fiir 2| < 1 ist

( 1 )' B 1 B 1 1
1—2z/ (1—-22 1-zl-2z

_ iznizn i(z kzn—k>

3

= Z(n +1)2"

n=0

Mit 5 =n + 1 ist gezeigt

(1—12)2 (1—,2) Zﬂz’l Zm Zi”)’-

n=0

In Verallgemeinerung des Belsplels besagt der folgende Satz, dass
durch Potenzreihen holomorphe Funktionen definiert sind und dass
sich die Ableitung durch gliedweise Differentiation berechnen lésst
(vgl. auch Satz 11.1.7).

Satz 24.1.1 (Differentiation von Potenzreihen)

Besitzt eine Potenzreihe P(z) = Y >~ an(z — 2)" den
Konvergenzradius r > 0, so ist dadurch in der Kreis-
scheibe B, (zp) eine holomorphe Funktion f(z) mit

(0. @]
= Z nag(z — 2)" "
n=1

als Ableitung gegeben. Diese Potenzreihe hat denselben

Konvergenzradius wie P(z).
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Beispiel. Man betrachte

31\2

n=0
Es ist » = 0o und

FE&=32 0 (n—1) Zk':

n=1

Nach Satz 24.1.1 sind durch Potenzreihen holomorphe Funktionen
definiert. Umgekehrt stellt sich die Frage, ob holomorphe Funktionen
immer als Potenzreihe, d.h. durch ihre Taylor-Reihe, dargestellt werden
konnen.

Satz 24.1.2

Es sei f(z) holomorph fir |z — zo| < r mit zyp € C und
r > 0. Dann st [ eindeutig darstellbar durch eine Po-
tenzrethe um den Entwicklungspunkt z:

(0. ¢]

) =3 an(z — 2)"

n=0

Die Reihe konvergiert in B,(zy), und die Koeffizienten
sind gegeben durch

f(n)(z()) |

a/n =
n!
Bemerkungen.
i) Nach Satz 23.2.2 gilt fir 0 < p <
1 f(z2)

dz .

ay = — —
" 271 kp(20) (Z — ZQ)N—H
Hier kann x,(zp) auch durch einen beliebigen, einfachen geschlos-
senen Integrationsweg ersetzt werden, der im mathematisch positi-
ven Sinne durchlaufen wird, ganz in B, (z) liegt und zy im Innern
enthélt.



566 Kapitel 24: Entwicklungen holomorpher Funktionen

i1) Ist f in einer offenen Menge U holomorph, 2y € U, so konvergiert
die Taylor-Reihe in der grofiten Kreisscheibe um zj, die noch in U
liegt.

Typisches Beispiel. Fiir z € U = C — {1, —2} sei

3

& =a"2e+a

Gesucht sind die Koeffizienten der Taylor-Reihe um zy = ¢, die nach
Bemerkung ii) fiir |z — i| < v/2 konvergiert.

Abbildung 24.1: Zur Taylorreihe von f um 4.

Die Koeffizienten konnen im Prinzip nach Bemerkung i) berechnet wer-
den, es gilt aber auch (vgl. die Partialbruchzerlegung aus Kapitel 12.3)

3 1 1

J(2) = 1-2)(2+2) 1—z+2—|—z'

Fiir |z — 4| < v/2 gilt [£=%| < 1, und mit Hilfe der geometrischen Reihe
findet man
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Analog gilt wegen |(z —1)/(24+14)| < 1
1 1 1 1

2+ 2 2+i+(z—1) 2401+ 51

- 21@2(_1)%;;;)” '

n=0

Man erhélt die Taylor-Entwicklung um zy = ¢

)= [ﬁ + (—1)"(2+—1Z.)m] (=)

n=0

~
:a,n

24.2 Laurent-Reihen (holomorphe Funktionen auf Kreisringen;
Haupt- und Nebenteil einer Laurent-Reihe; Singularitéit; gelochte

Kreisscheibe; Charakterisierung von isolierten Singularitéiten)

Betrachtet man Funktionen wie f(z) = g(z2)z!, g(z) holomorph, so
ist der Punkt z = 0 von besonderer Bedeutung und bietet sich als
Entwicklungspunkt einer Reihenentwicklung an. Die Funktion f ist
jedoch in diesem Punkt nicht definiert, f ist nicht holomorph auf einer
Kreisscheibe um 0.

Es ist f jedoch holomorph auf Kreisringen um den Nullpunkt.
Diese Situation soll nun studiert werden: Bei der Entwicklung von
f sind dann negative Potenzen mitzunehmen, man spricht von der
sogenannten Laurent!-Entwicklung der Funktion. Im obigen Beispiel
etwa werden die Exponenten in der Taylor-Entwicklung von g um eins
vermindert werden.

Im Folgenden sei fiir 0 < r; < r9 und fiir 2y € C

Ay r(20) ={2€C: r <|z—2| <m}.

'P.A. Laurent, 1813-1854; Le Havre.
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Definition 24.2.1
Mit ap, € C, k € Z und zy € C heifsit

o0 0 o0
Z ap(z — zo)k = an(z — z0)" + Z a_n(z—2z9) "
k=—00 n=0 =1

eine Laurent-Reihe um den Entwicklungspunkt zy. Es
heifst weiter

(©.9]

Z an(z — 2)"

n=0
der Nebenteil (oder der Reguldrteil) und

—n

Mg

a_n(z — %)

n=1

der Hauptteil der Laurent-Rethe.

Konvergenz einer Laurent-Reihe?

Bei der Frage nach der moglichen Konvergenz einer Laurent-Reihe ist
zunéchst zu beachten, dass der Nebenteil eine Potenzreihe im iiblichen
Sinne ist. Es sei angenommen, dass diese die im Konvergenzkreis
B,,(zy) konvergiere.

Zur Analyse des Hauptteils setzt man w = (2 — z)~!. Mit dieser
Substitution kann der Hauptteil geschrieben werden als

oo

a_n(z —20)" =§ a_pw"

Mg

Dies wiederum ist eine Potenzreihe in w, man nehme an, sie konvergiere

fir |w| < p, also fiir

1
|z — 20| > —=111.
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Ist nun 0 < r; < 79, so konvergiert die Laurent-Reihe also auf
dem Kreisring A, ,,(20). Ist r1 = ro, so kann die Reihe hochstens fiir
|z| = r1 = 7o konvergieren, ist ; > 79, so kann die Reihe nirgends
konvergieren.

Satz 24.2.1

Fiir eine Laurent-Reihe gilt eine der drei folgenden Al-
ternativen:

i) Die Reihe konvergiert nicht.

i1) Die Reihe konvergiert fiir gewisse Punkte einer
Kreislinie um z.

ii1) Die Reihe konvergiert auf einem Kreisring um z.

Kann eine auf einem Kreisring holomorphe Funktion durch
eine Laurent-Reihe dargestellt werden?

Satz 24.2.2

Es sei f holomorph auf einem Kreisring Ay, r,(20), 0 <
r <19, 20 € C. Dann ist f auf A, »,(20) eindeutig dar-
stellbar als Laurent-Reihe (Laurent-Entwicklung um den
Entwicklungspunkt zy)

©,9)

fR)= ) alz—=)",
k=—00
wober die Koeffizienten fiir alle k € Z gegeben sind durch
(rm<p<r2)

1 f(2)
ap = — dz .
275 J e () (2 — zp)ktl
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Bemerkungen.

i) Wieder kénnen die a; auch durch Integration iiber einen einfa-
chen, geschlossenen Intergrationsweg berechnet werden, der ganz
in A, ,(20) liegt und im positiven Sinne durchlaufen wird.

i1) Eine Taylor-Reihe ist eine Laurent-Reihe mit a_, = 0 fir alle
n € N.
Beispiel. Es sei wieder

3 1 1
IO =a%evs 1= 252

@

i Ay 5(0)

— N
N

1

Abbildung 24.2: f ist holomorph auf A, 5(0).

Mit zp = 0 ist f holomorph auf A; 9(2). Wie oben sieht man mit Hilfe
der Konvergenz der geometrischen Reihe und wegen |27!|, [2/2] < 1 auf
A1 5(0) (man beachte: Auf A;9(0) ist |2] > 1 und 1/(1 — 2) kann nicht
als konvergente geometrische Reihe geschrieben werden.):

1 1 1 1 = /1\n
R RN O

1
z

11
2+ 2 2142

| —

> -1r(3)"

[NOIRN
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Die Laurent-Reihe von f(z) um 0 ist demnach fir 1 < |z] < 2:

fe ==Y ey e
n=1 n=0

Mit Hilfe von Satz 24.2.2 konnen Singularitdten einer Funktion cha-
rakterisiert werden.

Notation. Zu z, € C, r > 0, bezeichne B/ (zy) die gelochte Kreisscheibe
vom Radius r um z:

Bl (%) ={2€C: 0<|z—2| <r}.
Definition 24.2.2
Ist f auf Bl.(zy) definiert und differenzierbar, so heif§it z,
ewne isolierte Singularitit von f. Dabet muss f nicht in
2o definiert sein.

Beispiel. Die Funktion
1

fz) = 1-2)2+2)(z—1)’

hat isolierte Singularitdten in den Punkten z; = 1, 20 = —2, 23 = 1.

zeC—{1,-2,i},

Im folgenden werden stets isolierte Singularitdten betrachtet, deren
Charakterisierung lautet:

Definition 24.2.3
Es sei f auf Bl(z) differenzierbar.

i) Der Punkt zy heifit hebbare Singularitit, wenn der
Hauptteil der Laurent-Rethe um z, verschwindet.

i1) Der Punkt zy heifst Pol der Ordnung p, p € N, wenn
der Hauptteil der Laurent-Reihe um zy von der Form

18t
p

Z a_n(z—20)"", a_p,#0.

n=1

Die Funktion f heifst in diesem Fall meromorph.
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ii1) Der Punkt zy heifst wesentliche Singularitdt, wenn
der Hauptteil der Laurent-Rethe um zy unendlich
viele nicht-verschwindende Glieder hat.

Beispiele.
i) Es sei _
f(2) = smz(z) R
Dann ist f zwar in zy nicht definiert, es gilt aber:
z z 3! 5l 3! 5l

Der Hauptteil der Laurentreihe um 0 verschwindet, sin(z)/z lasst
sich durch den Wert 1 holomorph in den Nullpunkt fortsetzen (heb-
bare Singularitét).

i1) Es sei
3
(1—2)(2+2)"

f(z) = 2 eC—{1,-2}.

Hier sind z; = 1 und 29 = —2 Pole der Ordnung 1.
iii) Es sei
1 .
f(2) e zeC—{i}.

In diesem Beispiel ist zp = 7 ein Pol der Ordnung 3.

iv) Es sei

f(z)=e:, zeC-{0}.
Es gilt

00 “1\n >~ 1
o= ey 2o
n=0 ) n=1

also ist zy = 0 eine wesentliche Singularitét.
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Der Residuensatz

25.1 Der Satz (Residuum)

Der Residuensatz ist eine Verallgemeinerung des Cauchyschen Integral-
satzes auf Funktionen mit isolierten Singularitaten.

Definition 25.1.1

Es sei zg € C, r > 0, f differenzierbar auf Bl(zy). Fiir
0<p<r heyft
1
— f(z) dz =:res,, f

211 Hp(Zo)

das Residuum von f in der isolierten Singularitdt z.

Bemerkungen.

i) Nach dem Cauchyschen Integralsatz (bzw. dessen Verallgemeine-
rung) héngt res,, f nicht von p ab. Auflerdem kann wieder statt
rk,(20) ein beliebiger, einfacher geschlossener, positiv orientierter
Integrationsweg in B/ (zy) betrachtet werden.

i1) Nach Satz 24.2.2 ist das Residuum von f in zy genau der Koeffi-
zient a_q in der Laurent-Entwicklung von f um z.

ii1) Bemerkung ii) kann wie folgt veranschaulicht werden: Schreibt
man [ lokal als Laurent-Reihe und vertauscht man Integration

573



574 Kapitel 25: Der Residuensatz

und Summation, so verschwinden nach Satz 22.3.1 in der Summe
alle Integrale iiber az(z — 2)¥, k # —1. Lediglich das Integral mit
k = —1 gibt einen Beitrag.

Beispiele.

i) Es sei

f(z) = ii’ z e C—{i}.

z
Nach Satz 22.3.1 ist fiir p > 0

1
/ - dz = 2w,
Kp (1) S

1
res; f(z) = ;[3 27 = 3.
m

also folgt

Zu beachten ist hier: 3/(z — i) ist bereits die Laurent-Reihe von f
um den Punkt zy =1, also a_; = 3.

i1) Es sei
f(z)=e, zeC-—{0}.

Es wurde bereits gezeigt:
— 1
n=1

also ist a_1 = 1 und resg f = 1.

Die Integraldarstellung des Residuums sowie die Entwicklung von f
in eine Laurent-Reihe konnen in der Praxis allerdings Schwierigkeiten
bereiten, d.h. es stellt sich die Frage nach:

Hilfsmittel zur Berechnung von Residuen?
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Satz 25.1.1

i) Es sei f(z) = %, wobei g, h holomorph seien
auf By(zy). Weiterhin sei g(zo) # 0, h(z) = 0 und

h'(29) # 0. Dann ist das Residuum von f in 2

g _ 8l
h h/(Zo)

TeS,, I = resy,

it) Die meromorphe Funktion f habe in zg € C einen
Pol der Ordnung p. Dann qult

, 1 dr—1
ol o 1) |

(2 — %))

Beispiele.

i) Es sei
2244 T
= 0< < =
f(Z) Sin(Z) I |Z| 2 ?

Satz 25.1.1, i), ist anwendbar mit g(z) = 22 + 4, h(z) = sin(z).

7> + 4 4
sin(z)  cos(0)

resg

i1) Es sei
1z

fz)=%, zeC-{0}, z=0.

237

Hier ist 2y ein Pol der Ordnung 3 und es gilt nach Satz 25.1.1, ii),

res) — = lim —|—e 3

ei? 1 [d2 iz] B 1
73 27— 2! Ldz2 N

Der Hauptsatz dieses Kapitels lautet nun:
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Satz 25.1.2 (Der Residuensatz)

Es ser v ein einfacher geschlossener Integrationsweg in
einem einfach zusammenhdngenden Gebiet G, der im
mathematisch positiven Sinne durchlaufen werde. Die
Funktion f sei definiert und differenzierbar i G mit
Ausnahme von endlich vielen isolierten Singularitdten.
Die Spur von v treffe keine dieser Singularitdten. Sind
21, ..., Zy die Singularitdten, die von v eingeschlossen
werden, so qilt

N

/f(z) dz = 2mi z:reszk f.
i k=1
C
0~ ° ol

0%2

Abbildung 25.1: Zum Residuensatz.

Bemerkungen.

i) Allein die Kenntnis der Residuen ermoglicht also die Berechnung
des Kurvenintegrals.

it) Ist f holomorph auf G' (keine Singularitdten) so erkennt man den
Cauchyschen Integralsatz als Spezialfall.
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Beispiele.

i) Betrachtet sei das Standardbeispiel f(z) = 27! Das Residuum
resg f von f in zg = 0 ist der Koeffizient a_1 = 1 der Laurent-
Reihe von f um zy = 0. Es folgt (vgl. Satz 22.3.1)

1
/ —dz = 2miresy f = 2mi .
Kp(o) Z
Es sei f(2) = z72. Hier gilt resy f = 0 (wegen a_; = 0) und
(vgl. wieder Satz 22.3.1)
1
tp(0) <

i1) Es sei G = C und

62

f(z) = o2 ° # +i .
Nach 25.1.1 gilt
e’ e e’
res; = — = —,
+ 72 22| z=i 2i
e’ e’
res_; = —
1+ 72 21
Es folgt
e’ e e’
dz = 2mi [—, - —_} — omisin(1) .
LB(Z> 1+ 22 21 21

2isin(1)
21

Der Residuensatz hilft auch bei der Berechnung reeller Integrale, bei-
spielsweise gilt

Satz 25.1.3

Es sei f(z) = PG eine rationale Funktion mit Polyno-
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Abbildung 25.2: Ein Beispiel zum Residuensatz.

men P(z), Q(z). Der Grad von Q) sei um mindestens
2 hoher als der von P, ) habe keine reellen Nullstellen.
Sind dann z1, ..., zy die Nullstellen von () in der oberen
Halbebene Im z > 0, so gilt

.

P(;c) = 271 3 res P(Z)
Qo) 772 2 gy

Bemerkung. Ist der Grad von ) nur um eins héher als der Grad von
P, so divergiert das Integral auf der linken Seite.

Beispiel. Gesucht sei das reelle Integral

> 1
—— dx .
[ vt

Mit P(z) = 1, Q(z) = (1 + 2*)? sind die Voraussetzungen des Sat-
zes erfiillt. In der oberen Halbebene liegt die Nullstelle z = ¢ mit der
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Vielfachheit 2. Nach Satz 25.1.1 folgt

1 Clar, o, 1
res; —(1—|—z2)2 = lzlgi %_(z—z) —}]

_ 1 o 2
il el | sy

ZILI% Ldz (Z + i)z_

= 1 — .
il Gradl T o 1

Es gilt also
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Kapitel 26

Fourier-Reihen

26.1 Einfijhrung (Spektrum; harmonische Analyse; Periode ei-
ner Funktion; trigonometrische Reihen; trigonometrische Polyno-
me; gliedweise Integration; Integration und Grenziibergang; Fourier-

Koeffizienten)

Bevor in den nachfolgenden Kapiteln der kontinuierliche Fall der
Fourier!-Transformation bzw. der Laplace-Transformation diskutiert
wird, soll hier zunéchst das diskrete Spektrum periodischer Funktionen
studiert werden.

Eine ausfiihrliche Schilderung der Bedeutung von Fourier-Reihen in
der Entwicklung der Mathematik findet sich in [Hil].

Frage. Das Beispiel einer schwingenden Saite motiviert die Frage:
Lisst sich eine periodische Funktion als Uberlagerung oder Superpo-
sition von Grund- und Oberschwingungen darstellen? (harmonische
Analyse)

Es geht also um das Studium periodischer Vorgéinge wie die Er-
zeugung von Wechselstrom, mechanische Schwingungen, Analyse von
Messkurven etc.

Dabei heifit eine Funktion f: R — R periodisch mit der Periode
T # 0, falls fir alle x € R gilt: f(z+7T) = f(x).

1J.B.J. Baron de Fourier, 1768-1830; Grenoble, Paris.

o83
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T

Abbildung 26.1: Eine periodische Funktion.

Beispiele.
i) Konstante Funktionen, trigonometrische Funktionen, . ...
i1) Fiir beliebige Amplituden A;, Ay € R ist die Funktion
Aj sin(wyx) + Az sin(wox)

periodisch, falls das Verhaltnis der Kreisfrequenzen (und damit der
Perioden) rational ist (~ Ubungen).

Im Folgenden werden zunéchst o.E. 2m-periodische Funktionen
betrachtet.

Fourier-Reihen sind nun trigonometrische Reihen der Form
o
50 2_: a, cos(nzx) + b, sin(nx)) , ap, b, € R,
die Partialsummen
N
ao
-5t Z an cos(nz) + by, sin(nz))

heiflen trigonometrische Polynome.

Bemerkung. Die Funktion A;sin(z) + Ajsin(wex) hat Periode 27,
falls (wie in obiger Ubung zu zeigen) wo € N, d.h. trigonometrische
Reihen mit obigen Frequenzen sind die Grundlage der harmonischen
Analyse.

Fragen. Prézisiert lauten die entscheidenden Frage dieses Kapitels:
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i) Lésst sich eine 2m-periodische Funktion in eine trigonometrische
Reihe entwickeln?

i) Wenn ja, in welchem Sinne konvergiert die Reihe?

Zur Vorbereitung benétigt man das folgende Lemma, welches als
Ubung nachzurechnen ist:

Lemma 26.1.1 (Eigenschaften trigonometrischer Funktionen)

i) Fir m, n € NU {0} =: Ny gelten die Orthogona-
litdtsbeziehungen

2m
/ cos(mx) cos(nx) de = 0 firm #n;
0

2m
/ sin(maz)sin(nx) de = 0 firm #n;
027r
/ cos(mx)sin(nz) dr = 0.
0

it) Fir m, n € Ny gelten die Normierungsbeziehungen

y

o w  firn € N,
/ cos”(nx) de = <
0
(nz) d

| 2w fiirn =20 ;

27

(
. m firn e N,
sin

xr = X

o

| 0 firn=20.

Zunichst wird einfach angenommen, dass eine formal gebildete
Fourier-Reihe gleichméflig gegen eine Funktion f konvergiert. Unter
dieser Annahme folgt:
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Satz 26.1.1

Konvergiert die Fourier-Reihe (die Folge der Partial-
summen,)

N
o :
5 ngzl (ay, cos(nx) + by, sin(nx))

im Intervall [0, 27] gleichmdflig gegen eine Funktion f(x),
so ist f stetig und es gilt

1 2m

ap, = — (x)cos(nx)dx, n=0,1,2,...,
T Jo
1 27

b, = — (x)sin(nx)dz, n=1,2,....
T Jo

Bemerkung. Aus der angenommenen gleichméfiigen Konvergenz
der Reihe gegen eine Funktion f folgen Darstellungsformeln fiir die
Koeffizienten a,, und b,,.

Zum Beweis von Satz 26.1.1 benétigt man den folgenden Satz, der ohne
Beweis angegeben sei:

Satz 26.1.2 (gliedweise Integration, Integration & Grenzibergang)

Betrachtet sei auf einem Intervall I eine Folge von Funk-
tionen gi(x), go(x), .... Fir alle x € I existiere der
Grenzwert

g(z) == lim gn(z).

N—o0
Sind die gy auf dem Intervall I = |a,b] stetig und kon-
vergieren sie gleichmdf$ig gegen g(x), so gilt

/abg(x) dz = /ab lim gy(z) dz = lim /ang(x) dr .

N—o0 N—o0
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Im Fall gn(x) = ij L ho(x) folgt (mit obiger Notation)

Beweis von Satz 26.1.1 Die Stetigkeit von
= EO Z an cos(nz) + by, sin(nz))

folgt aus der angenommenen gleichméfigen Konvergenz. Betrachtet sei-
en nun die Partialsummen

N
gn(z) = % + Z(an cos(nz) + b, sin(nx)), N eN.

n=1
Fiir ein fixiertes k € Ny gilt nach Annahme

N—o0

gn(z)cos(kz) =2 f(z)cos(kx)
(sin(kz) analog). Also ist nach Satz 26.1.2 gliedweise Integration

zuléssig. Lemma 26.1.1 impliziert

' f(x) cos(kx) dz

0
27 00 ot
— %/ cos(kx) dx + Z/ (ay, cos(nx) + b, sin(nz)) cos(kzx) dx
0 n=1 0
= QT

und der Satz ist bewiesen. ]

Bemerkung. Der Satz beantwortet nicht die Frage nach der Darstell-
barkeit einer gegebenen Funktion f als Fourier-Reihe (gleichméfige
Konvergenz war vorausgesetzt), er motiviert aber die nachfolgende De-
finition.
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Definition 26.1.1

Die reellwertige Funktion f sei auf [0,27] definiert und
integrierbar.

i) Die Zahlen

1 2
a, = — (x)cos(nx)der, n=0,1,2,...,
T Jo
1 27
b, = — (z)sin(nx) dz, n=12,...
T Jo

heiffen Fourier-Koeffizienten von f.
i1) Die mit diesen Koeffizienten formal gebildete Reihe

ap

>+ Z(an cos(nx) + by, sin(nx))

=l

heifit Fourier-Rethe von f.

Beispiele.

i) Es sei f: R — R periodisch mit der Periode 2,

T, 0<z<m,
f(x) =
2m—x, w<x <2 .
Die Fourier-Koeffizienten lauten
0 fiir n = 2m ,
ay = T, Q= A neN,
——— firn=2m+1,

m™n?

b, = 0, neN,

Die Fourier-Reihe ist gleichm:ifig konvergent (~ Ubungen).
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T 2 T

Abbildung 26.2: Die Funktion f(z).

ii) Ist f gerade, also f(—2) = f(x) fiir alle z € R, so folgt (~ Ubung)
b, = 0 fiiralle neN,
2 ™
a, = —/ f(z)cos(nz) dx fiir alle n € Ny .
T Jo

Ist f ungerade, also f(—z) = —f(z) fiir alle z € R, so folgt

a, = 0 fiiralle n €Ny,
2 T

b, = —/ f(x)sin(nz) de fir alle n € N..
™ Jo

26.2 Der Satz (Sadgezahnfunktion; Gibbs-Phénomen; stiickweise glatte

Funktion; mittlere quadratische Abweichung; Parsevalsche Gleichung)

Musterbeispiel dieses Kapitels. Es sei f: R — R periodisch mit
Periode 27 und

flz)=m—2 fir 0 <z <27m (Sdgezahnfunktion) .

In diesem Fall ist f ungerade, also a,, = 0 fiir alle n € Ny (wie f in
den Sprungstellen definiert ist, spielt fiir dieses Argument keine Rolle).

b, = B () sin(nx) doe = l/O 7r(7T — x)sin(nx) dx

™ Jo T

1 27
= ——/ zsin(nz) dz
0

v

+ —/ cos(nx) dx] =—.
0 n

0 n
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NN

Abbildung 26.3: Die Ségezahnfunktion.

Die (formale) Fourier-Reihe lautet:

2{ sin(z) + %sin(Qx) + %sin(Sx) +...}=2 Z singlnx) :

Zur Konvergenz der Reihe. Betrachtet seien dazu die Partialsum-

men N
sin(nx)

Sn(z) :=2) -

sowie die Differenz
Ry(z) := Sn(z) — f(x) .

Man kann zeigen: Fiir z € (0, 27) gilt
[B(z)] < .
T
MWE="2N + 1) sin(z/2)

d.h.: GleichméfBlige Konvergenz gegen f(z) gilt nur auf Teilintervallen
der Form [e, 21 — €] (weg von der Sprungstelle).

Fir x = 0, x = 27, ...ist Sy = 0 (“Mittelwert des Sprungs”), es

liegt keine Konvergenz der Reihe gegen die Funktion in den Sprung-

stellen vor.

Man kann weiter zeigen: Fiir xy = n/(N + 1/2) und fiir alle N

hinreichend grof gilt
Ry(zx) > 0.1789 - 1 |
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d.h. auch wenn N sehr grofl wird iiberschwingen die Partialsummen
den Wert 7 um ca. 18 % (Gibbs?*-Phénomen).

Abbildung 26.4: Das Gibbs-Phidnomen.

Bevor nun das Hauptergebnis dieses Kapitels formuliert werden
kann, ist eine geeignete Funktionenklasse einzufiihren.

Definition 26.2.1

i) Eine Sprungstelle einer Funktion f ist eine Un-
stetigkeitsstelle xy von f, fiir die rechtsseitiger und
linksseitiger Grenzwert

flzd)=1lim f(z), f(zg) = lim f(z)

xlxg xTxg

exitieren. Die Sprunghohe ist dabei h = f(xf) —
flag)-

i1) Fine Funktion f heifit in |a,b] stickweise stetig,
wenn es eine Zerlequng Z = {a = xy < 17 <

- < x, = b} gibt, sodass [ in jedem Teilintervall
(zj_1,2;) stetig ist und die einseitigen Grenzwerte

fla®), f(b7), f(z]), f(x;), 1 < j < n—1 existieren.

2J.W. Gibbs, 1839-1903; New Haven.
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iii) Fine Funktion f heifit in [a, b] stiickweise glatt, wenn
f und [’ in |a,b] stickweise stetig sind.

Bemerkungen.

i) Eine stiickweise glatte Funktion hat hochstens endlich viele
Sprungstellen und endlich viele “Ecken”.

i1) Die Bedeutung stiickweise glatter Funktionen in den Anwendun-
gen wird deutlich, wenn man etwa an Einschaltvorgénge denkt.

f(z)

\/\
h
Y

a b

8

Abbildung 26.5: Eine stiickweise glatte Funktion.

Satz 26.2.1

Die 2m-periodische Funktion f sei in [0,27] stickweise
glatt. Dann konvergiert die Fourier-Rethe von f fiir alle
x € R. Ist f stetig an der Stelle x, so gilt

flz) = % + Z(an cos(nx) + b, sin(nz)) .

n=1
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Ist x eine Sprungstelle von f, so gilt

fla) ; flz7) _ % + 3 (ay cos(nz) + by sin(bz)) .

In jedem abgeschlossenen Intervall, in dem f stetig 1st,
st die Reihe gleichmdif$ig konvergent.

Beispiel. Im obigen Beispiel i) ist f stiickweise glatt und stetig, also

T, 0<z<m
flz) = =

2r—x, w<x <27 m=0

_%f:c 2m-|—))'

2m+

Mlﬁ

Insbesondere folgt mit der Wahl x =0

= T
22m+ T8

m:O

Bemerkungen.

i) Man {iiberlege sich, warum hier viel schwichere Bedingungen an
f zu stellen sind als es fiir die Entwicklung in Taylor-Reihen nor-
wendig war.

i1) Die Diskussion von periodischen Funktionen f mit Periode T > 0,
T # 27, erfolgt analog (mittels der Transformation v = 2wz /T).
Die Fourier-Reihe ist dann

- 2 2
% + nz::l (an CoS <%naz) + b, sin <%naz>>
mit den Fourier-Koeffizienten
a, = / f(x) cos —nx)dx, n=20,1,2,...,

b, = /f sin —nx)dx, n=12,....
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i11) Statt des Intervalls [0, T'] konnen analog Intervalle der Form [a, a+
T], a € R, betrachtet werden.

iv) Approximiert man eine 27-periodische Funktion mit einem trigo-
nometrischen Polynom

P,(x) = % - Z(ozk cos(kx) + B sin(kx))
k=1

mit Koeffizienten derart, dass

Q. = / (@) = P(a))? d

(mittlere quadratische Abweichung) minimal wird (Approximati-
on im quadratischen Mittel), so erhédlt man genau die Fourier-
Koeffizienten.

v) Gilt lim, o @, = 0 (konvergiert also die Fourier-Reihe im qua-
dratischen Mittel gegen f), so gilt die Parsevalsche Gleichung

ap - 2 1 o 2
— + ai + by) x) dx
5 Z kT ; [ ()
k=1
(zu beachten: Konvergenz im quadratischen Mittel impliziert nicht
punktweise Konvergenz).

Komplexe Notation. Man setzt im Fall einer 27-periodischen Funk-
tion
1 21

27r

flaye ™ da.

Dabei beobachtet man zunéachst

1 2 Z 27

Cn = 5o f(x)cos(nx) de — o | f(x)sin(nx) dx |

d.h. es gilt

¢, +c_,=a, und ¢,—c_,=—1ib,.
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Man beobachtet weiter:

(0.9]

Z cpe™ = Z cn(cos(nax) + isin(nx))

n=—00 n=0

+ f; ¢_n(cos(nz) — i sinfna))

— ¢ocos(z) 4 i(cn + ) cos(n)
n f: i(ca — c-a) sin(na)

_ % 4 nf;(an cos(nz) + by, sin(nz)) ,

die Fourier-Reihe ist in komplexer Schreibweise dargestellt.

Hat f die Periode T" > 0, so setzt man anlog (in diesem Beispiel
symmetrisch zum Ursprung)

1 T/2 - 27
Cp = — (x)e 7% dx |
T J 1/
und die Fourier-Reihe wird geschrieben als
0.9
< 27
E : CneznTx .
n=—oo

Bemerkung. Zum Abschluss dieses Kapitels sei nochmals festgehal-
ten: Nach Satz 26.2.1 kann eine periodische Funktion spektral zerlegt
werden, die Gesamtheit der harmonischen Schwingungen, die zur Su-
perposition beitragen, heiffit das Spektrum von f. Im Fall einer 2x-
periodischen Funktion ist die Frequenz der Grundschwingung 1, die Fre-
quenzen der Oberschwingungen sind die natiirliche Zahlen grofler als 1.
Im Fall einer T-periodischen Funktion ist die Grundfrequenz w = 2%, die
Frequenzen der Oberschwingungen sind Vielfache davon. Die Spektral-
zerlegung kann etwa mit Hilfe eines Amplitudenspekrums visualisiert
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werden. Dabei wird |c,| gegen die Frequenz aufgetragen (vgl. Abbil-
dung 27.3 und Abbildung 27.5 des nichsten Kapitels: Wegen ¢_, = ¢,
wird dabei nur die positive Achse beriicksichtigt, das konstante Glied
ist ebenfalls weggelassen.).



Kapitel 27

Fourier-Transformation

27.1 Einfijhrung (periodische Fortsetzung; kontinuierliches Spek-

trum)

Die Integraltransformation im Mittelpunkt der hier ausgefiihrten Be-
trachtungen ist die Fourier-Transformationen. Es sei vorweggeschickt,
dass mittels Integraltransformationen ein Problem derart transformiert
werden soll, dass es in der neuen Form gelost werden kann. Der
wesentliche Punkt ist, dass anschliefend eine Riicktransformation
moglich sein muss, die auf die Losung des urspriinglichen Problems
fithrt. M.a.W. muss eine Intergaltransformation invertierbar sein.

Fiir die folgenden Betrachtungen gibt es eine Vielzahl von Anwen-
dungen etwa in der mathematischen Physik. Man denke vor Allem
auch an die Informationstechnologie (Signale senden, {iibertragen,
empfangen, analysieren, verarbeiten ... ).

Idee. Man betrachte als Standardbeispiel dieses Kapitels die nicht pe-
riodische Funktion f: [—m, 7] — R,

1, falls — 7 <ax<m,
f(x) =

0, falls |z| > .

Studiert wird also ein typisches Ein- und Ausschaltsignal.

Da die Funktion nicht-periodisch ist, kann die Theorie aus Kapi-
tel 26 nicht angewandt werden. Deshalb betrachtet man zunéchst die
Einschriankung fi s 9, der Funktion f auf das Intervall [—2m,27],
d.h. fi_or2x ist lediglich definiert auf dem Intervall [—27,27] und es

297
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—T ™

Abbildung 27.1: Das Signal.

gilt fiir alle x mit |z| < 27 f_or9n(z) = f(x). Diese Funktion wird
fortgesetzt als Funktion mit der Periode 4w, so wie es in Abbildung
27.2 dargestellt ist. Es ist eine periodische Funktion mit der Periode 47
entstanden, deren Spektrum nach Kapitel 26 analysiert werden kann.
Es handelt sich dabei um ein diskretes Spektrum, die Grundschwin-
gung hat die Frequenz 1/2, die Oberschwingungen sind Vielfache davon
(vgl. Abbildung 27.3).

f(z)

-2 -7 T 2T

Abbildung 27.2: Die 4m-periodische Fortsetzung.

In der obigen Konstruktion (Einschrinkung und periodische Fortset-
zung) ersetze man nun 27 durch [m, [ € N. Die Situation ist in Abbil-
dung 27.4 angedeutet. Die Grundschwingung hat nun die Frequenz 1/1,
die Oberschwingungen sind wiederum Vielfache davon. Man erkennt
in Abbildung 27.5, dass die Eintragungen des Spektrums fiir grofle [
immer nidher zusammenriicken.

Abbildung 27.4 suggeriert nun einerseits, dass sich beim Grenziiber-
gang [ — oo das Spektrum des nicht-periodischen Ein- und Ausschalt-
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1/2 w

Abbildung 27.3: Das Spektrum der 47-periodischen Fortsetzung.

f(z)

—lIr —Tr T %8

Abbildung 27.4: Die 2im-periodische Fortsetzung.

signals ergeben sollte.

Abbildung 27.5 suggeriert andererseits, dass beim Grenziibergang
aus dem diskreten ein kontinuierliches Spektrum entstehen sollte.

Die nachfolgende “prézisierte Heuristik” ist aus zwei Griinden recht
ausfiihrlich gehalten:

i) Sie bietet die schone Moglichkeit, eine Vielzahl von Grundbe-
griffen der Analysis (Konvergenz, Konvergenz von Reihen, unei-
gentliche Integrale, Riemannsche Zwischensummen, Vertauschung
von Grenzwerten, absolute Konvergenz, harmonische Reihe, Kon-
vergenzkriterium von Leibniz) anhand eines wesentlichen Anwen-
dungsbeispiels ins Gedéchtnis zu rufen bzw. zu zeigen, wie diese
ineinander greifen.

i1) In der Literatur werden zwei unterschiedliche Zugénge gewahlt:
Entweder wird ein rigoroser mathematischer Beweis présentiert,
was hier nicht geschehen soll. Oder aber es wird versucht, die
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1/1 w

Abbildung 27.5: Das Spektrum der [7-periodischen Fortsetzung.

Fourier-Transformation mit Grenzwertbetrachtungen aus dem pe-
riodischen Fall herzuleiten, wie es bereits angedeutet wurde. Dabei
werden leider oft in unzuléssiger Weise Grenzwerte vertauscht und
die entscheidende Idee geht aufgrund einer unsauberen Notation
verloren. In der Tat konnte fiir die folgenden Rechnungen kein Zi-
tat in der gédngigen Literatur gefunden werden.

“Prazisierte Heuristik”. Man betrachte den Ausdruck

\/% /Z e [\/LQ_W' /Z f(t)e ™ dt] du ,

wobei im Folgenden die Existenz aller auftretenden uneigentlichen Inte-
grale angenommen sei. Es sei nun € > 0 fixiert. Fiir X > 0 hinreichend
grof3 gilt

\/% /_Z e !\/% /_Z f(t)e ™ dt] du

Hier ist ¢1 : Ry — R eine Funktion mit ¢1(K) — 0, falls K — oc.

du + 1 (K) .

Zu | € N wird im néchsten Schritt das Intervall [— K, K| dquidistant
mit der Schrittweite 1/ zerlegt. Ist [ hinreichend groB, so kann das
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Integral iiber u mit einer Riemannschen Summe approximiert werden:

\/% /:: el [\/% /_Z f(t)e ™ dt] du

Kl o

ity —ikt
e v dt [ K).
+ E e' M f() + 5(1) + U1 (K)
Wie 1y ist auch ¥5: R, — R eine Funktion mit t5(1) — 0, falls | — oo.

Fallt f(x) hinreichend schnell gegen Null, gilt also beispielsweise fiir

eina >0
/If(tﬂdtsz—a und / F(t)] dt <17
l

m —lm
fiir [ hinreichend grof , so folgt

Kl

bk, 1 [
17T t —i7 tdt
Z ¢ 27l Ir f( )

k=—Kl

< 2Kl—ll “< e

™

Eine analoge Abschéitzung gilt fiir das Integral von —oo bis —I7. Ins-
gesamt ist bisher gezeigt:

\/LQ_W /_ Z et [\/Lz_w /_ Z flt)e dt] du (%)

=Y it f() 44y (1) + D) + (1)

27Tl
k=—KI
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wobei die Funktion 3: Ry x R, — R abgeschétzt ist durch
2K,
s 1)) < 2o

Bisher wurde mit der Funktion f selbst gerechnet. Jetzt wird
beobachtet: In der Summe iiber k auf der rechten Seite von (x) steht

das diskrete Spektrum der periodischen Fortsetzung von fj_;; i im
Frequenzbereich [— K, K.

Wire diese Summe eine unendliche Summe, so wére diese fiir |z| < I7
nach Satz 26.2.1 gleich fii;i(z) = f(x) und es wiirde folgen

¢L2_W / R [V% / T e dt] du = ()1 (K )+dba(1) 445K, 1)

Fiir festes K konnte dann zunéchst der Grenzwert [ — oo betrachtet
werden, wobei insbesondere 13(K, 1) gegen Null streben wiirde. Der
anschliefende Grenziibergang K — oo wiirde liefern

1 OO T 1 e —ut
f(x):\/—2—ﬂ/_ooe \/—Q_W/—oof(t)e dt] du . ()

In der Tat gilt die Formel (*x) unter geeigneten Voraussetzungen an f.
Sie ist das Hauptergebnis dieses Kapitels.

Problem. In (x) steht nur eine endliche Summe. Um fiir ein festes [
mit der Funktion fj_;z ;- argumentieren zu konnen und fiir diese wie
oben angedeutet Satz 26.2.1 ausnutzen zu konnen, muss zunichst der
Grenziibergang K — oo betrachtet werden. Es gilt jedoch

. . 2K,

Jim (K, D] < lim —{7% = oo |
Dementsprechend beinhaltet die oben angedeutete Schlussweise eine
unzuldssige Vertauschung von Grenzwerten, die ohne wesentliche
Zusatzinformationen nicht zum Ziel fithren kann. Es sei angemerkt,
dass die unzuléssige Vertauschung von Grenzwerten eine der haufigsten
Fehlerquellen in der Analysis ist.
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Zur Prézisierung wird nun (x) zunéchst geschrieben als:

\/%_ﬂ /_Z e [\/LQ_T(‘ /_Z f(t)e ™ dt] du

S —Ir
=f(z)
—Kl L1 In
— Z e’ f(t)e "t dt
e oo 27Tl —Ir
— i ei%mL ! Ft)e 't at
27Tl Iy
k=Kl
+¢1(K)+¢2(l)+¢3([{, l) . (***)

Bemerkungen.

i) Die obigen Reihen existieren nach Satz 26.2.1 als Fourier-Reihen
von f|[—l7r,l7r}-

it) Fir |z| < Im ist der erste Ausdruck auf der rechten Seite von
(% * *) nach Satz 26.2.1 gleich fj_jzx = f(2).

In der Formel (x % *) setzt man

—Kl %)
Uy(K 1) i = — Z cee— Z e
k=—0o0 k=Kl

Dabei ist anzumerken, dass der Parameter [ sowohl in den Summati-
onsgrenzen als auch in den Summanden auftaucht. Dementsprechend
ist das Verhalten der Funktion ¢4( K1) a priori vollig ungewiss.

Behauptung. Es existiert eine reelle Konstante ¢ > 0, sodass fiir alle
K > 0 und fiir alle [ hinreichend grof gilt

[Ua(E D) <
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Konsequenz. Ist die Behauptung gezeigt, so folgt aus (x * )

'\/% /_Z G [\/% /_Z f(t)e ™ dt] du — f(x)

< e (FO] + (D) + s (K D) + - -

Ist K zunéchst fixiert und [ > K hinreichend grof}; so gilt (mit dem
fixierten € > 0)

(W2 (D)] + [¢3(K, 1) <
Ist anschlieBend K hinreichend grofl gewéhlt mit

N ™

C

() + =

<

)

DN M

so folgt

<e.

‘\/LQ_T( /_Z e [\/%_W /_Z f(t)e dt] du — f(x)

Dies gilt (falls die Behauptung richtig ist) fiir alle beliebig kleinen
e > 0 und es folgt (). [

Beweisidee der Behauptung. Es soll exemplarisch ein Ein- und Aus-
schaltvorgang betrachtet werden, d.h. es sei im Folgenden

1, falls — 7 <ax<m,
flx) =

0, falls |z| > 7.

Bemerkung. Die Vorstellung ist, dass f approximativ als abzédhlbare
Vereinigung solcher Funktion geschrieben werden kann, wie es in
Abbildung 27.6 angedeutet ist. Fiir ein solches f modifiziere man die
folgenden Argumente unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass f fiir
grofle x hinreichend schnell abklingt. Wegen der Fiille der Details wird
dies nicht ausgefiihrt.

Es sei an Abbildung 27.4 erinnert, in der die periodische Fortsetzung
von fi_ix 1 angedeutet ist. Es handelt sich um eine gerade Funktion,
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Al_,i —\_L

Abbildung 27.6: Eine Treppenfunktion f.

d.h. die Fourier-Entwicklung in (k x x) ist lediglich eine Entwicklung in
Termen des Kosinus:

l; f(t) cos [%t} dt = /_7T COS [%t} dt = 2Elsin {%ﬂ'} :

™

Betrachtet man schliellich zur Vereinfachung den Punkt x = 0, so ist
(bis auf Konstanten) die Reihe

oo

Ll

k=Kl

zu analysieren.

Bemerkung. Betragsméflig kann diese Reihe lediglich durch die diver-
gente harmonische Reihe abgeschétzt werden. Auch gelten beispiels-
weise nicht die Voraussetzungen des Riemannschen Integralkriteriums
(vgl. Proposition 6, p. 326, [Hil]). Die letzte Hoffnung auf Konvergenz
wird durch das alternierende Vorzeichen der trigonometrischen Funk-
tionen genéhrt (man vergleiche das Konvergenzkriterium von Leibniz,
Satz 4.2.4). Dies verdeutlicht nochmals die Subtilitdt der Konvergenz-
frage.

Wegen

sin {%7‘(’} = —sin [k l_ 177} ,
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wird wie folgt aufgespalten:

00 1 Kl+l Ki+21
ZESIH[ } Z—sm [—ﬂ'] — Z —sm{ }
k=Kl k=Kl k=KI+l

Bemerkung. Streng genommen miissen hier die Partialsummen bis
zu einem festen NV € N betrachtet werden. Da die Konvergenz der
Reihe bereits verifiziert wurde, wird auch auf dieses Detail verzichtet.

O.E. sei weiter K gerade, d.h. alle vorkommenden Sinusauswertun-
gen sind nicht-negativ. Die Summe von K bis K[ + [ ist nach oben

abgeschétzt durch
K+l

— Z —sin [—ﬂ} :
Die Summe von K1 + [ bis K l + 2l ist nach unten abgeschétzt durch

(die negative Summe also nach oben durch das Negative von)
K142l K+l

1 1 . {k—l } 1 1. {k }
— —sin T = —— —sin |—-7| .
K+2k:Kl+ll [ K+2k:ml [

Insgesamt erhalt man
00 K+l
1 k 1 k
> genfgr] < 3 gein[ga]
k=Kl k=Kl
1 1 1 1 1
-{—— + — +
K K+2 K+2 K+4 K+4
S
K+l 4
= —Z—sm [—7‘(’}.

k=Kl
Im letzten Schritt beachtet man schliellich, dass (es handelt sich wieder
um eine Riemannsche Zwischensumme)
Kl 4 2 (K+1)m
Z jsin [fr} ~ / sin(z) de = 2.

k=Kl Km
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Dementsprechend ist fiir [ hinreichend grof3 gezeigt (das positive Vor-
zeichen folgt aus analogen Argumenten)

—~ 1 . 1k 3
k=Kl

Dies ist wiederum genau die Behauptung. ]

27.2 Fouriers Integralsatz (absolut integrierbar; Fourier-

Integral; Diracsche Deltafunktion; weifles Rauschen)

Bevor der Kernsatz dieses Kapitels préazisiert werden kann, miissen die
geeigneten Funktionenklassen eingefiihrt werde. Es sei zunéchst an die
Definition 26.2.1, iii), einer auf dem Intervall [a, D] stiickweise glatten
Funktion f erinnert. Ist f nun auf ganz R definiert, so heifit f stiick-
weise glatt, falls die Einschrinkung fi; von f auf jedes abgeschlossene
Intervall I C R stiickweise glatt ist.

Definition 27.2.1

i) Man sagt, eine stiickweise glatte Funktion f: R — R
1st von der Klasse D, falls gilt

/oo\f(t)\dt<oo.

Die Funktion heifst dann auch absolut integrierbar.
it) Die Funktion ist von der Klasse D*, falls zusdtzlich

qgilt

f(z) = %[f(aﬁ) + f(a:_)] fir alle © € R.

Bemerkung. Die Definition der Funktionenklasse D* ist natiirlich mo-
tiviert durch Satz 26.2.1.
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Beispiele.
i) Die Funktion f(z) = e 1*l ist absolut integrierbar.

i1) Die Funktion f(x) = sin(x) ist zwar beliebig glatt, liegt aber nicht
in der Funktionenklasse D, da sie nicht absolut integrierbar ist.

i71) Die in Abbildung 27.7 dargestellte Funktion liegt in der Klasse D,
aber nicht in der Klasse D*.

/()

o——o

V)
Ay

O]

Abbildung 27.7: f € D, f ¢ D*.

iv) Die in Abbildung 27.8 dargestellte Funktion liegt sowohl in der
Klasse D als auch in der Klasse D*.

O.j)
O.(L

Abbildung 27.8: f € D, f € D*.

Bemerkung. Ist f: R — R stiickweise glatt und konvergiert das unei-
gentliche Integral ffooo | f(t)| dt, so konvergiert auch das Fourier-Integral

/_ Z f(t)e ™ dt

fiir jedes © € R absolut. Damit kann sinnvoll definiert werden:
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Definition 27.2.2

Es sei f € D. Dann wird der Funktion f maittels

A

flu) = \/LQTT /OO ft)e ™ dt  fir alle u € R

eine Funktion f R — C zugeordnet. Die Funktion f
heifst die Fourier-Transformuierte von f. Die Zuordnung

F: f— f = FIf] heifit Fourier- Transformation.

Bemerkung. Die Wahl des Vorfaktors 1/4/27 ist lediglich als Normie-
rung gewahlt und variiert in der Literatur.

Nun kann Fouriers Integralsatz prézise formuliert werden, der im
einfiihrenden Paragraphen dieses Kapitels bereits ausfiihrlich plausibel
gemacht wurde.

Satz 27.2.1

Es sei f € D* wund f bezeichne die Fourier-
Transformierte von f. Dann ¢ilt fiir alle x € R

x ZUZL’
)= 75z [ it
wobei das uneigentliche Integral ffooo ... als Cauchyscher

Hauptwert imp_ fi{ ... zuverstehen ist (vgl. Ubungen

zu Kapitel 12.4). Falls ffooo ]f(u)] du konvergiert, so ist
das uneigentliche Integral 1m tiblichen Sinne zu interpre-
tieren.

Bemerkungen.

i) Wie in der Einleitung bereits hervorgehoben, besagt Satz 27.2.1,
dass eine Funktion f € D* aus ihrer kontinuierlichen Spektralzer-
legung rekonstruiert werden kann, die Fourier-Transformation ist
invertierbar.



610 Kapitel 27: Fourier-Transformation

i1) Es kann dquivalent geschrieben werden

f(x) = % /_ Z [ /_ Z f(t)e==t dt] du .

i1i) Es gilt ein Eindeutigkeitssatz, d.h. aus fl = f2 folgt f1 = fo
Beispiele.
i) Es sei f(z) = e /2. Man setzt

o(u) == /_00 e~ Tt — V27 f (1)

und erinnert sich an die Diskussion parameterabhéngiger Integrale,
insbesondere an Satz 12.5.1. Es folgt

00 2 _
¢'(u) = —i/ te"ze M dt .

(.¢]

Eine partielle Integration liefert fiir jedes fixierte R > 0

Bop IR N
te 2e " dt = —e" 2™ — U e ze "M dt,
-R -R —-R

und im Limes R — oo folgt die lineare gewohnliche Differential-
gleichung erster Ordnung

— z'u/ e~z e M dt] = —up(u)

e.¢]

@' (u) = —i

zusammen mit der Anfangsbedingung (vgl. die Diskussion der
Fresnelschen Integrale in Kapitel 23.1)

@(O):/_me_tsdt:\/%.

oo
Dieses Anfangswertproblem hat nach Satz 14.1.1 aber genau eine
Losung, und es ist leicht nachzurechnen, dass die Losung lautet:

u2
o(u) =V2me 2 |
dementsprechend ist nach der Definition von ¢ die Fourier-

Transformierte

~ 1 W2
f(U)ZE%O(U):@ 2 = f(u),

es ist f ein Fixpunkt der Fourier-Transformation.
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i1) Die anschauliche Vorstellung ist, dass beispielsweise dem Kosinus
eine diskrete Frequenz zugeordnet wird (Aber Vorsicht: Der Ko-
sinus kann nicht nach Satz 27.2.1 transformiert werden, warum?
Man vergleiche auch die abschliefende bemerkung dieses Kapi-
tels.), die Funktion e *"/2 wird nach dem vorherigen Beispiel auf
sich selbst transformiert und die extreme Situation “in die ande-
re Richtung” ist ein “scharfes Signal”, dem, wie nun gezeigt wird,
eine Fourier-Transformierte mit konstanter Amplitude zugeordnet
wird, man spricht von weilem Rauschen.

Ein “scharfes Signal” wird représentiert duch die Diracsche Delta-
funktion

oo, falls =0,
dz) =
0, falls z#0,

/_Za(t)dt - 1.

Diese Schreibweise ist in der physikalischen Literatur {iblich,
natiirlich handelt es sich hier nicht um eine Funktion, man spricht
von einer Distribution. Ohne auf weitere Details einzugehen wird
hier fiir 0 < ¢ < 1 die Approximation
€

0 i = ———

(e +12)
betrachtet, wobei zu beachten ist, dass fiir alle € > 0 gilt

> € 1 IANEE

/ 0-(t) dt = — lim — arctan (—)) - 1.

—00 T R—oo € €

Die Behauptung ist nun, dass die Fourier-Transformierte lautet:

. —elu|

) vV 2m —00 7T(82 + t2) \ 2 .
Nach Satz 27.2.1 ist

b.(x) = %27 / ¢5. (u) du

es ist also zu verifizieren (die Fourier-Transformierte ist eindeutig)

c 1/ el el dy . ()

(2 + 2?) o)
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Dazu wird das Integral als ein Integral iiber die positive reelle Ach-
se geschrieben, nach der Definition des Betrags ist (Transformation

von ffoo... auf [[°...)

Y 1 [~ , ,
2_ ezua:e—du\ du = 2_ e U {e—zuz _}_ezua:} du
T J_—0o ™ Jo
1 oo

_ = [e—u(a—l—z’w) _i_e—u(a—ix)} du
2 0

und die Definition des unbestimmten Integrals liefert

. . u=R
1 © 1 e—u(s—i—zm) e—u(s—m)
— el qy = — lim — + ,
27 J_ o 2T R—oo | —(e +ix)  —(e —ix) »
1 [ 1 L+ 1 } B €
- 2nletir  e—izl  w(e2+2?)’

es folgt (#%) und damit (*). Anhand von (x) sieht man schlielich,
dass im Grenzwert ¢ — 0 eine konstante Amplitude entsteht:

A 1
limd.(u) = —— firalle ueR.
e—0 () V2
Es kann als Faustregel festgehalten werden: Einem scharf lokali-
sierten Signal entspricht ein breites Frequenzspektrum, im obigen
Extremfall ein weiles Rauschen.

i11) Formal kann geschrieben werden

Flcos(wz)] = \/g(é(x —w)+i(z+w)).

iv) Fir weitere Beispiele sei auf die Ubungen verwiesen.
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Bemerkungen zur
Laplace-Transformation

28.1 Die Transformation (Heaviside-Funktion; konvergenzer-

zeugender Faktor; exponentielle Ordnung)

Eng verwandt mit der Fourier-Transformation ist die Laplace-
Transformation, die hier nur kurz und exemplarisch vorgestellt werden
soll. Fiir detailliertere Ausfithrungen sei auf die Literatur (z.B. [Bé]
oder weiterfithrende Spezialliteratur verwiesen).

Ausgangspunkt ist die Beobachtung, dass die Funktionenklasse D*,
in der eine Fourier-Transformierte nach Satz 27.2.1 definiert ist, fiir
viele Anwendungen zu eng ist. Beispielsweise ist ein Einschaltvorgang
zum Zeitpunkt x = 0 charakterisiert durch die Heaviside-Funktion

0 fir <0;
0(x) =
1 fir z>0.

Diese Funktion ist nicht absolut integrierbar und liegt damit nicht in
der Funktionenklasse D*. Allgemein werden in diesem Kapitel stets
Funktionen f: R — R mit der Eigenschaft

f(x)=0 fir x <0
betrachtet, m.a.W. Funktionen f: [0,00) — R, die fiir x < 0 durch die

Nullfunktion fortgesetzt werden.
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Die Idee zur Umgehung des obigen Problems ist es nun, einen soge-
nannten konvergenzerzeugenden Faktor

axr

e, a>0 fixiert ,

einzufithren und das Verhalten der Funktion

0 fir <0,
e f(x) fir x>0

fr(x) =

zu studieren. Die Hoffnung ist, dass f* aufgrund der schnell fallenden
Exponentialfunktion (o« > 0, x > 0) absolut integrierbar ist. Ist dies
der Fall, so lautet die Fourier-Transformierte

* _ L = * e—iut
frlu) = m/@f(t) dt

- = / (et () it 1)

Mit der komplexen Notation z = a + tu ergibt sich

A

f* u —ztf

7k

Die rechte Seite wird jetzt nicht mehr als Funktion in u € R aufgefasst,
sondern als Funktion in der komplexen Variablen z, die Schreibweise
ist unter Vernachldssigung des Vorfaktors 1/v/27

F(z) = L[f] = /OOO e (1) dt 2)

Die Funktionenklasse, auf der eine solche Transformation sinnvoll defi-
niert werden kann ist (vgl. den nachfolgenden Satz 28.1.1)
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Definition 28.1.1

Es sei f:]0,00) — R stickweise stetig.

i) Die Funktion f heifit von exponentieller Ordnung
v fiir ein fixiertes v € R, falls es eine Konstante
M > 0 gibt, sodass fiir alle x € R

[f(z)] < Me™ .

it) Die Funktion ist heifit der Klasse £, falls zusdtzlich
fiir alle x € [0,00) (mit der Notation f(07)=0) gilt

1

fl@) = S[f@) + f@)]

Beispiele.

i) Offensichtlich sind alle Polynome fiir alle v > 0 von exponentieller
Ordnung ~.

ii) Die Funktion f: [0,00) — R, f(x) = " fiir ein fixiertes 8 € R,
ist von exponentieller Ordnung -, falls gilt 5 < ~.

ii1) Ersetzt man in den obigen Beispielen den Funktionswert im Null-
punkt durch % f(0), so ist f jeweils von der Klasse &,.

Es gilt:
Satz 28.1.1

Ist f von der Klasse &£,, v € R, so wird dieser Funktion
mittels (2) die Laplace-Transformierte

F(z) = £[f] = / et de

zugeordnet. Die Laplace-Transformierte existiert fiir alle
z € C mit Re z > 7.
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R

Abbildung 28.1: Das Konvergenzgebiet der Laplace-Transformation.

Bemerkungen.

i) An dieser Stelle ist nur wesentlich, dass f von exponentieller
Ordnung ist, die Klasse &, wird erst zur Diskussion der inversen
Laplace-Transformation benotigt.

i1) Das Konvergenzgebiet der Laplace-Transformation einer Funktion
von exponentieller Ordnung ~ ist in Abbildung 28.1 angedeutet.

Beispiel. Es sei f(z) = %, 8 € R fixiert. Dann ist fiir Re z > 3

F(2) :/ e el dt

z—0"

man erkennt deutlich die Bedeutung des Konvergenzgebietes.

Ebenso wie bei der Fourier-Transformation ist es natiirlich essentiell,
dass die Funktion f aus ihrer Laplace-Transformierten zuriickgewonnen
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werden kann. Um das einzusehen sei f von der Klasse £,, v € R, und
wie oben

frle) = e f(x),
a € R, a > v fixiert. Wegen a > vy und f € &, ist leicht nachzurechnen,

dass f* absolut integrierbar ist (Ubung) und die Fourier-Transformierte
von f* wurde bereits in (1) hergeleitet:

A

frlu) = # /OOO e~ CTLE(H) dt = —=F (o + i) .

Satz 27.2.1 liefert

1 Ly
[ (x) 5 Jim » e""F(a+iu) du ,
d.h.
pLet R
f(x) = — lim " F(a+ iu) du
2T R—oo "R
1 B i
= — lim e TR (o 4 ju) du
27T R—o0 R

Vorsicht. An dieser Stelle wird bzgl. der reellen Variablen u integriert,
es handelt sich noch nicht um ein komplexes Wegintegral im Sinne von
Definition 22.3.1. Hier ist die Literatur oft missverstandlich bzw. die
Notation unsauber.

Genauer sei pg: [—R, R] — C der Weg in der komplexen Ebene, der
definiert ist durch die Abbildungsvorschrift

U— o+,

a wie oben fixiert. Dann verbindet ¢ die Punkte o —¢R und o + iR
(parallel zur imagindren Achse) und es gilt per definitionem

R
/ e (2) dz = / T P (o 4 ju)i du
PR -R

und zusammenfassend ist gezeigt

f(z) = L lim / e F(z) dz . (3)

271 R—oo
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Bemerkungen.

i) Mit (3) ist die Umkehrung der Laplace-Transformation bzw. die
inverse Laplace-Transformation gefunden, es handelt sich um das
Gegenstiick zu Satz 27.2.1.

i1) Wie im Fall der Fouriertransformation gilt ein Eindeutigkeitssatz.

i1i) Zur Auswertung und Interpretation von (3) sei an die ausfiihrliche
Diskussion von komplexen Kurvenintegralen in Teil IX, erinnert.
Hier ist insbesondere der Residuensatz sehr hilfreich.

iv) Die inverse Laplace-Transformation ist in der Regel recht kompli-
ziert (und wie gesagt oft mit der Hilfe des Residuensatzes) auszu-

rechnen. In der Praxis entnimmt man sie oft aus Tabellen (siehe
z.B. [HSZ]).

v) Wie eingangs erwidhnt, soll hier nicht weiter auf die Laplace-
Transformation eingegangen werden, fiir Rechenregeln und weitere
Eigenschaften sei auf die Literatur verwiesen. Gleiches gilt fiir An-
wendungen etwa bei der Diskussion von Anfangswertproblemen.
Statt dessen soll in néchsten Teil das systematische Studium von
Anfangswertproblemen begonnen werden.
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Kapitel 29

Der Banachsche Fixpunktsatz,
Nullstellenbestimmung

29.1 Der Banachsche Fixpunktsatz (Newton-Verfahren;
Fixpunkt; Fixpunktiteration; Verfahrensfunktion; vollstindig; Ba-

nachraum; Kontraktion)

Eine typische Anwendung des Banachschen! Fixpunktsatzes ist die
iterative Bestimmung von Nullstellen einer gegebenen Funktion, das
sogenannte Newton-Verfahren. Die wesentliche Folgerung des Banach-
schen Fixpunktsatzes wird aber der Satz von Picard?-Lindelof? zur
Existenz und Eindeutigkeit von Losungen von Anfangswertproblemen
sein.

Doch zunéchst zur Idee des Newton-Verfahrens im einfachsten Fall:
Es sei f: R — R eine Funktion mit einer oder mehreren Nullstellen,
die in der Regel nicht explizit berechnet werden kénnen (bekanntlich
schon bei Polynomen hoheren Grades) und statt dessen mit Hilfe eines
iterativen Verfahrens approximativ bestimmt werden sollen. Die Idee
dazu ist in Abbildung 29.1 skizziert.

Gestartet wird mit einem beliebigen Punkt z; € R (nahe einer
Nullstelle). An den Graphen von f (hier stets als differenzierbar

x
angenommen) legt man im Punkt ! die Tangente (die ja die

f(20)

1S. Banach, 1892-1945; Lwéw.
2E. Picard, 1856-1941; Toulouse, Paris.
3E. Lindelsf, 1870-1946; Helsingfors.
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()

fleo) Lo 5

Abbildung 29.1: Zum Newton Verfahren.

Funktion in erster Ordnung approximiert) und hofft, dass die Nullstelle
der Tangente nadher bei der Nullstelle von f liegt als xy. Die Nullstelle
der Tangente sei z1. Mit dem Punkt x; wiederholt man anschlieSend
das Verfahren .. ..

Die Tangente ist gegeben durch
t(x) = f(zo) + f'(zo)(z — 20) ,

die Nullstelle berechnet sich zu

f (o)

(o)

vorausgesetzt dass f'(zg) # 0. Allgemein lautet die Iteration fiir & € Ny
(falls f’ keine Nullstellen hat)

T = g —

Falls die so gewonnene Folge {z}} konvergiert mit Grenzwert z, so folgt
(vgl. die Diskussion rekursiver Folgen in Kapitel 4)

r= (),
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es ist x ein Fixpunkt der Funktion ®.

Auch allgemein sind Fixpunktiterationen von der Form
Tpe1 = P(zr) . k€N,

mit einer geeigneten Verfahrensfunktion ®. Entscheidend ist dabei die
Frage nach der Konvergenz der Iteration.

Vor einer formalen Behandlung des Problems sei die grundsétzliche
Idee anhand der Abbildungen 29.2 und 29.3 verdeutlicht. Rot einge-
tragen ist jeweils die Winkelhalbierende, die Funktion ® sei jeweils
die blau eingetragene Gerade (P ist in der Regel natiirlich nicht linear).

Gestartet wird mit einem beliebigen Punkt zy. Dazu wird der
Wert @(xy) ermittelt. Lauft man auf der Hohe ®(z) (also parallel
zur z-Achse) bis zur Winkelhalbierenden, so findet man einen Punkt

®(20)

folgt 1 = ®(xy), der erste Iterationsschritt ist auf diese Weise gra-
phisch ausgefiihrt.

. Da dieser Punkt aber auf der Winkelhalbierenden liegt,

Abbildung 29.2: Konvergenz des Verfahrens.
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Abbildung 29.3: Divergenz des Verfahrens.

Im ersten Beispiel ist die Steigung von ® kleiner als die der Winkel-
halbierenden (kleiner als 1) es gilt fiir alle y, z € R

[(y) — @(2)| < cly — 2|

mit einer positiven Kontanten ¢ < 1. Man erkennt, dass x; ndher am
Schnittpunkt x der Winkelhalbierenden und ® liegt als xy, wobei fiir
den Schnittpunkt gilt * = ®(z), der Schnittpunkt ist der gesuchte
Fixpunkt.

Im zweiten Beispiel hingegen gilt fiir alle y, z € R
[@(y) — P(2)] > |y — 2]

und iterativ entfernt man sich immer mehr vom gesuchten Schnitt-
punkt, es gibt keine Hoffnung auf die Konvergenz des Verfahrens.

Nachdem in Kapitel 6.1 der allgemeine Begriff eines Vektorraumes
eingefithrt wurde (vgl. Definition 6.1.1), wurden alle anschlieBenden
Betrachtungen auf den R" reduziert, wobei oft auch allgemeinere Si-
tuationen hétten zugelassen werden konnen. Fiir die Hauptanwendung
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des Banachschen Fixpunktsatzes im néachsten Kapitel ist es an die-
ser Stelle jedoch notwendig, allgemeine Vektorrdume V' zu betrachten
(insbesondere Funktionenrdume), die mit einer Norm || - ||y versehen
sind. Der Begriff “Norm” ist in Definition 6.2.1 bereits fiir beliebige
Vektorrdume eingefiihrt, ein Konvergenzbegriff in V' kann wortlich aus
Kapitel 4 iibertragen werden:

Definition 29.1.1

Es sei V' ein Vektorraum versehen mit einer Norm || - ||y
(V|- ||v) ist ein normierter Raum).

i) Eine Folge {x,} von Elementen ausV heifit konver-
gent, wenn es emn x € V' ¢gibt, sodass gilt: Fiir jedes
e > 0 existiert eine (von € abhdngige) Zahl N(e) € N
mit

|lxn — ||y <e  firalle n > N(e) .

i1) Die Folge heifst Cauchy-Folge, wenn es zu jedem € >
0 ein N(g) € N gibt, sodass gilt:

|z, — zml|lv <€ fiir alle n, m > N(e) .

Bemerkungen.

i) Die Notationen und Bezeichnungen aus Kapitel 4 werden un-
verdndert iibernommen.

i1) Fiir reelle Zahlenfolgen fallen die Begriffe “konvergente Folge” und
“Cauchy-Folge” zusammen (Cauchys Konvergenzkriterium, 4.1.7).
Ein Analogon ist in vielen normierten Rédumen falsch (vgl. nach-
folgendes Beispiel und Definition 29.1.2).

Um iiberhaupt die Konvergenz einer Fixpunktiteration in einem nor-
mierten Raum erwarten zu kénnen, muss dieser einer zusétzlichen Be-
dingung geniigen:
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Definition 29.1.2

Es sei (V.|| - ||lv) ein normierter Raum. Dann heifst V
vollstindig, falls jede Cauchy-Folge in V konvergiert,
d.h. jede Cauchy-Folge aus V' konvergiert gegen einen
Grenzwert, der in V' liegt. Ein vollstindiger normierter
Raum heifit Banachraum.

Beispiel. Man betrachte den Vektorraum C°([a, b]) der stetigen Funk-
tionen f: [a,b] — R (Ubung: Ist dies ein Vektorraum?) versehen mit

der Norm
b
1fllen = [ JNEEL da:]

(Ubung: Ist dies eine Norm auf C°?) Anhand des einfiihrenden
Beispiels #i) aus Kapitel 5.1 wird unmittelbar deutlich, dass dieser
normierte Raum nicht vollstandig sein kann (Ubung!). Es sei ausdriick-
lich betont, dass es sich hier nicht um ein “kiinstlich konstruiertes”
Beispiel handelt: Das Beispiel gehort zu dem Problemkreis, der eine
der wichtigsten und schwierigsten Disziplinen in der Mathematik

2

iiberhaupt erst notwendig macht, die Regularititstheorie fiir Losungen
partieller Differentialgleichungen. Die Existenz von Lésungen kann
ndmlich nicht etwa im Raum der entsprechend oft differenzierbaren
Funktionen gezeigt werden, zunédchst miissen sogenannte schwache
Losungen (verallgemeinerte Losungen) studiert werden (diese sind a
priori in der Regel nicht einmal stetig, obwohl sie in einem gewissen
Sinne eine Differentialgleichung 16sen). Die Kunst ist es dann, die
Eigenschaft “Losung einer bestimmten Differentialgleichung” geschickt
auszunutzen, um evtl. doch Differenzierbarkeitseigenschaften der
Losung beweisen zu koénnen. Dies geht jedoch weit iiber den Rahmen
der Vorlesung hinaus.

Als weiteres Hilfsmittel benttigt man den Begriff der “Lipschitz-
Stetigkeit”, der bereits in Kapitel 10.1 kurz diskutiert wurde. Wegen
seiner fundamentalen Bedeutung in diesem Kapitel soll er hier nochmals
préazisiert werden.
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Definition 29.1.3

Es sei (V.|| -|lv) ein normierter Raum und D C V. Eine
Abbildung ©: D — V' heifst Lipschitz-stetig auf D, falls
es eine Konstante L > 0 gibt, sodass fir alle X, y € D:

[(x) = (y)llv < Lllx—yllv .

FEine Konstante L mit dieser Eigenschaft heifst Lipschitz-
Konstante. Ist ® Lipschitz-stetig mit einer Konstanten
L < 1, so heifit & kontrahierend, man spricht auch von
einer Kontraktion.

Beispiele.

i) Eine typische Lipschitz-stetige Funktion f: R — R ist die Be-
tragsfunktion. Diese ist jedoch keine Kontraktion.

i) Weitere Beispiele wurden bereits in den Ubungen diskutiert.

Als Hauptsatz dieses Paragraphen kann nun formuliert werden:
Satz 29.1.1 (Banachscher Fixpunktsatz)
Es sei (V|| - |lv) ein Banachraum und M C V abge-
schlossen. Weiterhin set ®: M — M eine Kontraktion

mit einer Lipschitz-Konstanten L < 1. Dann existiert
genau ein Fizpunkt z € M von ® in M, d.h. es gilt

P(z) =z

Beweis. Der Beweis ist konstruktiv, d.h. er zeigt gleichzeitg einen Weg
auf, wie die Losung (zumindest approximativ) gefunden werden kann.
Zunéchst wird die Existenz eines Fixpunktes gezeigt, dann die Eindeu-
tigkeit.

FExistenz. Es sei xy € M beliebig und fiir £ € Ny sei

LTha1 - — (I)(ka) .
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Dann gilt nach Voraussetzung fiir alle £ > 1

ey = zallv = 19(2r) = @(zp)llv < Lllax — 2y -

Ist nun n € N und k& > n, so folgt iterativ
[zr1 — 2l < Llzg — 2 llv
< LP||wpoy — zpo|lv
< D" Mgy — T onin|lv
= L, —zpally - (%)

Dies zeigt fiir alle m > n € N (zu beachten ist die Voraussetzung L < 1)

|Zm — 20llv = (T — Zm1) + (@1 — Tin2) + -+ (Tpg1 — 20) ||V
m—1
< > ks — zllv
k=n
m—1
S Hxn - xn—lHV Z Lk_n+1
k=n
o0
S Hxn - xn—l”V Z Ll
=1
L
= EH% — v -

Es wurde aber bereits gezeigt (siehe () mit den entsprechenden Indizes)
2 — zpally < L' oy — 20lly

woraus folgt
n

1—L
Ist schlielich € > 0 fixiert und N = N(¢) hinreichend grof§ gewihlt
mit

[2m — @nllv < lz1 = ollv - (x¢)

LN
1—L

||£L"1 — l‘QHV <€,



Kapitel 29: Der Banachsche Fixpunktsatz, Nullstellenbestimmung 629

so folgt fiir alle n, m > N(¢)
|Tm — xnllv < €,

die Folge ist eine Cauchy-Folge und konvergiert gegen einen Grenzwert
z € V, da V nach Voraussetzung vollstiandig ist. Da M abgeschlossen
ist und xp € M fiir alle & € Ny, gilt auch z € M.

Nachdem die Konvergenz der Folge verifiziert ist, kann jetzt in der
Gleichung

Tpr1 = ()

zur Grenze iibergegangen werden (vgl. die Diskussion rekursiver Folgen
in Kapitel 4.1) und mit der Stetigkeit von ® folgt wie behauptet

z = lim xp1; = lim ®(z;) = P(2) .
k—o00 k—o00
Findeutigkeit. Gdbe es einen weiteren Fixpunkt Z € M, so wiirde gelten
12 = zllv = |2(2) = (2)|lv < L[|z = zllv <[z = =lv ,

es ergibt sich ein Widerspruch und Satz 29.1.1 ist vollstdndig bewiesen.
]
Bemerkungen.

i) Es sei betont, dass die Iteration fiir jeden beliebigen Startwert
konvergiert. Natiirlich hangt aber die Konvergenzgeschwindigkeit
davon ab, wie nahe beim Fixpunkt gestartet wird.

i1) Im Grenzwert m — oo wird aus (xx) fiir alle n € N

LTL
— T, <
R [

|21 — 20|y -

Der Fehler (d.h. der Abstand von x,, zum gesuchten Fixpunkt) im
n-ten Iterationsschritt kann somit explizit abgeschétzt werden.

29.2 Nullstellenbestimmung (Konvergenz des Newton-

Verfahrens; modifiziertes Newton-Verfahren)

Wie zu Beginn dieses Kapitels veranschaulicht, ist die ndherungsweise
Berechnung von Nullstellen eine der Anwendungen des Banachschen
Fixpunktsatzes. Dies ist nicht auf den Fall einer Dimension beschrankt,
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dennoch sei hier der Einfachheit wegen lediglich der Fall einer Funktion
f: I — R betrachtet, wobei I C R ein (verallgemeinertes) Intervall
bezeichne. Gesucht sind die Punkte x € I, fiir die

flz) =0

richtig ist. Ist eine weitere (wie f als differenzierbar angenommene)
Funktion a(z) # 0 fiir jedes x € I, so ist die Bedingung “x ist Nullstelle
von f7 dquivalent dazu, dass x ein Fixpunkt der Abbildung

O(r) = —afx)f(z)

ist. Das bedeutet namlich

a(x) f(x) =0

und da a(z) nicht gleich Null sein soll, ist dies dquivalent zu f(z) = 0.
(beim Newton-Verfahren wird a = 1/f’(x) gewéhlt). Da f differenzier-
bar ist auf I, ist auch die Funktion & differenzierbar auf 7, und nach
dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung (11.2.3) ist ® eine Kon-
traktion, falls eine Konstante 0 < L < 1 existiert, sodass fiir alle x € 1
gilt
[@(z)[ =[1—(af) (@) <L <1. (%)
Auch wenn diese Bedingung auf ganz I erfiillt ist, muss zur Konvergenz
einer Iteration hinreichend nahe bei einer Nullstelle gestartet werden,
d.h. der Funktionswert im Startpunkt sei bereits “recht klein”. Zudem
muss sichergestellt sein, dass die Abbildung ® ein Teilintervall in der
Nahe der gesuchten Nullstelle in sich selbst abbildet, genauer gesagt:
Esseixge I, I D1 =][xg—r xo+7], >0 fixiert, es gelte (x) fiir alle
z € I und es sei weiter
r(1—1L)
‘f($0)| < |(ZL(I0)|

Dann gilt nach der Definition von ®

[®(z0) — ol < [alzo)[f (o)l
und aus () folgt fiir alle z € I
[@(2) — x| < [®(2) — P(xo)| + [P(x0) — o

L|z — zo| + |a(zo)]| f (z0)]
Lz —xo| + (1= L)r <r,

(s4)

IAIA A
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es ist also z € I und <I>| 7 ist eine Abbildung von I in sich selbst. Damit
kann Satz 29.1.1 angewandt werden und zusammenfassend ergibt sich

Satz 29.2.1

Es ser wie oben f: R D I — R eine differenzierbare
Funktion und fir die (ebenfalls differenzierbare) Funkti-
on a: I — R gelte a(z) # 0 fir alle x € I. Weiterhin sei
I =[xg—r,20+7] C I und fir alle x € I gelte mit einer
Konstanten L

1= (af)(z)| <L <1.

Zudem gelte (xx). Dann hat f genau eine Nullstelle z €
I. Fiir beliebiges xy € I wie oben ist diese Nullstelle der
Grenzwert der Iteration
Ti1 = T — a(zg) f(zr) , kK EN,
wobeir die Fehlerabschdtzung
Lk:
1—L

|a(zo)|| f (0)]

|Z—l’k‘ S

richtig 1st.

Bemerkungen.

i) Ist f definiert auf ganz R, so wird die Bedingung () aber evtl. nur
auf einem kleinen Teilintervall richtig sein.

ii) Die Bedingung (xx) stellt sicher, dass die Verfahrensfunktion eine
Abbildung des Intervalls I in sich selbst ist. Sie ist je leichter zu
verifizieren, je ndher bei der Nullstelle gestartet wird.

ii1) Eine ungefiahre Kenntnis der Nullstelle und damit eine geeignete
Wahl des Startwertes erhédlt man, indem man zwei Punkte sucht,
in denen f unterschiedliches Vorzeichen hat. Dazwischen muss eine
Nullstelle liegen (warum?). Durch Intervallhalbierung nihert man
sich weiter der Nullstelle.
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iv) Hat f eine Nullstelle, so konvergiert das Newton-Verfahren
(a(x) = f'(x)~1) stets, vorausgesetzt der Startwert liegt hinrei-
chend nahe bei der Nullstelle (Ubung!).

Beispiele. Beispielrechnungen zum Newton-Verfahren sind als Ubung
auf einer Rechenmaschine zu implementieren. Auch bei einfachen
Beispielen wird man feststellen, dass die rigorose Verifikation der
Voraussetzungen von Satz 29.2.1 in der Regel nicht einfach ist. Ein
weiterer Nachteil des Newton-Verfahrens ist es, dass in jedem Schritt
f'(z)~! bestimmt werden muss, was mit einem grofien Rechenaufwand
verbunden ist.

Als Alternative zum Newton-Verfahren kann man etwa a(z) =
konstant = (f'(z¢))~! wihlen, man spricht vom sogenannten modi-
fizierten Newton-Verfahren. Dieses konvergiert zwar nicht so schnell,
erfordert aber nicht so viel Rechenaufwand und die Voraussetzungen
des Satzes konnen leichter verifiziert werden.

Beispiel. Es sei f(z) = 2242 —2, 20 = 9/10 und I = [z¢ — 7, o + r].
Dabei sollen r und die Kontraktionskonstante L so bestimmt werden,
dass das modifizierte Newton-Verfahren nach Satz 29.2.1 konvergiert.

Es ist

Fonstant 1 1 5
a = konstant = = = — .
f’(l’o) 2x9 + 1 14

Die Kontraktionsbedingung ist

5
1- 22041 <L
i )‘—

& 14 2 1<14L
__x_ JES—
o} )

9 14
o 2( ——)’<—L.
STV A

Auf I muss demnach mit einer Konstanten L < 1 gelten

14
|ZE—SIZO|< L,

= 10
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d.h. die erste Bedingung lautet
14

633

r< —1L.
10
Die Bedingung (xx*) aus Satz 29.2.1 wird zu
29 5 29
——=—<7r(1-1).
10014 280
Alle Vorausseztungen des Satzes sind also erfiillt, falls
29 14
— <r(l-L)<—=L(1-1)
280 10
und falls L < 1. Dies bedeutet, dass L < 1 so gewahlt werden kénnen
muss, dass
20 10 29
——=—<L(1-1).
28014 392 <L )

Dies ist in der Tat aber moglich (z.B. ist die Wahl L = 0.925 zuléssig,
dann wird r = L14/10 gewéhlt), und die Iteration konvergiert nach

Satz 29.2.1 (mit z = 1 als Grenzwert).
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Kapitel 30

Der Satz von Picard-Lindelo6f

30.1 Zwei Beispiele (Nicht-Eindeutigkeit; Nicht-Existenz)

Zur Motivation des Satzes sollen hier zunéchst zwei Beispiele diskutiert
werden.

Beispiel. Betrachtet sei das (skalare) Anfangswertproblem

Yy =Vly@)|, w2 =1.

Die Behauptung ist, dass die Funktionen (a < 0 fixiert)

)

2?/4, falls >0,
Pa(r) = 4 0, falls a <2 <0,

\ —(z —a)?/4, falls x<a,

sowlie

2?/4, falls >0,
U(x) =
0, falls <0,
das Anfangswertproblem l6sen. Mittels einer Probe wird die Behaup-
tung leicht als Ubung verifiziert, wobei zu beachten ist, dass die stiick-
weise definierten Funktionen tatséchlich differenzierbar sind. Die Funk-
tionsgraphen sind in den Abbildungen 30.1 und 30.2 skizziert.

Beobachtung.

i) Es gibt unendlich viele Losungen des Anfangswertproblems.
M.a.W.: Anfangswertprobleme sind i.A. nicht eindeutig l6sbar.

635



636 Kapitel 30: Der Satz von Picard-Lindel6f
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Abbildung 30.1: Eine mogliche Lésung des Anfangswertproblems.

i1) Die Funktion /|y| (als Funktion in der Variablen y) ist nicht
Lipschitz-stetig.

ii1) Die Losungen existieren fiir alle Zeiten.

Beispiel. Betrachtet sei die Differentialgleichung
y' = /@ sin(z)
mit der Losung (Probe!)
ye(x) = —1In(cos(z) + ¢) ,

wobei die Integrationskonstante ¢ durch eine Anfangsbedingung festge-
legt ist.

Beobachtung.

i) Ist y(0) = yo < —1In(2), so ist ¢ > 1, die Losung existiert fiir alle
Zeiten.
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Abbildung 30.2: Eine weitere mogliche Losung des Anfangswertproblems.

i1) Ist y(0) = —1In(2), so lautet die Losung
y(xr) = —In(1 4 cos(z)) ,

die Losung existiert nur im Intervall (—m, ), sie strebt gegen un-
endlich, falls x — =+, sie kann nicht fortgesetzt werden. M.a.W.:
Die Existenz von Losungen zu Anfangswertproblemen kann nicht
ohne Zusatzvoraussetzungen angenommen werden.

30.2 Der Satz (Lipschitz-Bedingung; Picard-Iteration)

In diesem Kapitel wird das folgende Anfangswertproblem fiir ein System
gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung betrachtet:

y =F(z,y@), ylxo)=y".

Dabei ist die gesuchte Funktion y eine Funktion eines reellen Zeitinter-
valls in den RY, es handelt sich also um N Gleichungen.

Erinnerung. Gleichungen hoherer Ordnung konnen auf ein System
erster Ordnung zuriickgefithrt werden (vgl. Kapitel 16). Deshalb sind
Systeme erster Ordnung von besonderem Interesse.
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Satz 30.2.1
Es ser I C R ein Intervall und xy € I. Die Funktion

F: IxRY S RY

set stetig und erfiille eine Lipschitz-Bedingung bzgl. der
zweiten Variablen. D.h.: Es existiert eine Konstante L >
0, sodass fiir alle x € I und fiir alle X(l), X(Q) c RY gilt

1F(2,yV) - Flz,y®@)|| < LilyV - y@ .

Dann gibt es zu jedem Anfangswert X(O) c RY genau eine
stetig differenzierbare Abbildung y: I — RY mit

y'(x) = F(z,y(x)) firalle x €1,
y(zy) = 0)

<

Bemerkung. Es gibt allgemeinere Varianten des Satzes, in denen
die Lipschitzbedingung nicht auf einem kompletten Streifen der Form
S = I x R" gefordert ist. Darauf soll an dieser Stelle jedoch nicht ndher
eingegangen werden.

Beweis. Der Beweis beginnt mit einer

Beobachtung.

i) Falls eine Losung y existiert, so gilt nach dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung

y(x) =y + / ' F(t,y(t) dt .

ii) Betrachtet man die Abbildung ®: C°(I; RY) — C°(I; RY) (® ord-
net also einer stetigen Funktion eine stetige Funktion zu), die de-
finiert ist durch

((f))(z) := X(O) + /I F(t,f(t)) dt firalle z €1
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(die Bildfunktion ist festgelegt, wenn ihr Wert fiir jedes = € I be-
kannt ist), so ist nach 4) ein Fixpunkt dieser Abbildung zu suchen.

Es sei nun ¢ > 0 fixiert und J das Zeitintervall J := [xy — d, 29 + §].
Gezeigt werden soll, dass ® fiir hinreichend kleines ¢ eine Kontraktion
auf dem Banachraum der auf J stetigen Funktionen ist. Die Norm ist
dabei die Supremumsnorm

gl = _ max g

x€[xo—0,x0+

(Die Vollstéandigkeit dieses Raumes ist als Ubung zu beweisen. )

Zum Beweis obiger Behauptung werden beliebige Funktionen f, g €
CO(J;RY) fixiert. In J gilt fiir alle 2 > g (x < z¢ analog, Vorzeichen
beachten)

@()e) — (@@ = [ (P,

woraus unmittelbar die Abschétzung

I@@) (@) ~ @@ < [ (Feg0) - 1) at|

folgt. Da F' nach Voraussetzung eine Lipschitz-Bedingung bzgl. der
zweiten Variable erfiillt, ist gezeigt

To+9
(@)@ - @E)@] < [ Llg- gl a

o .1‘05
= 20L[lg — £l -

Dies ist fiir alle x € J richtig und auf der linken Seite kann zum Supre-
mum iibergegangen werden mit dem Resultat

|P(g) — ()| < 20L[[g — £l -

Ist 6 hinreichend klein, so liefert der Banachsche Fixpunktsatz die ein-
deutige Losung des Anfangswertproblems auf J. Stiickweise wird der
Satz anschlieend auf ganz I bewiesen. ]
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Bemerkungen.

i) Die Beweiskonstruktion nennt man auch die Methode der suk-
zessiven Approximation oder Picard-Iteration. Die Methode fiihrt
konstruktiv auf Naherungslosungen.

it) Die Iteration wird in der Regel mit der Funktion y (z) = y©
gestartet.

Beispiel. Es werde das Anfangswertproblem
y=z+y, y0)=1,
auf dem Streifen
S:{(:U,y):—lgatgl, yER}
betrachtet. Klarerweise erfiillt die rechte Seite der Differentialgleichung
Fz,y) =z +y

die im Satz verlangte Lipschitz-Bedingung. Die Picard-Iteration sieht
wie folgt aus:

yo(ﬂf) =1,
€z .fl]'2
y(r) = 1+/(t+1)dt = l+o+,
0
ya(z) = 1+/ (t+1+t+t3/2)dt = 1+x+aj2+§,
0 !
! ZE3 $4
ys(z) = 1+/ (t+1+t+2+£2/3)dt = 1+:Jc+a:2+§+Z
0 :

yi(z) = 1+/ (t+ 1+t + 2423 +11/4)) dt
0

3 5194 335

X
- 1 24 4 2
ot e+ oot

Induktiv kann leicht gezeigt werden:
Yn(2) == y(z) = 2" —x — 1

und mit Hilfe einer Probe verifiziert man, dass es sich tatsidchlich um
eine Losung des Anfangswertproblems handelt.



Kapitel 31

Einige einfache
Differentialgleichungen

31.1 Geometrische Interpretation (Richtungsfeld; Lini-

enelement; Isokline)

In diesem Abschnitt soll anhand eines einfachen Beispiels auf die geo-
metrische Deutung von gewohnlichen Differentialgleichungen bzw. An-
fangswertproblemen eingegangen werden. Es sei also

Y = Flx,y(z))

und F: R? D U — R. Die angesprochene geometrische Deutung erfolgt
iiber das Richtungsfeld einer Differentialgleichung: Jedem Punkt
(x,2) € U wird durch die rechte Seite F' der Differentialgleichung eine
Tangentenrichtung zugeordnet. Ist y(z) eine Losung der Differential-
gleichung, so muss die Kurve (z, y(z)) in jedem Punkt in die zugehorige
Tangentenrichtung zeigen, Losungen der Differentialgleichung folgen
in diesem Sinne dem Richtungsfeld.

Als Skizze tragt man in jedem Punkt (z,z) € U eine kleine Strecke
mit der Steigung F(z,z) ein (ein Linienelement). Zu diesem Zweck
werden in der Regel zunéchst die Isoklinen bestimmt, das sind Kurven
auf denen die Linienelemente gleiche Steigung haben.

Beispiel. Betrachtet werde die Differentialgleichung

y=y+uz,

641
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die rechte Seite der Differentialgleichung ist hier F'(z,z) = z + . Die
Isoklinen sind gegeben durch (k € R)

F(z,2)=z42z=k, dh z=k—=z.

Das Richtungsfeld ist in Abbildung 31.1 angedeutet, ebenso die Losun-
gen, die sich dem Richtungsfeld anpassen. Die Isokline z = —1 — x ist
gleichzeitig Losung. Weitere Details werden in den Ubungen diskutiert.

z

x
k=2
k=1
k=0

k=-2 k=-1

Abbildung 31.1: Das Richtungsfeld der Differentialgleichung.

31.2 Spezielle Typen von Differentialgleichungen

(Trennung der Variablen)

Explizite Losungen von gewdhnlichen Differentialgleichungen kénnen
gefunden werden, falls die Gleichung (die rechte Seite) eine geeignete
Struktur hat. In diesem Paragraphen werden vier einfache Typen von
Differentialgleichungen vorgestellt, wobei stets der skalare Fall (N =
1) betrachtet wird. Alle auftretenden Funktionen seien im Folgenden
zumindest stetig und, falls erforderlich, stetig differenzierbar.

Typ 1. Die einfachsten Differentialgleichungen sind vom Typ
y = F(x),
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d.h. die rechte Seite hangt nicht von der gesuchten Losung ab. Nach dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung sind die Lésungen von
der Form

y(xr) = / F(t) dt + konst. |

0

eine Anfangsbedingung y(xo) =y liefert

yzy(0)+/ f(t)dt .

Typ 2. Sehr hilfreich ist eine Produktstruktur der Differentialgleichung:
y'(z) = f(z)g(y) .

wobei die Funktion f auf einem Intervall I = (a,b) gegeben sei, g auf
J = (¢,d). Es gelte g(y) # 0 fiir alle y € J. Dann ist eine Trennung der
Variablen moglich: Aus

Y
9(y) @)
wird formal abgeleitet
dy
—— = f(z) dx
9(y) @)

Integration ergibt

/@dy:/f(x)dx.

Ist ¥ eine Stammfunktion von é und ist ® eine Stammfunktion von f,
so sind Losungen in impliziter Form gegeben durch

U(y)=d(x)+c, ceR. (%)

Es ist weiter nach Voraussetzung

i‘If(y) = ﬁ

0
dy # Y

woraus die Existenz einer Umkehrfunktion ¥~! von ¥ folgt, d.h.
y(z) = 0 H(D(z) + )

ist Losung.
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Frage: Ist obiges heuristisches Vorgehen gerechtfertigt,
d.h. 16st eine Funktion y(x) mit (%) tatsdchlich die Diffe-

rentialgleichung?
Es gilt: ’ ;

@‘I’(y(@) = g—x[q)(j") + 017

4w , —f(x)

= d—y(y(w))y (x)
also 1
g(y(x))y’(fv) = f(z)

und damit

y'(x) = f(2)g(y()) ,

die heuristische Vorgehensweise war somit berechtigt.

Beispiel. Es sei I = R und
y' =y,

in obiger Notation ist f(z) =z und g(y) = v.
i) Die Funktion y = 0 16st klarerweise die Gleichung.

i1) Ist y # 0, d.h. 0 ¢ J, so folgt
1
/—dy:/a}dx,
Y

implizit ist y gegeben durch
2

X
11’1(|y‘) = ? +c )

in diesem Fall kann explizit aufgelost werden (hier fiir y > 0)
y(z) = Ke*?, KeR.

y(z) = "% baw.

Typ 3. Ist mit reellen Konstanten a, b # 0, ¢
y = h(az + by +c) ,
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so betrachtet man die Transformation
u(x) = ax + by(z) +c.

Es folgt (die zweite Gleichheit ergibt sich aus der Differentialgleichung
und der Definition von u)

u'(z) =a+by'(x) = a+ bh(u) .

Diese Gleichung ist aber vom Typ 2 (g(u) = a+bh(u), f(x) =1, d'(z) =
f(x)g(u)) und kann im Prinzip gelost werden, eine Riicktransformation
liefert .

Beispiel. Es sei

y =X u=2x+3y.

Zu l6sen ist zunéchst die Gleichung
W =2+ 3e",

eine Trennung der Variablen liefert

1
/ du:/dx.
2+ 3ev

drl 1 1
e R u]:
du[Zu (2 +3eh)| = o=

Anhand von

erkennt man

1 1

Die Definition von u liefert
21 + 3y — In(2 + 3e*T) = 2 + 2K |
die Losungen sind in impliziter Form gegeben durch

3y —In(2+3e*t)=¢c, ceR.

Typ 5. Fiir x # 0 gelte
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Hier ist die Transformation

zu betrachten, sie fithrt auf

vy V@) _vla) () —u

Diese Differentialgleichung ist aber wieder vom Typ 2, ist u Losung, so
ist y(z) = zu(x) Losung der urspriinglichen Gleichung.
Beispiel. Fiir £ > 0 sei

2 2 2
i i
y tayty Y v
h T

12

In obiger Notation ist i(z) = 1 + z + 2? und die Differentialgleichung

in u lautet . )
oo\ Ltu
u (l’) — T )

eine Trennung der Variablen liefert

1 1
/ du:/—daz,
1+ u? x

die anschlieffende Integration fiihrt auf

arctan(u) = In(|z|) +c¢, c€R,
und schliellich:

y(r) =ttan(In(|z|) +¢), ceR.



Kapitel 32

Numerische Methoden

32.1 Einfﬁhrung (stetige Abhingigkeit der Lésung von den Daten;

Einschrittverfahren; Mehrschrittverfahren)

Die meisten Anfangswertprobleme lassen sich nicht explizit 16sen und
man bedient sich numerischer Methoden, um zumindest eine Né&he-
rungslosung zu finden. Damit diese iiberhaupt funktionieren kénnen,
muss eine Losung existieren und diese muss eindeutig sein. Dies kann
etwa mit Hilfe des Satzes von Picard-Lindelof iberpriift werden. Ebenso
muss aber auch garantiert sein, dass “kleine” Anderungen in den Einga-
bedaten (die auf einer Rechenmaschine nicht exakt dargestellt werden
konnen) nur “kleine” Anderungen in der Losung produzieren. Dazu sei
ohne Beweis der folgende Satz vorausgeschickt:

Satz 32.1.1 (stetige Abhdngigkeit von den Daten)

Es sei ) # Q C [a,b] x RY offen, F, G € C°(Q;RY),
(a,1uy), (a,vo) € Q. Die Funktion F erfille auf ganz
() eine (globale) Lipschitz-Bedingung (bzgl. der zweiten
Variablen) mit einer Konstanten L. Weiter gelte fir ein
0 >0

sup [|F@,y) - Gla,y)ll < 8

(z,y)€Q
und u € Cl(la,b];RY) sei (in Q) eine Lisung des An-
fangswertproblems

647
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y = F(z,y(r)), yla)=u,.

Das Anfangswertproblem

y =G(z,yx), yla) =y,

habe eine Lisung v € Cl([a,b];R"™). Dann gilt fiir alle
x € |a,b]

r—a 5 r—a
o) ~¥(@)| < g~ wolle"" ™ + 7 (7 ~1) .

Nachdem die Voraussetzungen fiir die Existenz, die Eindeutigkeit
und die stetige Abhéngigkeit von den Daten iiberpriift sind, kann nun
das Anfangswertproblem

y =F,y®), y@)=y,,

numerisch untersucht werden. Es sei daran erinnert, dass das Anfangs-
wertproblem dquivalent ist zur Integralgleichung

ye) =y + [ Fley() a
o
ist. Es sei im Folgenden I = [zg,b] C R ein Intervall, auf dem eine
Losung (wie oben) existiert. In diesem Intervall werden dquidistante
Stiitzstellen

h—
ri=x0+1th, h= xo, 1=1,....n.
n

betrachtet. Bezeichnet ¢ die exakte Losung des Anfangswertproblems,
so wird versucht, mit Hilfe der Integralgleichung Ndherungen y.=Y (x;)
fiir ¢(z;) zu finden, beispielsweise:

zo+h
y(z1) =10+/ F(t,o(t)) dt .

Dabei steht natiirlich noch die unbekannte exakte Losung im Integran-
den auf der rechten Seite, diese wird deshalb numerisch behandelt.
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Die numerischen Verfahren unterscheiden sich dadurch, wie dies ge-
schieht:

i) Einschrittverfahren: Der approximative Wert Yii berechnet sich
nur aus dem vorausgehenden Wert .

i1) Mehrschrittverfahren: Zur Berechnung von Y., werden weitere
Werte herangezogen (z.B. Y. oo ¥, 1S k <1i).

32.2 Das Polygonzugverfahren von Euler (konsistentes

Verfahren; Ordnung eines Einschrittverfahrens)

Zur Vereinfachung sei in den folgenden Paragrahen stets o.E. N =
1, d.h. es wird jeweils nur eine Gleichung erster Ordnung betrachtet
(das macht insbesondere die Taylor-Entwicklungen iibersichtlicher). Es
bezeichne ¢: [y, b] — R" die Losung des Anfangswertproblems

o' = F(z,0(x), @(xo) = o

Idee. Fiir kleine Schrittweiten h gilt ndherungsweise

%(w(as +h) = o(2) = ¢(2) = Flz,0(x))

d.h.
p(r+h) = p(x) + hE(z,0()) .

Fiir fixiertes n € N setzt man x; := zg+ih, h=(b—x9)/n, i =1, ...,
n, und die obige Idee motiviert die Rekursionsformel

Yo = SO(:UO)v Yi+1 = y2+hF(xl7yl)7 7’:07 ceey n—1. (1)
Weitere Idee. In Verallgemeinerung von (1) kann die Iterationsvor-
schrift

Yo ‘= 90('%0) ) Yi+1 = Y;i + hq)('rhylv h) ) 1= 07 ceey L. (2)

betrachtet werden, wobei ® so gewéhlt werden kann soll, dass ein
“besseres” Verfahren entsteht.
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Zur weiteren Analyse dieser Idee sei nun ¢ die Losung des Anfangs-
wertproblems
Z=Ftz2t), z2z)=y.
Bemerkung. Die Notation ist motiviert durch die folgende Situation:
Ist im k™" Schritt zum Zeitpunkt z eine Niherung y fiir p(z) gefunden,
so soll untersucht werden, wie gut lokal zu diesen Daten die Rekursion
mit der Differentialgleichung {ibereinstimmt.

Es sei weiter

%(gp(w +h) —p(x)), falls h#0,
Az, y,h) =

F(z,y), falls h=0,

A(z,y,h) ist somit der Differenzenquotient der exakten Losung. Fir
die Funktion ® gilt nach (2)

(I)(xiayh h) = w 3

es handelt sich um den Differenzenquotienten der Ndaherungslosung zur
Schrittweite h. Ein Maf§ fiir den lokalen Fehler ist die Grofie

T(z,y,h) = Alz,y,h) — ®(x,y,h) ,

7 heift lokaler Diskretisierungsfehler des durch ® geméf (2) definierten
Verfahrens. Die Erwartung an ein “verniinftiges” Verfahren ist natiirlich

;llig(l) T(z,y,h) =0 (3)
und wegen
lim A(w,y, h) = F(z,y)
ist (3) dquivalent zu
lim ®(z,y,h) = F(x,y) . (4)

h—0
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Definition 32.2.1

Die Funktion ® bzw. das gemdfs (2) durch ® definierte
Verfahren heifit konsistent, falls (4) gilt. Das Verfahren
st von der Ordnung p, falls

7(@,y,h) = O(h") .

Bemerkungen.
i) Es sei an die Definition 13.2.1 der Landauschen Symbole erinnert.

i1) Der Begriff “konsistent” sagt noch nichts iiber die Konvergenz des
Verfahrens aus.

ii1) Das Euler-Verfahren ist trivialerweise konsistent, da in diesem Fall

O(x,y,h) = F(x,y) .

Zur Berechnung der Ordnung des Euler-Verfahrens sei wieder ¢ die
exakte Losung des Anfangswertproblems

=F(t,z(t), =zx)=vy.

Ist die rechte Seite F' der Differentialgleichung hinreichend glatt, so gilt
das auch fiir die Losung ¢ und eine Taylor-Entwicklung ergibt fiir ein
g€ (0,1)

oz +h) = ng h’“+ hp<>(x+eh).

An dieser Stelle wird die Information ausgenutzt, dass ¢ Losung der Dif-
ferentialgleichung ist (die Indizes bezeichnen die partiellen Ableitungen
nach der entsprechenden Variablen):

Fa) = S Pl o)
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und analog konnen hohere Ableitungen ausgedriickt werden, etwa

0" (x) = Fu(w,0(x)) + 2Fpy (2, 0(2)) F (2, 0(7))
+F,,(x, o(2))F*(z, p(x)) + Fy(z, p(x))Fp(z, ¢(z))
+E(x,0(2) F(z, 0(2)) -

Mit der Notation y = ¢(x) ergibt sich

h =
Alw,y,h) = @(@) + 5" (@) -+ = PP (x + 0h)

h
= F(o,y) + 5 (Fu(w,y) + Fy(z,y) F(x,9)) + O(K) . (5)
Im Spezialfall des Euler-Verfahrens ist
T(z,y,h) = Alz,y,h) — F(x,y) = O(h) ,

das Euler-Verfahren ist von der Ordnung 1.
Bemerkung. Im vektoriellen Fall N > 1 gelten zu (5) analoge Formeln.

Die Gleichung (5) zeigt eine mogliche andere Wahl von @, nédmlich

B(r,y.h) = Fla,y) + 2 (Fula,0) + Fy(e.)Fl,))

mit dieser Wahl ist
T(z,y,h) = Az, y,h) — P(z,y,h) = O(hz) ,

d.h. mit diesem ® in der Rekursion (2) erhdlt man ein Verfahren der
Ordnung 2. Der Nachteil ist jedoch, dass in jedem Schritt nicht nur
F sondern auch die partiellen Ableitungen von F' ausgewertet werden
miissen. Deshalb werden in den néchsten Paragraphen geeignetere Ver-
fahren hoherer Ordnung vorgestellt.

32.3 Das Verfahren von Heun
Beim Verfahren von Heun wird mit dem Ansatz

®(z,y,h) = a1 F(2,y) + axF (v + p1h,y + p2hF(z,9)) (1)
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gestartet. Dabei sollen die reellen Koeffizienten ai, as, p; und ps so
bestimmt werden, dass die Ordnung des Verfahrens maximal wird.
Betrachtet man die Funktion h — ®(x,y,h), so liefert eine Taylor-
Entwicklung

d
d(z,y,h) = <1>(96,y70)+h@|hzo¢(l‘,y,h)+0(h2)

= (a1 + a9)F(x,y) + ach(p1 Fy(x,y) + p2Fy(x,y) F (2, y))
+O(h?) .

Ein Vergleich mit (5), 32.2, zeigt:
m(z,y,h) = Az, y,h) — ®(x,y,h) = O(h?) ,

falls gilt

1 1

ar+ay =1, IgPr =55 P2 =5 - (2)

M.a.W.: Gilt (2), so liefert ® ein Verfahren zweiter Ordnung. Zu be-
achten ist, dass (2) aus drei nichtlinearen Gleichungen besteht, eine
mogliche Losung ist

1

a =a3 =5, pr=p2=1.

Damit wird der Ansatz (1) zu

O(x,y,h) = %[F(:c,y) +F(m+h,y+hF(:c,y))} (3)

und zusammen mit (2), (32.2), liefert (3) die Rekursionsvorschrift (nach
Heun =~ 1900)

Beobachtung. Im Hinblick auf den Rechenaufwand des Verfahrens ist
es wesentlich zu beobachten, dass nach (4) in jedem Schritt die Funktion
F' an zwei verschiedenen Stellen auszuwerten ist. Beim Euler-Verfahren
war die rechte Seite F' der Differentialgleichung in jedem Schritt nur an
einer Stelle auszuwerten.



654 Kapitel 32: Numerische Methoden
32.4 Das modifizierte Euler-Verfahren

Das modifizierte Euler-Verfahren geht auf Collatz (1960) zuriick und
basiert auf der Beobachtung, dass die Wahl

1

ar =0, a=1, PL=p2=3

eine weitere Losung des Gleichungssytems (2), 32.3, liefert. Einsetzen
in (1), 32.3 liefert

h h
(I)(Hf,y, h) — F(JZ—|— =Y+ —F(.’L’,y))

2 2
und als Rekursionsvorschrift
h h
Yi+1 = Yi + hF(l’z‘ + 50 Yi + §F(xi7yi)) : (1)

Beobachtung. Auch in (1) ist zu beobachten, dass pro Schritt zwei
Auswertungen der rechten Seite F' der Differentialgleichung notig sind.

32.5 Runge-Kutta—Verfahren (mehrstufiges Einschrittverfah-

ren)

Alle bisher vorgestellten Verfahren gehoren zur Klasse der Runge-
Kutta-Verfahren (1895), bei der in Verallgemeinerung von (1), 32.3,
der Ansatz

(I)(xayv h) = Z’Vzkl(m7ya h) (1)

gemacht wird. Dabei sind die ~; reelle Koeffizienten, die k;(z,y, h) sind
Funktionen mit Werten im RY (wieder 0.E. N = 1) und m € N ist
fixiert. Der Ansatz fiir die k; lautet

ki(z,y,h) = Flz,y),
k?(xayvh) — F(x—i_O@h)y—i_hﬁ?lkl(xayvh))7

m—1

km(x,y,h) = F(ac + aph,y+h Z Bmiki(z,y, h)) . (2)

=1
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Idee. Man versuche wie oben mit Taylor-Entwicklungen (jetzt hoherer
Ordnung, vgl. (5), 32.2) die Koeffizienten

Vs ooy Yimy Q25 ooy Qo Bi, 2< 1< m, 1 <l <1,
so zu bestimmen, dass das Verfahren eine moglichst hohe Konsistenz-

ordnung p bekommt.

Mit der Stetigkeit von F' kann man induktiv zeigen

und zusammen mit (1) folgt

lim ®(z, y, h) (sc,y);’y

also als notwendige Bedingung

Satz 32.5.1

Das nach (1) und (2) gegebene m-stufige Einschrittver-
fahren st konsistent, falls

M+t -+ m=1.

Die Koeffizienten von Runge-Kutta-Verfahren werden in der Regel
schematisch festgehalten (vgl. Tabelle 32.1)

Spezialfille.

i) Ist m = 1, so reduziert sich (1) auf

O(x,y,h) =nF(z,y)

und nach Satz 32.5.1 ist 73 = 1 zu wéhlen, es handelt sich um das
Euler-Verfahren.

i1) Ist m = 2, so fithrt die Suche nach Verfahren méglichst hoher Ord-
nung wieder auf die Bestimmungsgleichungen (2) mit der Notation
a; =%, t =1, 2, p1 = s, ps = [($21. Das Verfahren von Heun wird
durch das Koeffizientenschema aus Tabelle 32.2 beschrieben, das
modifizierte Euler-Verfahren durch das Schema aus Tabelle 32.3
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Tabelle 32.1: Koeffizientenschema eines Runge-Kutta-Verfahrens.

1)1

1/2 1/2

Tabelle 32.2: Koeffizientenschema des Verfahrens von Heun.

1/2 | 1/2

Tabelle 32.3: Koeffizientenschema des modifizierten Euler-Verfahrens.
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ag =1/2| By =1/2

ag =1 531:—1 Pga = 2

Nn=1/6 7 =2/3 7 =1/6

Tabelle 32.4: Koeffizientenschema der einfachen Kutta-Regel.

iti) m = 3: Einfache Kutta-Regel. Taylor-Entwicklungen von
A(z,y, h) und ®(z,y, h) liefern ein Verfahren der Ordnung 3, falls
ein System von 7 nichtlinearen Gleichungen fiir die Koeffizienten
erfiillt ist. Ein Losungsansatz ist etwa

Wieder ist durch 2?21 ~v; = 1 die achte Gleichung gegeben. Das
Iterationsschema zur einfachen Kutta-Regel lautet:

h
Yir1r = Yi+ = [f(%‘,yi) + 4ka(xi, yi, h) + ks(z4, yi, h)} :

6
by h) = f(r+5y+ai@)
k(. h) = f(x+ byt nl2f (o4 byt D) — 1))

Die Ordnung des Verfahrens ist 3 und pro Schritt sind 3 Aus-
wertungen der rechten Seite der Differentialgleichung erforderlich
(deshalb spricht man auch von der “(3,3)”-Regel).

iv) Fiir m = 4 existieren 4-stufige Verfahren der Ordnung 4:

e klassisches Runge-Kutta Verfahren;
e Gills-Formel;

e 3/8-Regel;

e Kuntzmann-Verfahren;

e England-Verfahren.
Bemerkungen.

i) Verfahren fiinfter ordnung lassen sich nicht durch m = 5-stufige
Verfahren realisieren, die Ordnung 5 ist bei 6-stufigen Verfahren
optimal.
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123456789

Stufe des Verfahrens

Bestmogliche Ordnung |1 2 3 4 4 5 6 6 7

Tabelle 32.5: Verfahren bis zur Stufe 9.

i1) Ein Verfahren hoher Ordnung erfordert eine grofie Stufenzahl. Ei-
ne stark anwachsende Zahl nichtlinearer Gleichungen zur Bestim-
mung der Koeffizienten ist zu l6sen. In der Literatur sind Verfahren
bis zur Stufe 9 dokumentiert (vgl. Tabelle 32.5).

32.6 Konvergenz von Einschrittverfahren (globaler

Diskretisierungsfehler; Verfahrensfehler)

Schliefllich ist eine globale Fehlerabschéatzung herzuleiten, d.h. es geht
um die entscheidende Frage, mit welchem Fehler das Endresultat
tatsdachlich behaftet ist. Dazu wird zur Vereinfachung der skalare Fall
N =1 betrachtet, das Anfangswertproblem lautet

y/ - f(x7y) ) y(xO) =Y,

wobei die Funktion f: [a,b] xR — R stetig und Lipschitz-stetig bzgl. der
zweiten Variablen sei. Es sei weiter xy € [a, b], ¢(x) bezeichne die exakte
Losung des Anfangswertproblems und man setzt (n € N)

T — X9 . .
h, = , xi=x9+1ih,, 1=0,1,...,n.
n

Das Verfahren
yi+1:yi+hnq)(xiayiahn)a 7’:07 17 sy TL—l, (1)
liefert den Wert
Yn = y(xv hn)

als Naherung fiir den gesuchten Wert ¢(x). Die Giite der Néherung ist
durch den globalen Diskretisierungsfehler

E(z,hy) = y(x, hn) — ()
quantifiziert. Das Einschrittverfahren heif3t konvergent, falls

lim E(x,h,) =0.

n—oo
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Zur Bestimmung des globalen Diskretisierungsfehlers sei hier ohne Be-
weis der folgende Satz angegeben:

Satz 32.6.1

Betrachtet set obiges Anfangswertproblem mit der exak-
ten (eindeutigen) Losung p. Es sei ®: G — R stetig,

G :={(z,y,h): a<z<b, |y—p()] <y, |kl <he}

mit Konstanten v, hg > 0. O sei Lipschitz-stetig auf G
bzgl. y mit einer Konstanten L. Fiir den lokalen Diskre-
tisierungsfehler T(x,p(x), h) des Verfahrens (1) gelte

7(z, o(x), h)| = |Az, o(z), h) — O(z, (), h)] < MAP

fiir etnp > 0, M > 0. Fiir den globalen Diskretisierungs-
fehler folgt: Es gibt ein h > 0, sodass fiir alle x € |a, b]
und fir alle n € N mat

<h

‘hn’ :’

T — 33’()‘
n
qilt:
M
Bz, ha)| < ol [eHoool —1] 2)

Fiir v = oo ist h = hy.

Bemerkungen.

i) Zum Beweis benétigt man Satz 777 (stetige Abhéngigkeit von den
Daten).

i1) Zu gegebenen r und £ > 0 kann mit (2) die Schrittweite h so
bestimmt werden, dass |E(x,h)| < e.

ii1) Das Problem ist: Zuvor miissen M und L bestimmt bzw. ab-
geschéatzt werden. Das kann in konkreten Féllen schwierig sein.
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Beim Euler-Verfahren ist ®(z,y, h) = f(x,y), also (falls f partiell
stetig nach y differenzierbar ist)

L[5 = 15,

In Abschnitt 77?7 wurde weiter gezeigt: p = 1 und

Y

M 2 o] ol o)) + fy o, o)) £, ()

d.h. die Daten koénnen noch relativ einfach abgeschétzt werden.
Beim klassischen Runge-Kutta Verfahren hingegen sind schon Ab-
leitungen bis zur Ordnung 4 zu untersuchen.

Nach der letzten Bemerkung ist aus (2) eine “praktikalere”
Abschétzung abzuleiten. Dazu werden asymptotische Entwicklungen
der Form

y(x,h) = ¢(z) + Terme in Potenzen von h

bendtigt:
Satz 32.6.2

Es sei f € C"2([a,b] x R;R) und y(z,h) die durch ein
Einschrittverfahren der Ordnung p < k gelieferte Ndihe-
rung fir die exakte Losung ¢ des Anfangswertproblems.
Dann gilt

y(z,h) = @)+ ey(x)h? + epri(z)APT + - + ep(z)RF
+ B (z, h)RF

mit ey(zg) = 0, h € H, = {(v —x09)/n : n € N},
x € [a,b]. Die Funktionen e; sind unabhdngig von h und
fiir alle x € |a,b] gilt

sup |Eri1(z, h)| < oo .
heH,
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Als Konsequenz aus Satz 32.6.2 folgt
E(z,h) = y(a,h) — p(z) = ey(x) A" + O(h") (3)

und (3) soll nun weiter ausgenutzt werden.
Idee. Zusitzlich zu y(z, h) berechnet man y(x,h/2).

Ersetzt man in (3) h durch h/2, so ergibt sich
E(x,h/2) = e,(x)hP277 + O((h/2)P™) | (4)
wird (4) von (3) abgezogen, so gelangt man zu
Y@ h) — gz, hj2) = E(w,h)— E(z,h/2)
= e)(2) (g)p(zp — 1)+ Ot .
Eingesetzt in (4) ergibt sich schliefflich

z,h) —y(z,h/2)

2r — 1
Beispielsweise liefert (5) fiir obiges Runge-Kutta Verfahren der Ordnung
4 die Fehlerabschiatzung

E(r.hj2) = U L O (5)

B, h/2) = <= [y(e.h) — (e, h/2)] + O(A?)

Neben der Frage zur Kontrolle des Diskretisierungsfehlers stellt sich
die Frage nach der

Kontrolle des Rundungsfehlers?

Zur Beantwortung dieser Frage bezeichnen y; die exakten Werte, y;
die tatséchlich berechneten, mit Rundungsfehlern behafteten Werte. es
folgt

Jo = Yo+eo (Startwert),
Uiv1 = Ui+ h®(x;,9:,h) + €01 (Rekursion) ,

wobei stets die Annahme |g;| < €, ¢ > 0 fixiert, getroffen sei, d.h. in
jedem Schritt seien die Rundungsfehler durch € kontrolliert. Setzt man

ri =1z, h) =0 —yi,
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so gilt

rivil = [Gi+1 — Yisa]
= |G+ h®(z, i, h) + i1 — yi — h®(xi,yi, b))
< leiyr| + |l + [Bl|®(zi, iy h) — P23, 93, b))
< rl(L+[A[L) + [eisa] -

Dabei wurde in der letzten Ungleichung die Lipschitz-Bedingung fiir ®
ausgenutzt. Mit der Idealisierung ry = 0, einem Induktionsbeweis und
der Ungleichung 1 + ¢t < e! ergibt sich

riva| < e (L4 L|A])
=0

(1+ LA —1

L|n|
e LI _ 1
<
ML

Ist wie tiblich h = (x — x¢)/n, € [a,b], n € N gegeben, so folgt fiir
r(xz,h) =71y,
el nL|h
r(z h)| < S [eM—1]
el Llx—z¢

Der Verfahrensfehler
V(x,h):= E(x,h)+r(z,h),

also die Summe aus Diskretisierungsfehler und Rundungsfehler, ist da-
mit (und mit Satz 32.6.1) abgeschétzt durch:

Satz 32.6.3 Mit den obigen Bezeichnungen gilt fir alle © € [a,b], fir
h, € H, mit |h,| < h

Ljz—zo| _ 1
L

Vel < [MIAP -+ 0]
Bemerkung. Die Abschitzung ist zwar recht grob, legt aber nahe:
Bei Einschrittverfahren ist die Schrittweite nicht zu klein zu wéhlen,
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h 1072 1073 1074 107°

V(0,h) | —0.276 - 1074 —0.229-10"7 —0.478-10"% —0.227-107°
Tabelle 32.6: Zum Verfahrensfehler eines Einschrittverfahrens.

da sonst der Rundungsfehler iiberwiegen kann.

Beispiel. Die exakte Losung des Anfangswertproblems

1
' — —200x1> 1) = —
lautet
(1) = —
A = T 10022

Der mit dem Runge-Kutta Verfahren (12-stellig) berechnete Néhe-
rungswert y(0, h) fir ¢(0) = 1 ist in Tabelle 777 angegeben, hier wére
also h = 1073 die optimale der angegebenen Schrittweiten.
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