§ 2

Lokale Beschreibung
von Flachen

Dieser Abschnitt enthilt die allgemeine Definition von Flichen in R? als zweidimen-
sionale Untermannigfaltigkeiten und gibt eine Ubersicht iiber elementare geometri-
sche Konzepte wie Tangentialraum, Kriimmung, etc. (Als Quelle zum Selbststudium
empfehlen wir das Buch von [Do Carmo].)

DEFINITION

Eine Teilmenge S von R? heifit Fliche der Differenzierbarkeitsklasse C" (r €
N), falls es zu jedem p € S offene Mengen V C R3, U C R? mit p € V und
eine Abbildung F': U — V gibt, so dass folgende Aussagen gelten:

(i) F ist von der Klasse C".

(iii) F ist injektiv.

)

(i) F(U)=SnV.
)
)

(iv) DF(u,v) hat in allen (u,v) € U den maximalen Rang 2.

Fig. 2.1
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Man nennt F' eine lokale Parametrisierung oder ein lokales Koordinatensys-
tem von S bei p.

Bedingung (iv) besagt, dass die Vektoren 0, F(u,v), 0, F(u,v) € R? an jeder Stelle
(u,v) € U linear unabhéingig sein miissen. Folglich kann man sich eine Fliche S lokal
so vorstellen, dass man sie durch Verbiegen eines kleinen Stiicks der Ebene (durch
F) erzeugt. Die Injektivitdit von F' schliefit Selbstdurchschneidungen der Fliche S
aus.

BEISPIEL

Seien © C R? offen und f € C7(Q). Dann ist der Graph Gf von f eine Fliche der
Klasse C", die sogar eine globale Parametrisierung, namlich die Graphenabbildung

Q5 (u,v) — (u,v, f(u,v)) € R3,

besitzt.

Verbunden mit dem Flichenbegriff ist das geometrische Konzept der Tangentialebe-
ne.

DEFINITION

Ein Vektor € R? heiBt Tangentenvektor an die Fliche S im Punkt p, wenn
es eine Kurve 7 in S gibt mit

(0) =p,  #(0) =n.

Die Menge aller Tangentenvektoren an S in p bezeichnen wir mit 7,,5.

Fig. 2.2

Eine einfache Uberlegung zeigt:
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LEMMA 2.1

Sei S eine Fliche, p € S und F' eine lokale Parametrisierung von S bei p mit
F(up,vp) = p. Dann gilt:

(a) TpS ist ein zweidimensionaler Untervektorraum von R3, genannt Tan-
gentialebene an die Fléiche in p.

(b) T,S wird aufgespannt von den beiden linear unabhingigen Vektoren
OuF (ug, vo), OpF (ugp, vp), also

T,S = DF (ug, vo)(R?).
BEWEIS  Ubungsaufgabe!

Ist F' wie oben eine lokale Parametrisierung bei p € S, so gilt:
1L
OuF(u,v) X 0pF(u,v) € [TF(H,U)S}

fiir alle Punkte (u,v) aus dem Definitionsbereich von F. Mit anderen Worten:
q € S nahe bei p, so wird durch
O F x O, F

M@ = 5 o

ein lokales Normalenfeld von S bei p erklért.

23

Ist

Eine interessante geometrische Frage ist, ob man eine Fliche S stets mit einem
globalen Normalenfeld A/ versehen kann, d.h. N hiingt stetig vom FuBpunkt p
ab und erfiillt |V (p)| = 1 sowie N'(p) € (1,5)* fiir alle p € S. Das Beispiel des
Mbobiusbandes (Fig. 2.3) zeigt, dass globale Normalenfelder nicht existieren miissen.

Vielmehr ist diese Eigenschaft dquivalent zur Orientierbarkeit von S.

Fig. 2.3
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Im Falle eines Graphen S = G kann man sofort ein (globales) Normalenfeld auf-
schreiben:

(—Vf(u,v),l)/\/1+ ‘Vf(u,v)ﬁ;

man nennt dieses das kanonische “nach oben zeigende” Einheitsnormalenfeld der
Graphenfldche.

Uns interessieren im Folgenden nur lokale Eigenschaften von Flichen, deshalb kénnen
wir uns direkt auf den Fall beschrinken, dass

S = F(Q)

gilt mit einer reguliren Parametrisierung F : R? D Q — R?, wobei F' injektiv und
r—mal stetig differenzierbar und 9, F x 9,F # 0 ist. (Offenbar bedeutet letzteres
gerade, dass das Differential von F iiberall Rang 2 hat.)

Fiir diesen Fall wollen wir uns iiberlegen, dass
Area(S) := / |0 F' x 0, F| dudv
Q
eine sinnvolle Definition fiir den Flicheninhalt von S ergibt.

Wie bei Graphen zerlegt man €) in kleine achsenparallele Quadrate @) und ersetzt
dort F'(u,v) durch die affin lineare Approximation

L(u,v) = F(ug,v0) + DF(ug,vo)(u — up, v — vp).

Dann entspricht das Flichenstiick F(Q) dem Anteil L(Q), und genau wie vorhin
erhélt man

1/2
le] (\auF(uo, v0) |28 F (g, vo) |* - (GUF(uo,vo)avF(uo,vo))Q)
fiir den Fldcheninhalt von L(Q). Wegen
1/2
() = lauF(U(),’Uo) X 8UF(U,0,1)0)‘

folgt durch Approximation die angestrebte Beziehung.

DEFINITION

Es sei S = F(Q) eine regulire parametrisierte Fliche. Dann heifit
Area(S) = / |0 F' X O0pF| du dv
Q

der Flacheninhalt von S.
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BEMERKUNG (Parameterinvarianz)

Ist ¢ Q' — Q ein Diffeomorphismus des Gebietes Q' ¢ R? auf Q, so parametrisiert
F = F o ¢ natiirlich auch die Fliche S. Die bekannte Transformationsregel fiir
Integrale ergibt

/ |OuF x O, F| dudvz/ |3uF X 81,F|dudv,
Q Q

d. h. Area(S) hingt nicht von der speziell gewihlten Parametrisierung ab. (Fiir eine
allgemeine Definition des Fliacheninhalts, die nicht an eine Parametrisierung von S

gekniipft ist, vergleiche man [Do Carmo], Kapitel 2.8.) O
SE
S
Fig. 2.4

Sei S = F(Q) eine regulir parametrisierte Fliche. Anschaulich (wie auch bei den
Graphen) nennt man S lokal flichenminimal, wenn gilt:

Area(S) < Area(S5)

fiir jede Fliiche S € R3, die sich von S nur innerhalb einer kleinen Kugel unterschei-
det, die den Rand von S nicht trifft. Solche Vergleichsflichen S kann man wie folgt
erzeugen: Fiir ¢ : Q@ — R mit ¢ = 0 nahe 99 und |e| geniigend klein ist

Ff(u,v) := F(u,v) + € o(u,v) N (u, v)

regulire Parametrisierung einer Fliche S¢, die durch normale Verschiebung aus S
entsteht (Fig. 2.4). Die notwendige Begingung fiir Minimalitéit lautet:

d €
H Area(S ) = 0,

und wir wollen nachfolgend dieser Gleichung einen geometrischen Gehalt geben.
Dies fiihrt uns zwangslaufig auf den

Kriimmungsbegriff fiir Flichen:

Sei S = F(Q),F : R? D Q — R3, eine regulir parametrisierte Fliche und p € S
beliebig. Anschaulich wird man die Kriitmmung von S bei p durch die Anderung des
Normalenfeldes A/ messen wollen, die entsteht, wenn man auf S léings einer Kurve ~
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durch p fortschreitet.

%\]—/\ S

Fig. 2.5

Das heifit priizise: Grofie Kriitmmung liegt vor, wenn N seine Richtung bei p schnell
verindert, die Kriimmung ist dagegen fast 0, wenn N wie bei einer Ebene
nahezu konstant bleibt (Fig. 2.5).

Um zu einer Definition zu gelangen, wéhlen wir ein 7 € T},S sowie eine Kurve v in
S mit y(0) = p sowie 4(0) = 7. Dann ist ¢ — N (v(t)) eine Kurve auf der Sphére S?
mit A'(7(0)) = N (p) und

d

mN(v(t))iN(p)-

Die letzte Beziehung besagt nun gerade

d

AN G0) €T,

Da die Bildung %MN' (7(¢)) nicht von der speziellen Wahl der Kurve  abhiingt
p

(sofern diese v(0) = p, 4(0) = 7 erfiillt) und die Zuordnung

4

T,S
P BTHdﬂO

N(0) €T,
zudem linear ist, vergibt man folgende

BEZEICHNUNG

Das Normalenfeld N : S — S? der Fliiche S heit GauB3B—Abbildung von S. Die
oben in jedem Punkt p € S erkérte lineare Abbildung 7,5 — 7,5 heifit das Diffe-
rential in p der Gaul —Abbildung, i. Z. dN/,.

ANMERKUNG

(1) Da N nur auf S erklirt ist, liBt sich die GauBl Abbildung nicht im iiblichen
Sinn ableiten, man kann lediglich Iings Kurven in S differenzieren.

(2) Offenbar ist dN,, ein Gradmesser fiir das Kritmmungsverhalten der Fliche S.
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LEMMA 2.2

Das Differential dA,, ist eine selbstadjungierte lineare Abbildung
1,5 — T,S.

BEWEIS

Eine lineare Abbildung A : T,S — T,S heiit selbstadjungiert (oder auch symme-
trisch), wenn

A(r)-n =7 An)
fiir alle Vektoren 7, ) € T,S ist. (Hierbei steht “” fiir das Skalarprodukt auf R3.)

Sei F' wie iiblich die Parametrisierung von S und «(t) eine Kurve in S mit a(0) = p.
Schreibt man

a(t) = F(B(t))
mit einer geeigneten ebenen Kurve 8(t) := (B1(t), B2(t)) im Definitionsgebiet von F,
so folgt:

d d
= gV (e®) = g Wo ) ()

. %(5(0)) 3,(0) + %—]j(ﬂ(O)) 35(0),

N, (€(0))

wobei u, v die Variablen im Definitionsgebiet von F' bezeichnen, und N := N o F ist.
Fiir die speziellen Tangentenvektoren (p := F'(ug,vg))

0
3. F(Uo,l}o) =171,

Ew F(up,v) =: 12

v
ergibt sich (8(t) = (uo,v0) +t(1,0) bzw. (ug,vo) +t(0,1))

0
- N(Uo, Uo).

0
dNP(Tl) - 7N(u071)0)v dNP(TQ) - v

ou

Nun ist dN, linear und jeder Tangentenvektor 7 € 7,,S eine Linearkombination von
71, T2. Die Symmetrie von dN,, ergibt sich demnach, wenn man

Tl'de(Tg) :TQ-de(Tl) (21)

verifizieren kann. Es gilt:

0 0
71 - dNp(T2) = == F(uo, vo) - 30 N (ug,vp)

ou
9 /0 0 OF 0 OF
=5 ((%F : N) (w0, vo) — 5= (u0,v0) = —7 = -(uo. vo),

denn %—5 ist tangential, und somit senkrecht zu N. Die Symmetrie der zweiten Ab-

leitung liefert

0 OF 0 OF

%%(uo, Uo) = %%(an Uo) )
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und durch analoge Rechnung folgt

0 OF

%%(UO,’UQ) =T2" d'/\/;?(Tl)v

also ist (2.1) bewiesen. O

DEFINITION
Die durch
I, (&, m) »= —dNy(€) -

auf T,,S definierte symmetrische Bilinearform heifit die zweite Fundamen-
talform von S bei p.

BEMERKUNG

(1) Das Minuszeichen in der Definition hat historische Griinde.

(2) II, ist eng an die Wahl des kanonischen Normalenfeldes gekniipft, d. h. ersetzt
man N durch —A (Umkehr der Orientierung), so éindert II, das Vorzeichen.
Aus diesem Grund betrachtet man oft die

Vektorielle zweite Fundamentalform:

I, : T,S x T,,S — [1,8] ™,
(&) = —dN,(§) - n N (p),

die offensichtlich invariant ist gegen Anderungen der Orientierung. AuBlerdem
ist I1,, nicht an die Existenz von globalen Normalenfeldern gekniipft, und kann
daher fiir beliebige C2-Mannigfaltigkeiten im R? eingefithrt werden.

Wir geben noch eine (vgl. [Do Carmo], S. 16f. und S. 142f.)

Geometrische Interpretation von II;:

Seien p € S und £ € 7,8 mit || = 1. Man wéhlt eine Kurve a(t) in S mit
a(0)=p, &0)=¢ und |a(t)| =1
(Parametrisierung nach der Bogenlénge). Wegen N (a(t)) - é(t) = 0 wird

d

II,(v,v) = —dNp(v) - v = T

N (af(t)) - &(0) = N(0) - &(0),

wobei @&(0) bekanntlich der Kriimmungsvektor an o zur Zeit 0 ist, so dass II,(v,v)
den Kriimmungsvektor senkrecht zur Fliche S angibt. U

Kehren wir zuriick zum Differential dA,, der GauB Abbildung: Die Symmetrie der
linearen Abbildung ergibt sofort (vgl. [Do Carmo], S. 216)
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LEMMA 2.3

Es gibt eine orthonormale Basis &, 7 in T},S, bestehend aus Eigenvektoren von
dN,, d.h.

wobei die Vorzeichenwahl fiir die Eigenwerte —ki, —ko wieder historische
Griinde hat.

DEFINITION

Die negativen Eigenwerte k1, ko heilen Hauptkriimmungen, die zugehorigen
Vektorenn &, n entsprechend Hauptkriimmungsrichtungen von S bei p.
Man bekommt k1, ko als Extremwerte von

{weT,S:|w=1} 3 v I)(v,v).

Man nennt

1 1
H:= 3 (k1 + ko) = —5 spur dN,
die mittlere Kriimmung S bei p und

K = klkg = det de

die Gauf3—Kriimmung von S bei p.

BEMERKUNG

Wir betrachten zur Vereinfachung nur global parametrisierte Flichen S = F(Q) und
beziehen uns stets auf das Normalenfeld AV (p). Insbesondere éndert H(p) (wie auch
II,,) das Vorzeichen, wenn man zu einer anderen Orientierung iibergeht. Zur Vermei-
dung dieser Orientierungsabhéngigkeit betrachtet man in der Regel den mittleren
Kriimmungsvektor

der sich bei Ersetzung von A durch —A nicht &ndert. AuBierdem 148t sich H auch
fiir beliebige (nicht notwendig orientierbare) Flichen definieren. Dazu wiihlt man
einfach lokal in der N#he eines Punktes p ein Normalenfeld (dies existiert immer, da
eine C*~Mannigfaltigkeit ja lokal parametrisiert werden kann).

Wir berechnen nun die erste Variation des Flidcheninhalts Area(S) und stellen den
Zusammenhang zur mittleren Kriimmung her: Zunéchst erinnern wir an die Formel

Area(S):/ |8UF><8UF|dudv:/ v det gdudv,
Q Q

wobei
gi11 = Oy I - 8uFa gi12 ‘= Ol - 0, F =: 921, @G22 = O F' - 0,F

die Koeffizienten der Darstellungsmatrix g := (gij) der sog. ersten Fundamentalform
von S sind.
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Seien N (u,v) := N (F(u,v)), ¢ € Cj(Q) und € € R.
Man bildet mit

Fe(u,v) :== F(u,v) + ¢ p(u,v)N (u,v) =: F(u,v) + e¥(u,v)

die durch normale Variation entstehende Vergleichsfliiche S¢ = F¢(Q) (vgl. Fig. 2.4).
deren Inhalt durch

Area(S°) = / v det g% dudv,
Q
951 = O F© - 0 F°, gfg = O0uF° -0, F° =:g5;, 59 := OuF°-0,F°
gegeben ist. Es folgt:
9 prea(se) = / 9 Jdet gF dudv
d€|o 0 8€|0

19
= —— det¢° dud
/2@%0 chgana

det(g5;) = [0, F2|0,F|* — (8.F - 8,F)°
+ 2[|0uF|*0, F - 0,V + |0, F|*0,F - 0, V]
~ 260, F - 0,F [(0,F - 0,%) + (0, F - 0,V)]| + Terme mit Vorfaktor 2.

Damit wird

9 et (95) = 2(10uF[P0uF - 0,V + [0, F|*0uF - 0,V)
Oelo !

—20,F - 0,F (8,F - 0,V + 0, F - 9,¥).
Nun benutzt man die fiir ¢, j € {1, 2} giiltige Beziehung

8i‘11 . 8jF = 81(@N) : 8jF = 8i<,0N : 8jF + <,08iN . 8jF
= cp@lN . 8]F = —@II(@ZF, 8jF),
die wir uns vorhin im Zusammenhang mit der Symmetrie der zweiten Fundamental-
form iiberlegt haben (dabei: 9; := 9y, 02 := 9,). Dabei geht natiirlich die Orthogo-

nalitdtsrelation
N-0;F=0

ein. Man bekommt:

a§| det g° = =2 ||0,F|> (8, F, 0, F) + |0, F|? I (8, F, 0, F)
0

—20,F - 8,F I[(9,F, avF)] (2.2)
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Die rechte Seite von (2.2) soll nun in Terme mit H umgeformt werden. Per Definition
ist 1 1

H(p) = —5 Spur dNp = 5(Up(g, &) + I(n.n)),
wobei £, 1 eine beliebige Orthonormalbasis von 7,5 représentieren. Eine solche
konnen wir aus den Basisvektoren 9, F, 9, F wie folgt erzeugen:

£ = 0uF [|0.F),
7= 0 F — (0uF - €)E,
n = /|7l
Es gilt:
[7? = [0,F 1 = (9,F - €)* = [0,F| ? detg,
und damit

2H = II(¢,€) + || 21 (7,7)
= 1(6,) + i (,F — (8,F - €) €, 0,F — (9, - €)€)
= 11(6,¢)(1+ 12 (0,F - ¢ ))+|n| 2110, F, 0,F) — 2 |il| 2 0,F - £ 110, F, €)
= |20, F |2 II(€,€) + || "2 I (8, F, B, F) — 2|ij| "2 8, - € I8, F, €)
— (210,172 (10,F12 TH(0,F, 0,F) + |0, F | (9, F, 0,F)
2 (8uF - ,F) L (9,F. 8vF)).

Das liefert folgende Formel fiir die mittlere Kriitmmung:

_ 1 2
=g [|BUF| (9, F,8,F) (2.3)

—28,F - 8,F II(8,F, 8,F) + |9,F|? I[(8,F, auF)}

Kombiniert man schliefilich (2.2) und (2.3), so lautet die erste Variation des Flichen-
inhalts

d 1
—A S€) = det ¢° dudv = —2 H +/det g du dv.
pn rea(S°) /92\/W3€|0 et g% dudv /<p v/ det g du dv

Ist S eine Minimalflache in dem Sinne, dass
Area(S) < Area(S°)

fiir alle wie oben erzeugten Vergleichsfliichen S¢ gilt, so folgt

/g@H vVdetgdudv =0
Q

fiir beliebige Funktionen ¢ mit kompaktem Tréger in 2, und wir schliefen wegen
det g > 0:
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SATZ 2.4

Sei S = F(Q) eine iiber dem Gebiet Q regulir parametrisierte Fliche. Wenn
S unter allen iiber ) parametrisierten Flichen S* mit gleichem Rand den
Flacheninhalt minimiert, so folgt:

H=0.

BEMERKUNGEN

(1) Wie schon mehrfach gesagt, ist die mittlere Kriitmmung H ein nur fiir glo-
bal orientierbare Flichen S im R? sinnvoller Begriff und abhiingig davon, fiir
welche Orientierung man sich entscheidet, d.h. man muss stets ein globales
Normalenfeld auf S auszeichnen, auf das man sich bei der Berechnung von H
bezieht. Fiir lokal flichenminimierende Objekte ist das natiirlich unerheblich:
H verschwindet unabhéngig von der fixierten Orientierung.

(2) Grundsitzlich kann man “Flicheninhalt” (als 2-dimensionales Hausdorff-Maf}
H?) auch fiir nicht orientierbare Flichen erkliren. Fiir diese Objektklasse hat
man ferner die vektorielle mittlere Kriitmmung H, und die Aussage von Satz
2.4 lautet entsprechend:

Ist S eine lokal minimale Mannigfaltigkeit in R?, so gilt H = 0 bzw.
H =0, wenn man H bzgl. beliebiger lokaler Parametrisierungen bildet.

O

Zur Vertiefung der geometrischen Begriffe wollen wir die mittlere Kriimmung fiir
Graphen S = G ausrechnen und damit auch die Verbindung zur Minimalflichen-
gleichung aus Satz 1.1 herstellen. Sei f : Q — R von der Klasse C? und S = G der
zugehorige Graph. Als kanonische Parametrisierung bietet sich

F(u,v) := (u,v,f(u, v))

an, mit dem Normalenfeld

N(F(u,v)) = N(u,v) = (— Vf(u,v),())/\/l + ‘Vf(u,v)|2-
Dazu gehoren die folgenden Grofien:

8uF = (lvoaauf)a 8UF‘ = (07 lvavf)a auF : 8’()F = 8uf8vfa
detg=1+|Vf|?

H(OuF,8,F) = —8,F - OuN = aﬁf/\ﬂ TIVIE
(B, F,0,F) = —9,F - ,N = 63]‘/\/1 TIVIE,
(O F, 0,F) = —8,F - 0N = Buavf/\/l TIVIE
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Aus (2.3) folgt:

1 _
H = S (14 [VSR) 2|02 (14 (0u)?) — 20uf 0f 0uD0f + 021 (1+ (0u))7)].
Aus dieser Gleichung liest man ab:

f ist Losung der nichtparametrischen Minimalflichengleichung genau dann,
wenn die mittlere Kriimmung H von Gy identisch verschwindet.

Wir haben uns mit vorstehenden Uberlegungen davon iiberzeugt, dass unser Aus-
gangsproblem “Finde Flédchen kleinsten Inhalts” notwendig auf das Studium von
Fliachen mit verschwindender mittlerer Kriimmung fiihrt, d.h. Minimalflichen im
eigentlichen Sinn erfiillen insbesondere H = 0. Im néchsten Abschnitt diskutieren
wir einige allgemeine Eigenschaften von regulir parametrisierten Flichen mit mitt-
lerer Kriimmung H = 0; als Folgerung unserer Uberlegungen charakterisieren wir
mit funktionentheoretischen Argumenten gewisse Klassen solcher Flichen.






