§ 5

Folgerungen aus der Struktur
der nichtparametrischen
Minimalflichengleichung

In diesem Abschnitt studieren wir das Verhalten von C?— (und damit reell analyti-
schen) Losungen der nichtparametrischen Minimalflichengleichung

Vf B
v (W) =0 (5.1)

auf Gebieten in R?. Es handelt sich bei (5.1) um eine nichtlineare partielle Differen-
tialgleichung zweiter Ordnung, fiir die man trotzdem eine Reihe, aus der Theorie der
linearen elliptischen Gleichung zweiter Ordnung, bekannten Sétze nachmachen kann.
Dazu gehdéren insbesondere sog. Maximum—Prinzipien, wo man die Gréfienord-
nung der Losung auf einem Gebiet €2 durch das Verhalten der Randwerte beschreibt.
Fiir einen allgemeinen Zugang vergleiche man etwa das ausgezeichnete Buch [Gil-
barg, Trudinger|. Andererseits impliziert gerade die Nichtlinearitit von (5.1) eine
Reihe verbliiffender Aussagen: Neben dem Satz von Bernstein hat man ein Theo-
rem iiber die Hebbarkeit isolierter Punkte, d.h. gilt (5.1) nur auf einem punktierten
Bereich, so kann man f glatt iiber den moglichen singuldren Punkt hinaus fortsetzen.

SATZ 5.1 (Maximum Prinzip)

Seien f, g : © — R Losungen der Minimalflichengleichung (5.1) auf einem
beschrinkten Gebiet Q C R? mit f, g € C°(Q). Dann gilt

(i) f<g+ M auf dQ fiirein M e R — f<g+ M auf Q.
(ii) m+ f<gauf IQ firemm e R = m+ f <gauf Q.
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KOROLLAR

Das Dirichletproblem zur Minimalflichengleichung auf einem beschrinkten
Gebiet © € R? hat  wenn iiberhaupt  nur eine Losung, d.h.: Gibt man
eine stetige Funktion ¢ : 92 — R vor, so gibt es hochstens eine Funktion
f€C?*Q)NCQ) mit (5.1) und f|pq = ¢ (Dirichlet Randbedingung).

BEMERKUNG

Das Korollar sagt natiirlich gar nichts dariiber aus, ob man zu gegebener Randfunk-
tion ¢ l6sen kann. Diese Diskussion ist viel schwerer und wird spéter gefiihrt.

BEWEISSKIZZE ZU SATZ 5.1

Wir beschreiben hier eine Vorgehensweise, némlich die Wahl geeigneter Testfunktio-
nen, die in der allgemeinen Theorie partieller Differentialgleichungen sehr gelaufig
ist.

Multipliziert man die Gleichung (5.1) fiir f und g mit einer glatten Funktion ¢, die
auf 02 verschwindet, so folgt nach Integration iiber {2 und Anwendung des Satzes
von Gaufl nach Subtraktion der resultierenden Identitéiten:

Vf Vg
0= — -Vodz.
/S)(\/1+|Vf|2 \/1—|—|Vg|2> v

Ist f < g+ M auf 02, so wiahlt man

p:=max(0, f —g— M).

Diese Funktion gehort zu C°(Q) mit ¢ = 0 auf 9Q, allerdings ist ¢ im Allgemei-
nen nur Lipschitz stetig. Als Lipschitz Funktion ist ¢ immerhin noch in fast allen
Punkten von Q differenzierbar mit

Vo= (Vf—=Vg) X{fsg+nr FilinQ,

wobei X (>4 1] die charakteristische Funktion der Menge {zeQ: f(z)>g(x)+M}
bedeutet. In der Theorie der partiellen Differentialgleichungen beweist man durch
Einfithren geeigneter Rdume, dass ¢ tatséichlich in obiger Integralidentitéit zugelassen
ist; es folgt:

Vf Vg
0= V- Vg)- -
/[f>g+M]( Vo) (\/1+|Vf|2 \/1+|Vg|2>
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Andererseits ist fiir p, ¢ € R? und mit ¢(t) := g + t(p — q) fiir t € [0, 1]:

<p—q>-(¢1_f|p|2—ﬂjw):<p—q>-/oljt((1+|¢<t>|2)%(t))dt
- /O L OR) g - (600 (- 0)(1+ [B0R) 2
- /0 @+ BOR) (14 6OP) Ip - g - (60 (p - ))?]
> [+ o)y - o

Also ist der Integrand in [ [FogtM] dx stets > 0, und das Verschwinden des Inte-
grals bedeutet demnach

vy Vg
VIHIVIE V1+]VgP

(Vf—Vg)-( >:0 f.i. in [f > g+ M].

Die wiederum ist nach der vorstehenden Abschéitzung gleichwertig mit
Vf=Vg fi.in[f>g+ M],

also Vo = 0 f.ii. in [f > g+ M]; ¢ hat Randwerte 0 auf 992 und wie bei glatten
Funktionen gilt auch hier die Folgerung ¢ = 0, also f < g+ M auf €. U

PRAZISER BEWEIS ZU SATZ 5.1

Wir folgen dem “Vergleichssatz fiir quasilineare Gleichungen” aus [Gilbarg, Trudin-
ger], Theorem 9.2. Sei @ der folgende Differentialoperator

Qu := Au — Z (1 + |Vu|2)_18iu 0ju 0;0;u.

i’j

Offenbar ist Qu = 0 gleichwertig mit der nichtparametrischen Minimalflichenglei-
chung (5.1). Wir nehmen an:

u,v € COUQ) NCHQ), Qu> Qu auf O, u < v auf 99, (5.2)

und wollen zeigen

u < v auf Q. (5.3)

Hieraus ergeben sich schnell (durch passende Wahlen von wu,v) die Aussagen des
vorstehenden Satzes.
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Es ist nach (5.2)
0<Qu—v)=A(u—v)— Z (1+ \VU\Q)_IBZ-U dju d;0ju
(2
+ 37 (1+ Vo) T 9w v 800
0,
= Alu—v) =Y (1+]Vu?) " S dju (9:05u — 0;0;v)
Wi
+ Z (1+ |Vv|2)_1 (9w Ojv — B;u dju) 0;0;v

2%
0; udju

+ Z (1 + |V1}|2)_1 (8{0 8]'1) — Oju 8]u) 8i8jv,
]

mit den Notationen a;;(p) = d;; — fj:ﬁjp (p € R?) und w = u — v also

0< Z az-j(Vu) 81-8]'10 + Z [aij (V’LL) — Qjj (VU)] 8i8jv.

2 1,7
Mit geeigneten stetigen Funktionen 9;; : © — R? ist
Qi (VU) — Q45 (VU) = 19ij . (Vu - Vv), (5.4)

denn fiir beliebige p, ¢ € R? ist

1 1
o) =ala) = [ Gasla+to—a)d=0=a) [ Voylo+tp-a)d

also gilt (5.4) mit der Wahl

Vij(x) = /01 Va;j (Vv(x) +t(Vu(z) — Vv(ac))) dt.

Damit wird

Z [aZ](Vu) — az-j(Vv)} 62'8]'1} == Z’ﬂ” . Vw 8i8j1) == Z (Z 192 828J1)> akw

2,7 7,7 k 2,
Setzen wir noch

br(z) := Y 05 0i0w,
‘7j
so bekommen wir die Differentialungleichung
0< Z Qij 8Z~8jw + Z b Opw =: Lw. (5.5)
i k

Die Koeffizienten by sind per Definition lokal beschrankt, stetige Funktionen auf €2,
und gemé$ (5.2) haben wir die Zusatzinformation w < 0 auf 9€Q. Zum Nachweis der
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Behauptung (5.3) nehmen wir indirekt an, dass w im Inneren von € einen positiven
Wert annimmt; w|gn < 0 bedeutet dann:

w(zo) = supw(zx) > 0,
zeQ

fiir ein o € . Insbesondere ist dann Vw(zo) = 0 und D?w(zg) negativ semidefinit,
also Lw(xzp) < 0. Mithin bekommt man sofort einen Widerspruch, wenn man
Q(u) > Q(v) durch die stirkere Bedingung “>" ersetzt, was sich dann in L(w) > 0
niederschlégt.

Wie argumentiert man im allgemeinen Fall?

Sei D € 2 ein beliebiges Teilgebiet. Simtliche Koeffizienten des Differentialoperators
L sind auf D stetig, also insbesondere auch beschriinkt. (Fiir das Gebiet Q ist das
nicht klar, denn u, v liegen nur in C?(2) und nicht in C?(2).) Man findet jetzt
A > 0,bg > 0 mit

Ap? < Zaijpipj fir alle peR2 z €D,
2%
1
< sup |b(z)| < bo.
A x€D
Mit v > 0 folgt (bachte aj; > \)
Le™ = (v2a11 +7b1) e > X (y* — v bp)e?™
auf D, und wéhlt man v geniigend grof}, so ist offenbar
Le™ >0 auf D.
Fiir alle € > 0 bekommt man
L(w + Eewl) >0 auf D,

und daraus schlie3t man fiir w, := w + e¥"1:

sup we(z) = sup ws(z).
zeD x€dD

Wiirde némlich supw. in einem Punkt xo € D angenommen, so hitte man dort
wie vorhin ja Lw.(zo) < 0. Mit € | 0 impliziert das Randmaximumprinzip aber

sup w(z) = sup w.
z€D x€OD

Schliefllich wihlt man fiir D eine Ausschopfung von Q (also eine Folge D, C D41,
D, € Q mit |, D, =), die Stetigkeit von w bis zum Rand von 2 liefert:

supw = sup w < 0,
zeQ €0

und genau das wahr zu zeigen. (I
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BEMERKUNGEN

(1) Die vorstehenden Rechnungen haben nirgendwo ausgenutzt, dass wir die nicht-
parametrische Minimalflichengleichung in nur zwei Dimensionen betrachten.
Unser Ergebnis gilt wortlich fiir Losungen f € C?(2) N CY(Q) von

div (Vf/\/l ¥ |Vf|2> =0
auf beschrinkten Gebieten 2 C R", n > 2.

(2) Ist der Definitionsbereich 2 unbeschrinkt und/oder sind die Lésungen f, g der
nichtparametrischen nicht stetig bis zum Rand 02, so zeigt das Ausschopfung-
sargument (D 1 €2) immerhin noch das folgende Vergleichsprinzip:

Jiminf (f(z) —g(x)) < f(y) = g(y) < limsup (f(z) —g(x))

Sz—0Q O33—09

fiir alle y € Q Hier bedeutet 2 5 x — 02, dass man sich dem Rand von €2
beliebig annéhert.

Der vorstehende Satz 5.1 zeigt, dass sich das aus der Theorie der linearen, el-
liptischen Gleichungen zweiter Ordnung bekannte Maximumprinzip durchaus auf
Losungen der nichtparametrischen Minimalflichengleichung ausdehnen ldsst. Die
nachfolgende Uberlegung macht deutlich, dass man im nichtlinearen Fall oft viel
stirkere Aussagen treffen kann:

Ist Q = Dg(x) \ D,(z9) ein Kreisring (R > r > 0), so lassen sich auf dDg(zq).
0D, (zo) beliebige stetige Funktionen ¢ : 9Dg(z¢) — R, ¢ : 0D, (xg) — R vorschrei-
ben, zu denen man eine Losung u : 2 — R des linearen Dirichlet Problems

Au=0 auf(,
u|aDR(I0) = ¢7 U|6Dr(x0) - SO

konstruieren kann. Bei Minimalflichen ist das vollig anders: Lésst sich die Losung
der nichtparametrischen Minimalflichengleichung auf der duBeren Sphire 0D g(z¢)
durch ein Katenoid kontrollieren, so gilt diese Abschétzung bereits auf dem ganzen
Kreisring. Mit anderen Worten: Die Randwerte auf 0D, (z¢) konnen insbesondere
nicht mehr beliebig sein. (Die genaue Formulierung findet man in Satz 5.2.) Zur
Vorbereitung reden wir kurz iiber

Das Katenoid:
Das Katenoid wird analytisch beschrieben durch die Gleichung
2% 4 y* = (cosh 2)?

bzw. in Graphenform

z+ arcosh /22 4+ 92 auf R?\ D;(0)
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Wiihlt man das Vorzeichen +, so heifit der Graph von z = ar cosh y/z2 + y2 oberes
Halbkatenoid, sonst unteres Halbkatenoid (Fig. 5.1).

k:i:
N r,0 r=29
r=1
r=1/2

k’_//
,_,/
——
=
[\

Fig. 5.1

Seien allgemeiner fiir » > 0 und a € R

/o2 a2
kfa(x,y) := +ar cosh <az+y> +a

r

und
+ .
K, = Gkﬁfa

mit Definitionsbereich R?\ D,.(0). Wir schreiben kiirzer k;* bzw. KX, wenn a = 0 ist.
Die Graphen Kfa gehen durch Ahnlichkeitstransformationen aus dem oberen bzw.
unteren Halbkatenoid hervor, die Konstante a bewirkt z. B. eine vertikale Verschie-
bung (vgl. Fig. 5.1), und ki, Iosen auf ihrem Definitionsbereich die nichtparametri-
sche Minimalﬂachengleichuﬁg.

SATZ 5.2
Seien 0 < r < R gegeben und sei D C Dg(¢) \ D, (&) ein Gebiet. Sei f eine
Losung der nichtparametrischen Minimalflichengleichung auf D. Gilt dann fiir

eina € R
limsup [f(z) — k,.,(z)] <0

T,a —
T—TQ

fiir alle Randpunkte zg € 9D \ 9D, (§), so ist

f(z) <k ,(z) firalle ze€D

(vgl. dazu Fig. 5.2).

BEMERKUNG

Der Spezialfall D = Dg(€)\D,.(€) verdient besondere Beachtung:  Weifi man f < k™
auf dem Rand der dufleren Kreisscheibe, so gilt f < k~ auf dem ganzen Ring. Daraus
bekommt man den
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EinschlieBungssatz fiir Minimalflichen:

Ist f: Dp(€)\ Dr(€) — R eine Losung der nichtparametrischen Minimalfiichenglei-
chung, und bezeichnet k* das auf R?\ D,.(¢) definierte obere bzw. untere Halbkate-
noid, mit

kT < f<k™ auf dDg(E),
so hat man kT < f < k™ auf Dg(€) \ D,.(§) (vgl. Fig. 5.2).

Fig. 5.2

BEWEIS VON SATZ 5.2
Ohne Einschrinkung sei r := 1, a :== 0 und D := Dr(0) — D1(0). Fiir 1 <r < R sei

wobei k™ := kj ist. Ferner nehmen wir an, dass f auf D stetig ist und f < k= auf
Dpr(0) erfiillt. Wir unterscheiden zwei Félle:

Fall 1: [ ist stetig differenzierbar auf D. Dann konnen wir direkt argumentieren
und brauchen das Hilfskatenoid nicht einzufithren. Gilt sogar f < k£~ auf 0D;(0),
so ist die globale Aussage direkte Folge aus dem Maximum—Prinzip (Satz 5.1). Ist
f >k~ irgendwo auf dD1(0), so wihlt man ein g € 9D1(0) mit

0< — k- =M= — k™ (z),
Flan) () = M = () k~(a)
und Satz 5.1 impliziert f(z) — k™ (z) < M auf dem ganzen Ring D.
Fiir z mit |z| > 1 ist
1

NE

VEk (z) = —

also gilt fiir
q)(t) = f(tl‘o) - k_(t.Io), t>1,

(beachte: tzg € D fiir t € (1, R)) offenbar

&' (t) = zo - Vf(tzo) + > 0,

t
N
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denn V f ist nach Voraussetzung ja beschrinkt. Mithin ist ® streng wachsend und
O(t) > M firt>1,

was aber f(z) — k™ (x) < M auf D widerspricht.
Fall 2:  f ist nicht notwendig C! auf D. Dann gilt:

f—Fk - <e auf dDg(0).
Sei D" := Dg(0) \ D,(0). Im Fall
f—Fk  <e auf 9B,.(0)

liefert Satz 5.1
f—Fk  <e auf D" (5.6)

Im anderen Fall existiert ein zg € 9D, (0) mit

rm = f(z0) — k, (w0) = x| f(x) =k (x) > e

und Satz 5.1 ergibt
f—k-<m auf D" (5.7)

GemiB r > 1 ist V f(zg) beschrinkt (z¢ ist innerer Punkt von D), und durch Be-
trachten des Gradienten von k- sieht man (wie vorhin):

f(@) =k () > f(xo) — Ky (20)

fiir alle z aus einer punktierten Umgebung von z( in D", was (5.7) widerspricht. Die
Annahme war also falsch, und es folgt (5.6). Lisst man r von oben gegen 1 gehen, so
liefert (5.6) sofort f < &k~ auf D, denn die Katenoide konvergieren gleichmifig gegen-
einander. Die allgemeine Aussage von Satz 5.2 folgt durch &hnliche Betrachtungen.

O

Wir kommen jetzt zum Satz von Bers (1951) (vgl. [Nitsche], S. 549 oder [Osserman],
Thm. 10.2) iiber die Hebbarkeit isolierter Singularititen, der sich vollig aus der li-
nearen Theorie heraushebt: Ist D’ eine Kreisscheibe um 0, aus der der Ursprung
herausgenommen wurde und

u:D - R

eine C?-Losung der linearen Gleichung Au = 0 auf I, so lisst sich die Singularitiit
bei 0 i.a. nicht heben, d. h. ohne weitere Voraussetzungen ist es i.a. nicht moglich,
u als glatte Losung in den Ursprung hinein fortzusetzen. Dies zeigt das Beispiel der

Funktion
u(z,y) :==logv/x2 +y2, 22+y%>0.

Als Vorbereitung fiir den Satz von Bers beweisen wir zunéichst die Beschranktheit
von nichtparametrischen Minimalflichen an isolierten Singularitéten.
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SATZ 5.3

Sei f eine C?-Losung der nichtparametrischen Minimalflichengleichung auf
der punktierten Kreisscheibe

Dg(0) := Dg(0)\ {0},

auBlerdem sei f stetig auf Dg(0) \ {0}. Dann gilt:

sup f(z) < sup f(x),
z€DR(0) z€0DR(0)

inf z) > inf T).
:cEDR(O)f( = xeaDR(O)f( )

BEMERKUNG

Im vorstehnden Satz kennt man das Randverhalten von f : 2 — R bis auf einen
moglichen Punkt aus 0. Trotzdem gilt das bekannte Randmaximumprinzip. All-
gemeiner kann man f € C2(Q) diskutieren, wo endlich viele Ausnahmepunkte
D1, .-y Pm € 02 zugelassen sind. Dann bekommt man immerhin noch

wpf@) <  lmsw  f(@)
€N Q32—0\{p1,---spm }

und eine entsprechend Ungleichung fiir das Infimum.

Die iibliche Anwendung sieht so aus: € ist ein ebenes Gebiet, das aus einem ande-
ren Gebiet D C R? durch Entfernen endlich vieler innerer Punkte p1,...,pm € D
entsteht, also

Q:D\{pl,...,pm}, 89:8Du{p1,...,pm}.
Ist f dann z.B. aus C?(2) N CY (U D), so folgt

lim sup f(x) = sup f(z),
Q32—0\{p1,--pm } x€dD

mithin
sup f(z) < sup f(z),
€N x€0D
so dass f bei Anndherung an die singuldren Stellen pi,...,pn beschrinkt bleibt.

(Nach Bers sind die Singularitéiten sogar hebbar.) “Singuldre Strecken” ¢ sind ver-
boten:  Entsteht Q aus D durch Entfernenn einer eindimensionalen Menge, so ist
das o.g. Maximum—Prinzip i. a. verletzt. O



Minimalflichen I 65

BEWEIS VON SATZ 5.3

Fir 0 <r < R sei

M(r):= sup f(x).
x€9D.(0)

In Abhiingigkeit von r sei a = a(r) so gewihlt, dass
9r =k, , = M(R) auf dDg(0)
erfiillt ist (vgl. Fig. 5.2), d.h. es ist (wihle a := —k;" (0Dg(0)) + M(R))

R
gr(z)=r [ — ar cosh <‘i‘> + arcosh <T>} + M(R) firalle |z|>r.

Aus f < g, auf 9Dg(0) bekommt man mit Satz 5.2:

f<gr auf Dg(0)\ D;(0).

Ist nun = € Dg(0) beliebig, so gilt vorstehende Ungleichung insbesondere fiir alle
r < |z|, unter Ausnutzung von

gr(z) 2% M(R)

bekommt man schlieflich f(z) < M(R) . O

SATZ 5.4 (Satz von Bers)

Sei f : Dr(0) — R eine C2?-Losung der nichtparametrischen Minimalfliichen-
gleichung auf der punktierten Kreisscheibe Dg(0). Dann lisst sich f glatt in
den Ursprung hinein fortsetzen und 16st die Minimalflichengleichung auf der
ganzen Kreisscheibe Dg(0).

BEWEIS

Wir benutzen hier einen Existenzsatz fiir das Dirichlet—Problem auf Kreisscheiben
bei C?>~Randwerten fiir die nichtparametrische Minimalfliichengleichung. Dazu sei f
o0.E. als C?-Funktion in der Nihe von dDg(0) vorausgesetzt (ggf. verkleinere man
einfach den Radius). Aus Satz 5.3 folgt

s |f@]< s[5,
2€DR(0) z€0DR(0)

also Beschrinktheit von f. Sei f € C? (ER(O)) nun die C?-Losung der Minimal-
flichengleichung mit

Flopn©) = flops()-
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Dann gilt fiir jedes € € (0, R)

. v/ i
Vf-Vf)- - d
/DR<0>\DE<0>( ) (¢1+Vf2 \/1+Vf2> '

:/ div (f—f) vi - v/ dx
DRO\D(0) VIEIVIE i wip

_ \Yi \4

= f—7F)d - d
/l)R(O)\Dg(O)( ) 1V(\/lJerQ \/1+Vf2> '

. Vf vf 1
_ f-7 - v dit,
/;)(DRm)\DE(o)) =7 (\/H VIE it va) !

wobei wir die Minimalfliichengleichung und den Satz von Gaufl ausgenutzt haben (v
bezeichnet dabei die duBere Normale an 9(Dg(0) \ D-(0)) = 0Dg(0) U 8D.(0)).

Das Integral iiber 9Dg(0) verschwindet offenbar nach Wahl von f. Auf 8D.(0) be-
nutzt man die Beschrinktheit des Integranden (f und f sind ja beschrinkt und es

ist |[Vf|/+/14 |V f]? <1, etc.). Es folgt:

: ; i vf
1 Vi-Vf): - dz = 0.
“10 DR<0>\DE<0>( =y (\/HW2 \/1+vf2) '

Wie wir uns frither aber schon iiberlegt haben, ist der Integrand stets > 0 und
verschwindet nur, wenn V f = V f im betreffenden Punkt gilt. Speziell ist nun

. \2i VS
Vi—VTF)- — dz =0,
/D (0)( f=v/) (\/1+Vf2 \/1+vf2>

mithin ) ‘
Vi=V] auf Dp(0),
also f — f = const auf Dg(0). Da aber f — f auf dDg(0) verschwindet, muss f=7f

bis auf den Ursprung sein, so dass man f durch f(0) := f(0) wie gewiinscht glatt
fortsetzen kann. O

Fiir weitere Informationen iiber Hebbarkeitsséitze vergleiche man die Bemerkungen
in [Osserman]| auf S. 98.



