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Kapitel 3. Differenzialrechnung einer Variablen

Kapitel 3. Differenzialrechnung einer Variablen

§3.3 Differenzierbarkeit (Fortsetzung)
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Ableitung der Umkehrfunktion
§3.3 Differenzierbarkeit Mehrfachige Ableitungen

Differenzierbarkeit und Stetigkeit

Satz 24.

f(x)=x", neN = f'(x) = nx"1
f(x)=Inx = flix)=1
f(x) =sinx = f'(x) = cos x
f(x) = cos x = f'(x) = —sinx
f(x) =¢e* = f'(x) = e*
1

f(x) = arcsin x = fl(X) = —
(x) (x) @
f(x) = arccos x = fiix)= ————
(x) W=
f(x) =t f'(x) =

(x) =tanx = (x) co§2 X

f = / =

(x) = arctan x = f'(x) TR
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Ableitung der Umkehrfunktion
§3.3 Differenzierbarkeit Mehrféchige Ableitungen

Differenzierbarkeit und Stetigkeit

Bemerkung.

Die Funktionen arcsin x und arccos x sind auf dem Intervall
[—1, 1] definiert, aber in —1 uns 1 nicht differenzierbar, die
Ableitung existiert also nur auf (—1,1).
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Ableitung der Umkehrfunktion
§3.3 Differenzierbarkeit Mehrfachige Ableitungen

Differenzierbarkeit und Stetigkeit

Satz 25 (Ableitung der Umkehrfunktion)

Es sei f : M — R differenzierbar mit der Umkehrfunktion
F=f".

Istdann ¢ € M mit f'(§) # 0, so ist F differnzierbar inn = f(§)
und hat die Ableitung

F'(n) = F'(f(¢)) = flzg) - f’(F1(77))'
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Ableitung der Umkehrfunktion
§3.3 Differenzierbarkeit Mehrfachige Ableitungen

Differenzierbarkeit und Stetigkeit

Definition 45.
SeiM C R, M+# () undf: M— R eine Funktion

o | f ist 1-mal differenzierbar < f ist differenzierbar. |

Dann nennt man f' auch die erste Ableitung von f, auch
geschrieben als (1),
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Ableitung der Umkehrfunktion
§3.3 Differenzierbarkeit Mehrfachige Ableitungen

Differenzierbarkeit und Stetigkeit

Definition 45 (Fortsetzung)

f ist differenzierbar.

@ | f ist 2-mal differenzierbar <
{ f' ist differenzierbar.

In diesem Fall ist die zweite Ableitung

f-M—R von f

definiert durch
.= (),

ist also gerade die Ableitung (f')' von f'. Die zweite
2f
Ableitung schreibt man auch als f2) oder d dx(; ).
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Ableitung der Umkehrfunktion
§3.3 Differenzierbarkeit Mehrfachige Ableitungen

Definition 45 (Fortsetzung)

Differenzierbarkeit und Stetigkeit

f ist 2-mal differenzierbar.

f ist 3-mal differenzierbar <
: : “! { " ist differenzierbar.

In diesem Fall ist die dritte Ableitung

- M—-R von f

definiert durch
f/// — (f”)/

ist also gerade die Ableitung (")’ von f". Die dritte

. . ; a3f(x)
Ableitung schreibt man auch als f®) oder 2
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Ableitung der Umkehrfunktion
§3.3 Differenzierbarkeit Mehrfachige Ableitungen

Differenzierbarkeit und Stetigkeit

Definition 45 (Fortsetzung)
Seine Nmitn> 1.

f ist (n — 1)-mal differen-
@ | f ist n-mal differenzierbar < { zierbar.
f(n=1) ist differenzierbar.

In diesem Fall ist die n-te Ableitung
- M—-R von f

definiert durch .
fn) . <f(n—1>) :

ist also gerade die Ableitung (f("~1)" von f("-1). Die n-te
df(x)
axn -

Ableitung schreibt man auch als (") oder
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§3.3 Differenzierbarkeit

Definition 45 (Fortsetzung)
Seine Nmitn> 1.

Ableitung der Umkehrfunktion
Mehrfachige Ableitungen
Differenzierbarkeit und Stetigkeit

f ist n -mal stetig
differenzierbar

f ist n-mal differenzierbar

() st stetig.

f ist unendlich oft
differenzierbar

(bzw. unendlich oft
stetig differenzierbar)

Fir jedes n € N

die Funktion f ist
n-mal differenzierbar
(bzw. n-mal stetig

differenzierbar

7

@1
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Ableitung der Umkehrfunktion
§3.3 Differenzierbarkeit Mehrfachige Ableitungen

Differenzierbarkeit und Stetigkeit

Satz 26.

SeiM c R, M+#0, f: M — R eine Funktion.

@ In jedem Punkt xo € M, in dem f differenzierbar ist, ist f
auch stetig.

@ /st f differenzierbar, so ist f auch stetig.
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Ableitung der Umkehrfunktion
§3.3 Differenzierbarkeit Mehrfachige Ableitungen

Differenzierbarkeit und Stetigkeit

Differenziebarkeit = Stetigkeit

Die Umkehrung gilt nicht

Stetigkeit =+ Differenzierbarkeit
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Ableitung der Umkehrfunktion
§3.3 Differenzierbarkeit Mehrfachige Ableitungen

Differenzierbarkeit und Stetigkeit

Satz 27.

Seine N, M Cc R, M+# 0, f: M — R eine Funktion.

@ Ist f n-mal stetig differenzierbar, so sind f, f', ', ... f(n=1),
(") stetige Funktionen.

@ Istf (n+ 1)-mal differenzierbar, so ist f n-mal stetig
differenzierbar.

@ /st f unendlich oft differenzierbar, dann ist f auch unendlich
oft stetig differenzierbar.
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§3.4 Extremwerte, Krimmung, Kurvendiskussion

§3.4 Extremwerte, Krimmung, Kurvendiskussion
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§3.4 Extremwerte, Krimmung, Kurvendiskussion

Der Verlauf von Funktionen f(x) einer reellen Variablen x wird
durch folgende GréBen grob charakterisiert:

Nullstellen,
Polstellen (sowie anderen Asymptoten),
Extremwerte,
Wendepunkte.

Durch diese Werte ist der Funktionsverlauf qualitiv festgelegt.

Extremwerte und Wendepunkte werden mit Hilfe der
Differenzialrechnung bestimmt.
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§3.4 Extremwerte, Krimmung, Kurvendiskussion

Satz 28. (Mittelwertsatz der Differenzialrechnung)

Es seien xq, xo € R zwei Punkte mit x;y < xo und f : [x1, Xo] — R
sei stetig differenzierbar.

Dann existiert eine Zahl £ mit x; < & < xo derart, dass

Y2=y1 _ Ay f0e) - f(x)
Xo — Xq AXx Xo — Xq

= f(&).

Aus diesem Satz griinden sich in den mathematischen
Lernblchern die Beweise verschiedener Satze der
Differenzialrechnung.
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§3.4 Extremwerte, Krimmung, Kurvendiskussion

Praktische Bedeutung bekommt er in der folgenden
Deutung: Setzt man

AX = Xo — Xq
Ay =yo — y1 = f(x2) — f(x1)
so gilt fir kleine Werte von Ax naherungweise
Ex=X1 =X
und die Gleichung aus Satz 28 erhalt die Form

Ay = Af(xy) =~ f'(x1)Ax.
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