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§4.1 Die Exponentialfunktion
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Eigenschaften
Differenzierbarkeit der Exponentialfunktion
Zerfall, Halbwertszeit

§4.1 Die Exponentialfunktion

Die wichtige Exponentialfunktion exp ist definiert durch eine
Potenzreihe:

exp : R — (0,400)
exp(x) =
k=0

xk
H.
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Eigenschaften
Differenzierbarkeit der Exponentialfunktion
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§4.1 Die Exponentialfunktion

(E1) exp(x+y)=exp(x) -exp(y) firalle x,y e R
(E2)

exp(0) =1,
exp(1) =2,718281828459 --- = e die Eulersche Zahl
1
(E3) exp(—x)= ——— far alle x e R

exp (x)
(E4) exp(x)>0 firalle x e R

(E5) exp(x) < exp(y) farx <y

Lektion 16 18.12.2009 MIN |



Eigenschaften
Differenzierbarkeit der Exponentialfunktion
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§4.1 Die Exponentialfunktion

Weitere specielle Werte von exp:

2 2

exp(2) = (exp(1))
exp(3) = (exp(1))° = €°

I
)

I
o)

(exp(1))" =€, furallencN,

exp (n) -
exp(—n)

(exp(1))"=e ", furallencN,
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§4.1 Die Exponentialfunktion

undfirr=2€Q,pezqgeN

(eXp <p>>q= exp | PPy 1P —exp <q- p)
qa q
g Summanden
= exp(p) = €°
Also
exp(r) = exp (g) =ePli=¢

Deshalb definiert man auch

eX = exp(x)|
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Eigenschaften
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§4.1 Die Exponentialfunktion

Die Exponentialfunktion ist an jeder Stelle ¢ € R differenzierbar
mit Ableitung &¢, d.h. es gilt

(E6) (&) =¥ furalle x € R.

Daraus erhalt man zusammen mit der Kettenregel fir a € R

(e®) = ae® fiiralle x € R.
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Eigenschaften
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§4.1 Die Exponentialfunktion

Von besonderen Interesse ist auch die Funktion

X

y=¢e*.

Sie kommt sehr hdufig in der Physik und Chemie vor, z.B. beim
radioktiven Zerfall.

Ist Ny die Anzahl der Teilchen eines radioaktiv zerfallenden
Produktes zum Zeitpunkt Null (f = 0), so ist die Zahl der
Teilchen N zu einem spéteren Zeitpunkt t gegeben durch

N = Noe X,

wobei k eine Stoffkonstante ist.
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Eigenschaften

§4.1 Die Exponentialfunktion Differenzierbarkeit der Exponentialfunktion

Zerfall, Halbwertszeit

Haufig fragt man, nach welcher Zeit die Zahl der Teilchen auf
die Hélfte gesunken ist. Diese Zeit nennt man dann die
Halbwertszeit 7.

No —k

M _ N T

2 Oe )
1 1
Eze"” & 7=,I)

wobei das Symbol In die weitere definierte Logarithmusfunktion
ist, die Umkehrfunktion zur Exponentialfunktion.
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§4.2 Der natirliche Logarithmus SRR

Wir wollen die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion
studieren.

Aus (E5) folgt, dass
X — e*

streng monoton wachsend ist, deshalb ist die
Exponentialfunktion umkehrbar.

Damit ist exp~" : (0, +-00) — R erklart, und man nennt die
Abbildung
log y :==Iny:=exp ()

den naturlichen Logarithmus.
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Eigenschaften

§4.2 Der natirliche Logarithmus

Offenbar gelten die Identitaten:

log (e¥) =x  flralle x € R,

€9V =y  firalley > 0.
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§4.2 Der natirliche Logarithmus e

log (y1 - y2) = log y1 +log y2
(L1) V4 far alle yq,y» > 0.
log <y2> =log y1 —log y»

(L2)  (log y)' = % = fur alle y > 0.

<=
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§4.2 Der natirliche Logarithmus RS e

Berechnung von &* und log x:

@ Funktionstafeln
@ Taschenrechner
@ Computeralgebra-Systeme: Mathematica, Maple
X o xk
e &= i
k=0

@ Lineare Interpolation zusammen mit XY = X - &,
y € (0,1), wobei man fir x € Z e* als Potenz berechnet.

@ st z.B. log xg bekannt fir 1 < xg < 10, so erhélt man

fiir x > 10 log x = log (10¥x) = klog 10 + log xo,

1
firO0<x <1 log x =—log X
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Eigenschaften
sin und cos

§4.3 Die komplexe Exponentialfunktion

Betrachten wir fir z € C
o0 Kk n Kk
z . z
D= im >
k=0 k=0

Der Grenzwert existiert flr jedes z € C, d.h. die Reihe ist
konvergent, nach dem Majorantenkriterium.

o _k
expz:=>» -
k=0

Lektion 16 18.12.2009 MIN |



Eigenschaften
sin und cos

§4.3 Die komplexe Exponentialfunktion

(EK1)  exp(z1+22) =exp (z1)-exp (z2) z1,22€C
1

~ e (2)

(EK3) Istinsbesondere z = x + iy mit x, y € R, so folgt

(EK2) exp(—2)

exp(z) = exp(x +iy) = exp(x) - exp(iy) = €* - exp(iy)

(EK4)  exp (2) = exp(2).
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Eigenschaften
sin und cos

§4.3 Die komplexe Exponentialfunktion

Flr beliebige y € R ist

lexp (iy)| = 1.

Wir definieren nun (analytisch)

cos (y) = Re (exp(iy)),
sin(y) = Im (exp(iy)).
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sowie

Eigenschaften
sin und cos

§4.3 Die komplexe Exponentialfunktion

exp (iy)cos (y) + isin(y),

exp(z) = exp(x + iy) = €*(cos (y) +isin(y)).
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Eigenschaften
sin und cos

§4.3 Die komplexe Exponentialfunktion

Aus der Potenzreihe fur exp (z) erhalten wir sofort die
Reihendarstellung von sin und cos

z=x+iy, x=0, yeR,

. > 2
cos () = Fe (exp (1) = 31"z
e8] 2k+1
cos (y) = Im (exp(iy)) = ;(_1)1((2}’/(:1)!
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Eigenschaften
sin und cos

§4.3 Die komplexe Exponentialfunktion
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