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Im Gegensatz zum absoluten Fehler |ỹ − ȳ | kommt es meist
eher den relativen Fehler an:

|ỹ − ȳ |
|ȳ |

≈ |ỹ − ȳ |
|ỹ |

bzw. in Prozent
100 · |ỹ − ȳ |

|ỹ |
%
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Sonderfall:

y = f (x1, . . . , xn) := axc1
1 · x

c2
2 · · · · x

cn
n (5.7.1)

für xi > 0, a 6= 0 und c1, c2, . . . , cn ∈ R.

Es folgt mit linearen Approximation

f (x̄1, . . . , x̄n) =
n∑

j=1

acj(x̄j − x̃j)x̃
c1
1 . . . x̃cj−1

j−1 ~x
cj−1
j x̃cj+1

j+1 . . . x̃
cn
n

+ f (x̃1, . . . , x̃n).
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Dann

ȳ − ỹ
ỹ

=
f (x̄1, . . . , x̄n)− f (x̃1, . . . , x̃n)

f (x̃1, . . . , x̃n)

=

n∑
j=1

acj(x̄j − x̃j)x̃
cj−1
j x̃c1

1 . . . x̃cj−1
j−1 · x̃

cj+1
j+1 . . . x̃

cn
n

ax̃c1
1 . . . x̃j

cj . . . x̃cn
n

=
n∑

j=1

(
cj(x̄j − x̃j)

x̃j

)
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und wir erhalten für den relativen Fehler die Näherung∣∣∣∣ ȳ − ỹ
ỹ

∣∣∣∣ ≈ n∑
j=1

|cj |
|x̄j − x̃j |
|x̃j |

.

Wir halten fest:

Im Sonderfall (5.7.1) ist die relativ Fehler (von y ) eine lineare
Funktion der relativen Fehler (der xj ).
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Die Funktion

D 3 (x1, . . . , xn) 7→ f (x1, . . . , xn) ∈ R

besitze stetige partielle Ableitungen bis zur Ordnung 2.

Lektion 20 19.01.2010 MfN I



Kapitel 5. Funktionen mehrerer Veränderlicher
§5.7 Fehlerrechnung (Fortsetzung)

§5.8 Extrema ohne Nebenbedingungen

Notwendiges Kriterium
Hinreichendes Kriterium

Definition 56.
Man sagt, dass f in a = (a1, . . . ,an) ∈ D ein relatives (oder
lokales) Minimum bzw. ein relatives (oder lokales) Maximum
hat, wenn es eine Umgebung

U := {(x1, . . . , xn) : |xi − ai | < δ, i = 1, . . . ,n}

von a gibt, so dass gilt:

f (x1, . . . , xn) > f (a1, . . . ,an)

bzw.
f (x1, . . . , xn) 6 f (a1, . . . ,an)

 für alle (x1, . . . , xn) ∈ U∩D.
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Definition 57.
Man sagt, dass f in a = (a1, . . . ,an) ∈ D ein globales Minimum
bzw. ein globales Maximum hat, wenn gilt:

f (x1, . . . , xn) > f (a1, . . . ,an)

bzw.
f (x1, . . . , xn) 6 f (a1, . . . ,an)

 für alle (x1, . . . , xn) ∈ D.

Bemerkung.
jedes globale Extremum ist gleichzeitig ein lokales, die
Umkehrung gilt jedoch nicht.
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Satz 42. (Notwendiges Kriterium für die Existenz eines lokalen
Extremums)

Nimmt f in a = (a1, . . . ,an) ein lokales Extremum an, und gibt
es ein δ > 0, so dass die Umgebung

U = Uδ(a) ⊂ D,

so gilt für i = 1, . . . ,n

fxi (a1, . . . ,an) = 0.
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Bemerkung.

Man kann das obige notwendige Kriterium auch wie folgt
formulieren:

Besitzt die partiell differenzierbare Funktion f im Punkt
a = (a1, . . . ,an) ein lokales Extremum, so ist a entweder ein
stationären Punkt

(d.h. im Punkt a alle partiellen Ableitungen 1. Ordnung
gleichzeitig verschwinden)

oder ein Randpunkt des Definitionsbereich.
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Satz 43. (Hinreichendes Kriterium für die Existenz eines
lokalen Extremums, n = 2)

Im Punkte a = (a1,a2) sei

fx1(a1,a2) = fx2(a1,a2) = 0

und zusätzlich

fx1x1(a1,a2)fx2x2(a1,a2)− f 2
x1x2

(a1,a2) > 0

so liegt für

fx1x1(a1,a2) > 0 ein lokales Minimum
fx1x1(a1,a2) < 0 ein lokales Maximum

vor.
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Satz 43. (Fortsetzung)
Ist hingegen

fx1x1(a1,a2)fx2x2(a1,a2)− f 2
x1x2

(a1,a2) < 0

so liegt kein lokales Extremum vor.

Ist
fx1x1(a1,a2)fx2x2(a1,a2)− f 2

x1x2
(a1,a2) = 0

der Fall ist gesondert zu untersuchen.
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