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§9.4 Spezielle Matrizen und lineare Abbildungen Drehungen

Symmetrische Matrizen

In diesem Abschnitt wollen wir einige bedeutsame Matrizen
sowie die dazugehdérigen linearen Abbildungen vorstellen.
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§9.4 Spezielle Matrizen und lineare Abbildungen Drehungen

Symmetrische Matrizen

Fir beliebige n, m € N beginnen wir mit der m x n-Nullmatrix

00 ... 0
00 ... 0
00 ... 0

deren Eintréage ausschlieBlich aus Nullen bestehen.

Sie bildet jeden Vektor des R"” auf den Nullvektor des R ab.

f:R"SR™  f(X)=0€cR"
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§9.4 Spezielle Matrizen und lineare Abbildungen Drehungen

Symmetrische Matrizen

Definition 87.

@ Unter der so genannten Hauptdiagonale der n x n-Matrix
wollen wir die Matrixelemente

aiq, a22,...,48nn

verstehen, die Matrix in einen linken unteren Teil und in
einen rechten oberen Teil trennen.
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§9.4 Spezielle Matrizen und lineare Abbildungen Drehungen
Symmetrische Matrizen

Definition 87. (Fortsetzung)

@ Handelt es sich bei den Elementen einer quadratischen
Matrix oberhalb ihrer Hauptdiagonalen durchweg um
Nullen, so sprechen wir von einer linken unteren
Dreieckmatrix.

Linke untere Dreiecksmatrix

Lektion 10 25.05.2010 MiIN 11



§9.4 Spezielle Matrizen und lineare Abbildungen Drehungen
Symmetrische Matrizen

Definition 87. (Fortsetzung)

@ Sind alle Eintrdge einer quadratischen Matrix unterhalb
der Hauptdiagonalen Nullen, so liegt eine rechte obere
Dreieckmatrix vor.

Rechte obere Dreieckmatrix
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§9.4 Spezielle Matrizen und lineare Abbildungen Drehungen

Symmetrische Matrizen

Betrachten wir Matrizen, bei welchen es sich gleichmafBen um
eine rechte obere wie auch um eine linke untere Dreieckmatrix
haldelt.

Die Matrizen, welche beiden Kriterien geniigen, besitzen
lediglich auf der Hauptdiagonalen Eintrage, die von null
verschieden sind.

Sie werden als Diagonalmatrizen bezeichnet.
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§9.4 Spezielle Matrizen und lineare Abbildungen Drehungen

Symmetrische Matrizen

Diagonalmatrix




§9.4 Spezielle Matrizen und lineare Abbildungen Drehungen

Symmetrische Matrizen

Eine verbreitete Notation fir eine Diagonalmatrix

a1 0 0 e 0

0 ao O ce 0

D= 0 0 as3 0
0 0 O ann

ist auch die Kurzschreibweise

D = diag (a11, a2, - - -, ann)-
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§9.4 Spezielle Matrizen und lineare Abbildungen Drehungen

Symmetrische Matrizen

Ein spezieller Vertreter einer Diagonalmatrix liegt vor, wenn alle
Eintrdge der Hauptdiagonalen aus der Zahl 1 bestehen.

Unter der n-dimensionalen Einheitsmatrix E, verstehen wir die

Matrix
100 ... 0
010 ... 0
E,=| 001 ... 0
0 0O 1
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§9.4 Spezielle Matrizen und lineare Abbildungen Drehungen

Symmetrische Matrizen

Multiplizieren wir die n-dimensionale Einheitsmatrix mit einem
beliebigen Vektor

X1

X2

X=1 X3

Xn

so erhalten wir
1 0 0 X1 X1
010 0 Xo X2
E X = 0 0 1 0 X3 | =] X3 =X,

000 ... 1 Xn Xn

d.h. der Vektor X wird unverandert reproduziert.
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§9.4 Spezielle Matrizen und lineare Abbildungen Drehungen

Symmetrische Matrizen

Die zugehdrige lineare Abbildung
f:R" > R", f(X)=E X=X

bildet also jeden Vektor des R” auf sich selbst ab und wird als
Identitat im R bezeichnet.
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§9.4 Spezielle Matrizen und lineare Abbildungen Drehungen

Symmetrische Matrizen

Beschranken wir uns auf eine Drehung im R? und betrachten
den dargestellen Vektor
(1)
X2

der zusammen mit der positiven x;-Achse den Winkel «
einschlie3t und die Lange / > 0 besitze.

Drehen wir diesen Vektor entgegen dem Uhrzeigersinn um den
Winkel ¢ um den Ursprung, so schlief3t der gedrehte Vektor

=_ (W)
y<}’2)

dem Winkel 5 = a+ ¢ mit der positiven waagrechten Achse ein.
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§9.4 Spezielle Matrizen und lineare Abbildungen Drehungen

Symmetrische Matrizen

2

~
7

g X1

Drehung um den Winkel ¢
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§9.4 Spezielle Matrizen und lineare Abbildungen Drehungen

Symmetrische Matrizen

Aus trigonometrischen Uberlegungen heraus erhalten wir

sinﬁ:@, sina:é,
/ /
cosﬂzy—;, COSa:X—;.

Dann

y1=1-cosg=1-cos(a+¢)=1-cosacos¢—[-sinasing¢
= X1 COS ¢ — Xp SiN @

yo=1-sing=1-sin(a+¢)=1-sinacos¢ + /- cosasingo
= X COS ¢ + Xj Sin ¢.
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§9.4 Spezielle Matrizen und lineare Abbildungen Drehungen

Symmetrische Matrizen

In Matrix-Vektor-Schreibweise notieren sich diese beiden
Gleichungen in der kompakten Form

yi\ _ [ cos¢ —sing X4
yo )\ sing cos¢>><x2>'

Die Abbildung, die einem Vektor X des R? den gedrehten
Vektor ¥ € R? zuordnet, wird also durch die Matrix

A ( cos ¢ —singb)

sing cos¢

dargestellt und ist daher eine lineare Abbildung. Die Matrix A
wird dabei als Drehmatrix bezeichnet.
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§9.4 Spezielle Matrizen und lineare Abbildungen Drehungen
Symmetrische Matrizen

v

]
T

1

Drehung um 45°




§9.4 Spezielle Matrizen und lineare Abbildungen Drehungen
Symmetrische Matrizen

Beispiel 9.4.1 (Fortsetzung)

Die dargestelle Figur kann als Menge von Vektoren (Punkten)
interpretiert werden.

Wollen wir die Figur um den Winkel ¢ = 45° entgegen dem
Uhrzeigersinn drehen, mit dem Ursprung als Drehzentrum, so
haben wir wegen

co0s45° = sin45° = \f

diese Punkte des R? mit der Matrix
A_(cos¢> —Sihqb)_ V2/2 _\@/2>
~ \Using cos¢ )\ vV2/2 2/2

abzubilden.
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§9.4 Spezielle Matrizen und lineare Abbildungen Drehungen
Symmetrische Matrizen

Beispiel 9.4.1 (Fortsetzung)

In Abbildung dargestellt ist beispielweise der Punkt ( ? > der

durch die Drehmatrix A auf den Bildpunkt

(5 3 ()-()

abgebildet wird.
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§9.4 Spezielle Matrizen und lineare Abbildungen Drehungen
Symmetrische Matrizen

Definition 88.

Unter einer symmetrischen Matrix verstehen wir eine
quadratische n x n-Matrix, fir deren Eintrdge gilt

ajj = aji (i,j:1,...,n).

Aquivalent dazu ist, dass die Matrix und ihre transponierte
Matrix (ibereinstimmen, d.h. es ist

A=AT.
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§9.5 Lineare Gleichungssysteme und Matrizenkalkdl

§9.5 Lineare Gleichungssysteme und Matrizenkalkl
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§9.5 Lineare Gleichungssysteme und Matrizenkalkdl

Jedes lineare m x n-Gleichungssystem

ay1Xy + aiXe + ... + aipXn = by
Xy + apXe + ... + agpXn = bo

. . 7
amXy + amXe + ... + ampXn = bnm

bestehend aus m Gleichungen und n Unbekannten, Iasst sich
gleichwertig auch in der Schreibweise

—

AX = b (9.5.1)
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§9.5 Lineare Gleichungssysteme und Matrizenkalkdl

mit der m x n-Koeffizientenmatrix

ayr a2 ... A
A a1 dp2 ... @azp
am dmz2 --.- @mn
und der rechten Seite
by
N
b

darstellen.
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§9.5 Lineare Gleichungssysteme und Matrizenkalkdl

Bringen wir die Matrix A mit der von ihr induzierten linearen
Abbildung
f:R" - R f(X) = AX

in Verbindung, so formuliert sich (9.5.1) noch kompakter zu

f(X) = b.
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§9.5 Lineare Gleichungssysteme und Matrizenkalkdl

Wir kbnnen feststellen, dass

(T
@ ein lineares m x n-Gleichungssystem genau dann Iésbar

ist, wenn der Vektor b im Wertebereich von f liegt.

Handelt es sich bei diesem nicht um den gesamten R™, so
besitzt das LGS fir manche rechte Seiten b keine Lésung.

@ es im Fall der Lésbarkeit des Gleichungssystems
vorkommen kann, dass mehrere Vektoren aus dem
Definitionsbereich R" auf den gegebenen Bildvektor b aus
dem Bildbereich R™ abgebildet werden. Dies entspricht
der Nichtumkehrbarkeit von f.

Das LGS besitzt in diesem Fall mehrere Lésungen.
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§9.5 Lineare Gleichungssysteme und Matrizenkalkdl

Bemerkung.

Dass es sich in letztem Fall bereits automatisch um unendlich
viele Losungen handelt, verdanken wir dem folgenden
Umstand:

Gibt es mindestens zwei verschiedene Losungen X; und X> von
f(X) = AX = b,

gilt also .
f(%1) = f(x2) = b,

so erhalten wir wegen der Linearitat der Abbildung f

F(Xy — Xo) = f(¥4) — f(%) = 0.
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§9.5 Lineare Gleichungssysteme und Matrizenkalkdl

Bemerkung. (Fortsetzung)

Fir jede der unendlich viele Zahlen ¢ € R erhalten wir dann
(wieder aufgrund der Linearitat)

f(% +c- (% — %) = f(%1) +¢- (% — %) = f(%1) = b.

=0

Also besitzt die Gleichung f(X) = b die unendlich vielen

Lésungen
X1+c- (X —X) (ceR).
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Definition und Berechnung von Determinanten

§9.6 Determinanten
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Definition und Berechnung von Determinanten

§9.6 Determinanten

Wir wollen jeder n x n-Matrix A eine reelle Zahl zuordnen,
welche wir als Determinante von A bezeichnen wollen.

Ausdriicklich sei betont, dass diese Gré3e ausschlie3lich fir
quadratische Matrizen definiert ist.
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Definition und Berechnung von Determinanten

§9.6 Determinanten

Die Determinante einer quadratischen n x n-Matrix

a1t a2 ... Aip
A 81 do2 ... @dop
am dp2 ... @amn
wird mit
ayy a2 ... Aaip
detA oder auch roaz fn
ant dap2 ... @ann
notiert.
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Definition und Berechnung von Determinanten

§9.6 Determinanten

Definition 89.
Unter Determinante eine 2 x 2-Matrix A

a a
A— ( 11 12 >
a1 a2

verstehen wir

air a2

det A = det (
azq ax

) ‘= ayidge — ds1ai2 |
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Definition und Berechnung von Determinanten

§9.6 Determinanten

Definition 90.
Unter Determinante eine 3 x 3-Matrix A

a1 a2 a3
A= | ax axn axs
d31 ds2 das3

verstehen wir

detA: = ay1ax2833 + a12823831 + @13821832

— d31dp2a13 — dgpdo3di1 — dagzdo1di2
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Definition und Berechnung von Determinanten

§9.6 Determinanten

Regel von Sarrus

=}
I
LI
U
L
LI




Definition und Berechnung von Determinanten

§9.6 Determinanten

Regel von Sarrus (Fortsetzung)

Neben die dritte Spalte der Matrix setzen wir nochmals die
beiden ersten Spalten.

Wir addieren jeweils die Produkte der drei in Abbildung
dargestellten, von links oben nach rechts unten
verlaufenden Diagonalen.

Davon abziehen miissen wir hingegen die Produkte der
drei von links unten nach rechts oben verlaufenden
Diagonalen.

Lektion 10 25.05.2010 MiIN 11



Definition und Berechnung von Determinanten

§9.6 Determinanten

Definition 91.
Zu

a1 a2 a3
A= | axy ax»n ax
az1 dg2 ass

und 1 < i,j < 3 sei die Adjunkte A definiert als die Zahl
Aj = (1) . det M,

wobei Mj; diejenige 2 x 2-Matrix ist, welche aus A durch
Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte hervorgeht.
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Definition und Berechnung von Determinanten

§9.6 Determinanten

Bemerkung.

Mit dem Begriff der Adjunkten kénnen wir die Regel von Sarrus
auf eine andere Weise formuliert.
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Definition und Berechnung von Determinanten

§9.6 Determinanten

detA: = aj1ax2833 + @12823831 + 13821832
— 831822813 — a32823811 — azzdz14di2

Ausklammern wir beispielweise nacheinander ai4, ai2, ais,
welche die erste Zeile der Matrix A bilden. Wir erhalten

det A = aq1 - (@xpas3 — @spas) + a2 - (823831 — azzdi)
+ a3 - (821832 — az1a2)

:a11det< @22z > +a12-(—1)det< @21 a3 >

dsp ass az1  dasa
a a

+a13det< 21 22 )
sy ds2

= a1 A + anAsz + azAss.
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Definition und Berechnung von Determinanten

§9.6 Determinanten

Genauso gut kdnnen wir beispielweise jeweils die Elemente
ais, ax uUnd ass ausklammern, die in der Matrix A die 2. Spalte
bilden. Wir erhalten dann

det A = ay1a0a33 + @12823831 + A13821832
— azqdpadiz — dzpdpzdiy — daszdz1ai2
= ayp - (8p3a831 — @33a21) + a2 - (&11833 — a31813)
+ asz - (13821 — @23a11)

_312.(—1)det< &1 Ziz >+322det( 1 a1 >

asq a31 ass
a a

+a32-(—1)det< " 13 )
do1  ao3

= a12A12 + appAop + azAsp.
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Definition und Berechnung von Determinanten

§9.6 Determinanten

Bemerkungen.

@ Abhangig davon, welche Elemente a; wir in der Formel
von Sarrus ausklammern, erhalten wir jeweils
unterschiedliche Formeln, die jedoch alle auf den Wert der
Determinanten von A flihren.

@ Wichtig ist lediglich, dass besagte drei Elemente innerhalb
einer Zeile oder einer Spalte der Matrix A liegen.

@ Wahlen wir beispielweise die Elemente aji, ajo, aj3 der
i-ten Matrixzeile, so erhalten wir die Formel

det A = a1 A1 + apApp + anAis.

Man spricht hierbei von einer Entwicklung der
Determinanten von A nach der i-ten Zeile.
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Definition und Berechnung von Determinanten

§9.6 Determinanten

Bemerkungen. (Fortsetzung)

@ Ebenso erhalten wir, wenn wir die Elemente ay;, ao;, as;
der j-ten Matrixspalte wahlen, die Formel

det A = aqjA1j + ajAzj + asjAs).

Man spricht dann von einer Entwicklung der
Determinanten von A nach der j-ten Spalte.
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Definition und Berechnung von Determinanten
§9.6 Determinanten

Definition 92. (Determinante einer n x n-Matrix)
Es sei A eine n x n-Matrix.

Ferner sei Mj; die (n — 1) x (n — 1)-Matrix, die aus A durch
Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte hervorgeht.

Wieder bezeichnen wir
Aj = (—1)" det M

als die Adjunkte von A zum Doppelindex (if).
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Definition und Berechnung von Determinanten

§9.6 Determinanten

Definition 92. (Fortsetzung)
Dann sei die Determinante von A definiert durch

detA = aj1Ajy + - - - + ajipnAin flr jeden Zeilenindexi mit1 < i< n

Entwicklung nac‘f; der i—ten Zeile
oder auch

det A = aqjAqj + - - - + anjAp fir jeden Spaltenindex j mit1 < j < n.

Entwicklung nach der j—ten Spalte
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Definition und Berechnung von Determinanten

§9.6 Determinanten

Die Definition 92 ist eine Beispiel fur eine rekursive Definition.

Sie fuhrt die Definition einer n x n-Determinanten auf die
Berechnung von n Determinanten der Dimension
(n—1) x (n—1) zurick.
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Definition und Berechnung von Determinanten

§9.6 Determinanten

Bemerkung.
Interpretieren wir eine Zahl ¢ € R als eine 1 x 1-Matrix, so
erklaren wir die Determinante dieser ,Matrix“ schlichtig als die
Zahl selbst, also

det(c) :=c.
In unserem Vorhaben, die Determinanten von n x n-Matrizen

fir alle n € N zu erklaren, haben wir damit auch die letzte
Liicke geschlossen.

Zudem erweist sich unter diesen Umstanden die Definition fr
2 x 2-Determinanten

air a2

= @182 — @112 = a1 A1 + anAre.
dzy a2

Lektion 10 25.05.2010 MiIN 11



Definition und Berechnung von Determinanten

§9.6 Determinanten

@ Die Determinanten-Berechnung von Matrizen der
Dimension n x nist bereits fir n = 4 eine Unterfangen mit

hohem Rechenaufwand.

@ Spétestens ab n = 5 ist eine Berechnung von Hand im
Allgemeinen unsinnig, da parallel zum intensiven
Rechenaufwand auch die Gefahr von Rechenfehlern
wachst.

@ Scheuen Sie sich daher nicht, in einem solchen Fall auf die
Hilfe von Computer-Algebra-Systemen zuriickzugreifen.
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Definition und Berechnung von Determinanten

§9.6 Determinanten

Bemerkung.

Rein formal kann das Kreuzprodukt (Vektorprodukt) auch als
Determinante dargestellt werden in der Form

6 € &
X x _}7 =| X1 Xo X3
Yyi Yo Y3

Ausdrucklich muss hierbei erwadhnt werden, dass diese Formel
im wahrsten Sinne des Wortes formaler Natur ist, denn
Vektoren haben innerhalb einer Determinante, deren Eintrage
aus Zahlen bestehen, eigentlich nichts zu suchen. Was das
Auswendigmerken angeht, ist diese Darstellung trotz ihres
formalen Charakters aber durchaus geeignet.
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