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§13.2 Elementare Lésungsverfahren (Fortsetzung)
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Form y’ = f(ax + by + )
Formy’ =f (%)

§13.2 Elementare Lésungsverfahren gy)

Formy’ = — Ty

4. Form y' = f(ax + by + ¢)

Sei f eine stetige Funktion der Linearkombination ax + by + ¢
mit reellen Koeffizienten a, b und c.

Wir substituiren
u(x) :=ax+by(x)+c

was auf die Gleichung
y'(x) = f(u(x))
fahrt. Eine Differentiation von u(x) nach x ergibt

U'(x)=a+by'(x)=a+b-f(u(x)).
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Form y’ = f(ax + by + ¢)
Formy’ =1 (%)

§13.2 Elementare Lésungsverfahren gt¥.y)

/
Formy’ = — h(x.y)

mit gy = hx

4. Form y' = f(ax + by + c) (Fortsetzung)

Damit liegt (nunmehr in den Variablen x und y) der Fall einer
autonomen DG vor. Wir stellen um:

ax_ 1
du ~ a+b-fu)

und erhalten durch ltegration die Lésungsschar

1
x(u) _/a+b-f(u)du

sowie ggf. Sonderlésungen

u(x) = uo

far Nullstellen up der Funktion a+ b - f(u).
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Form y’ = f(ax + by + )

Formy’ff(}f—')
- ’ gXY) i
Formy" = — 63%] mit gy = hx

§13.2 Elementare Lésungsverfahren

4. Form y’ = f(ax + by + c) (Fortsetzung)

Nach Berechnung des Integrals ersetzen wir u in dieser Schar
wie auch in den Sonderlésungen wieder durch den Ausdruck
ax + by + c¢ (Resubstitution) und erhalten eine implizite Form
der allgemeinen Lésung.

Abhangig vom konkreten Beispiel kann mdglicherweise durch
Auflésen nach y die explizite Form y(x) hergestellt werden.
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Form y’ = f(ax + by + ¢)
Formy’ =f (%
Formy’ = —

§13.2 Elementare Lésungsverfahren

g(4,y)

hx.y) mit gy = hx

5. Form y’ = f (£) (Ahnlichkeits-Differentialgleichung,
homogene Differentialgleichung)

Ein formaler Ausdruck f(x, y), welcher fur zwei Werte x und y
das gleiche Resultat liefert wie fir die mit einem gemeinsamen
faktor ¢ gestreckten Werte cx und cy, hei3t homogen oder
auch ahnlich.

Wir nehmen an, dass f auf ganz R definiert ist, so dass wir nur
die Punkte (x, y) € R? mit x # 0 auszunehmen haben.

Lektion 17 29.06.2010 MiIN I



Form y’ = f(ax + by + ¢)
Formy’ =f (%

§13.2 Elementare Lésungsverfahren Jx 9 mit a9y = hy

) /
Formy’ = — hxy)

5. Form y’ = f (£) (Fortsetzung)
Wir setzen

womit wir die Beziehung y’ = f(u) erhalten.

Im Folgenden beachte man, dass die Variablen u = u(x) sowie
¥y = y(x) Funktionen von x darstellen.
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Form y’ = f(ax 4 by + c¢)
Formy’ =f (%

§13.2 Elementare Lésungsverfahren

g(4,y)

h(x,y)

Formy’ = — mit gy = hy

5. Form y’ = f (£) (Fortsetzung)
Direkt aus der Substitutionsvorschrift stammt die Beziehung

y(x) = u(x) - x.
Durch Differentiation nach x erhalten wir daraus
Y'(x) = U (x)-x+u(x)-1=f(u),

was zusammen mit y’ = f(u) auf die Gleichung die wir wegen
x # 0 in der expliziten gestalt

%_U,_f(U)—U
dx X

schreiben kdénnen.
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Form y’ = f(ax 4 by + c¢)
Formy =f(L

§13.2 Elementare Lésungsverfahren

g(4,y)

Form v — =

hx.y) mitgy = h

5. Form y’ = f (£) (Fortsetzung)
Die DG in x und u

du  f(u)—u

dx ~ x
I6sen wir wieder durch Trennung der Variablen: Dadurch
gelangen wir zu der Gleichung

du ax
fluy—u  x

wo wir beidseitig integrieren, d.h.

/f du_/ dx=Inx|+C, (G €R).
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Form y’ = f(ax + by + ¢)
Formy’ = f

§13.2 Elementare Lésungsverfahren ) ,
Formy’ = —

mit gy = hx

g%, y)
h(x,y)

5. Form y’ = f (£) (Fortsetzung)

Bisweilen kann es glnstig sein, den Ausdruck auf der rechten
Seite durch C, := €% > 0 bzw. Cy = In C» unzuformen auf die
Gestalt

In|x|+Cy =In|x|+InCo =In(Cs - |x]) = In|Cs - X] (Cs > 0).
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Form y’ = f(ax + by + ¢)
Formy’ =f (%

§13.2 Elementare Lésungsverfahren Jx 9 mit a9y = hy

) /
Formy’ = — hxy)

5. Form y’ = f (£) (Fortsetzung)

Zusétzlich sind die Losungen
u(x) = up

in die Lésungsschar aufzunehmen, falls up eine Nullstelle der
rechten Seite ist, fall also gilt

f(Uo) — U =0.
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Form y’ = f(ax + by + ¢)
Formy’ =f (%

§13.2 Elementare Lésungsverfahren Form y/ = — i‘() :: mit gy = hy

5. Form y’ = f (£) (Fortsetzung)

Nach der Berechnung des Integrals resubstituiren wir wieder

07
X

u =

und erhalten eine implizite Form der allgemeinen Lésung der
DG.

Méglicherweise kann daraus wieder eine explizite Darstellung
y(x) gewonnen werden.
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Form y’ = f(ax t by + c)
Formy’ =f (%)

13.2 Elementare Lésungsverfahren
§ 9 Form y’ = ggx 7 mit gy = hx

g(x,y)
h(x, y)
Differentialgleichung)

6. Form y' = —

mit g, = hx (Exakte

Wir wollen hier annehmen, dass die Funktionen g(x, y) und
h(x, y) auf einem ebenen Rechteckgebiet R definiert und dort
differenzierbar sind mit stetigen partiellen Ableitungen g, (x, y0
und hx(x, y).

Die entscheidende Rolle spielt bei einer DG dieser Form die
Schwarz’'sche Bedingung g, = hy oder ausfhrlich

0 0 .
a—yg(x,y) = ah(x,y) faralle (x,y) e R.
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Form y’ = f(ax 4 by + c)
Formy 71‘(—)

13.2 Elementare Lésungsverfahren
§ 9 Formy’ = ggx 7

9% y)
h(x,y)

Aufgrund der Annahme g, = hy handelt es um das totale
Differential einer Funktion V(x, y), also

6. Form y’ =

mit g, = hy (Fortsetzung)

dV(x,y) = g(x,y)dx + h(x, y)dy = 0.

Wir kdnnen fir ein totales Differential durch Integration eine
solche Stammfunktionenschar gewinnen durch die Formel

X 4
V(x.y) = / g(&, b)de + / h(x. n)d
a b

mit einem beliebig gewahlten Punkt (a, b) aus dem Gebiet R.
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Form y’ = f(ax t by + c)
Formy’ =f (%)

13.2 Elementare Lésungsverfahren
§ 9 Formy’ = gf(x 7

mit gy = hx

a9(x.y)
h(x, y)

Andererseits ist dV(x, y) = 0 fur alle Punkte (x, y) € R, also
V(x,y) = const = C. Durch Gleichsetzen erhalten wir

/Xg(fab)déJr/yh(X,n)dn—
a b

Diese Gleichung definiert eine Schar impliziter Kurven, welche
der Ausgangsgdifferentialgleichung genigen.

6. Form y' = —

mit g, = hx (Fortsetzung)
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