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Kapitel 7. Integralrechnung in mehreren Veranderlichen

Kapitel 7. Integralrechnung in mehreren Veranderlichen

§7.6 Das Kurvenintegral fir totale Differentiale (Fortsetzung)
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§7.6 Das Kurvenintegral firr totale Differentiale Kurvenintegral tiber geschlossene Kurven

Abschlie3end sei noch ein wichtiger Zusammenhang zum
Integral Uber geschlossene Kurven aufgezeigt:

Definition 71.

Wir nennen eine Kurve C mit der Parametrisierung p(t),
(t € [a, b]) geschlossen, wenn ihr Start- und Endpunkt
zusammenfallen, wenn also

gilt.
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§7.6 Das Kurvenintegral firr totale Differentiale Kurvenintegral tiber geschlossene Kurven

Satz 52.

Die Aussage

\ Das Kurvenintegral ist wegunabhéngig. \

ist dann gleichwertig zur Aussage

Das Kurvenintegral (iber jede geschlossene Kurve C
hat den Wert 0.
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§7.6 Das Kurvenintegral firr totale Differentiale Kurvenintegral tiber geschlossene Kurven

Beweis.
Haben wir es mit zwei Kurven C; und C» zu tun, so ist die
Kurve —C», o Cq geschlossen.

=V

Zur Aquivalenz der Aussagen




§7.6 Das Kurvenintegral firr totale Differentiale Kurvenintegral tiber geschlossene Kurven

Ist das Wegintegral lber jede geschlossene Kurve gleich
null, so auch Uber diese Kurve —C, o Cy, also

o~ el oL
—C50C4 Ci -G Ci Co
woraus sich

A

also die Wegunabhangigkeit ergibt.
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§7.6 Das Kurvenintegral firr totale Differentiale Kurvenintegral tiber geschlossene Kurven

Ist umgekehrt das Wegintegral wegunabhéangig, so gilt fur
eine geschlossene Kurve C, die sich in C; und G,
aufspalten und als C = —C, o C; schreiben lasst,

R B A e e
c —Cy0Cy -c Jo C Cs
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Warmemenge
Entropie

§7.7 Anwendungen

Gegeben sei eine Gasportion vom Volumen V mit gegebener
Temperatur T.

Erhéht man die Temperatur der Gasportion um einen Betrag
dT und lasst das Volumen konstant, so &ndert sich die
Warmemenge des Gases um einen Betrag

dQ(T,V)=C, - dT

mit einer Konstanten C,, die lediglich von der Stoffmenge v der
Gasportion abhangt.
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Warmemenge
Entropie

§7.7 Anwendungen

Andererseits AT

wenn er das Volumen des Gases isotherm, d.h. bei konstanter
Temperatur T, um dV erhéht.

(R ist die allgemeine Gaskonstante).
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Warmemenge
Entropie

§7.7 Anwendungen

Zusammengenommen haben also gleichzeitige Anderungen
dV und dT in Volumen und Temperatur eine Anderungen der

Warmemenge um
oQ(T,vV)y= C, -dT+ RT aVv
~—~ 74
=f(T,V) _atTV)
zur Folge.

MiIN 11

29.04.2010

Lektion 5




Warmemenge
Entropie

§7.7 Anwendungen

Frage:

Gibt es eine differenzierbare Funktion Q(T, V), die einer Gas-
portion vom Volumen V und Temperatur T ihre Warmemenge
Q zuordnet?

Waére dies so, so mUisste es sich bei dem Differential

RT
oQ(T, V)= \Cﬁ« -dT + A -dV
=(T,V) :R’T’V)

um ein totales Differential handeln.
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Warmemenge

§7.7 Anwendungen SiEHE

Jedoch stellen wir fest, dass wegen

R
fV(T7 V):o7 gT(T7 V):V#O

kein totales Differential vorliegt

und es demzufolge auch keine solche Warmefunktion Q(T, V)
geben kann.

Wenn wir Volumen V und Temperatur T des Gases entlang
einer Kurve C andern, ist das Kurvenintegral

/ao:/ c,dr+ v
c c v

in diesem Fall wegabhéngig.
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Warmemenge
Entropie

§7.7 Anwendungen

Im Allgemeinen macht es dabei also wohl einen Unterschied,

@ ob wir ausgehend von T; und V; das Gas zuerst isotherm
auf V, ausdehnen und dann bei konstantem Volumen V,
auf T, erwarmen,

@ oder ob wir umgekehrt das Gas bei konstantem Volumen
V; auf T, erwdrmen und dann das Volumen auf V>
vergréBern.

Lektion 5 29.04.2010 MiIN 11



Warmemenge

§7.7 Anwendungen SiEHE

/N
4 (T2> V2)
(7. 1)
>

Temperatur/Volumen-Anderung mit unterschiedlicher Warmeanderung

Die Warmeéanderung fc 0Q auf diesen beiden Wegen ist in
aller Regel verschieden.
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Wéarmemenge
Entropie

§7.7 Anwendungen

Die Entropie S eines idealen Gases vom Volumen V bei einer
Temperatur T andert sich bei konstantem Volumen um

oS(T,V) = CT” -dT,
wenn wir die Temperatur des Gases um eine kleinen Betrag dT

andern.
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Warmemenge

§7.7 Anwendungen SAERE

Lassen wir hingegen die Temperatur konstant und vergréBern
das Volumen des Gases um dV, so zieht dies eine
Entropiednderung um

dS(T, V) = g -av.

nach sich.
(C, und R sind wieder Konstanten).
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Warmemenge

§7.7 Anwendungen Entropie
Insgesamt haben wir
o8(T. V)= CT ar § dV (7.7.1)
~— -
=h(T.V) =h(T,V)

Gibt es eine von T und V abhangige Entropiefunktion S(T, V),
so dass es sich bei (7.7.1) um deren totales Differential in (T, V)
handelt?
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Wéarmemenge
Entropie

§7.7 Anwendungen

Die Existenz einer solchen Funktion S(T, V) istim Gegensatz
zur nichtexistenten Warmefunktion gesichert:

Denn wegen
06 _4_0R
ovT 9TV
liegt hier tatsachlich ein totales Differential vor.
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Warmemenge

§7.7 Anwendungen SitiEHE

Die Ausdrucke

_% R

(T, V) T hL(T, V) =V

kdnnen dabei als Funktionen auf dem Rechteck
D:{(T,V)ERZ: 0<T<oo,0< V<oo}

aufgefasst werden.

Lektion 5 29.04.2010 MiIN 11



Warmemenge

§7.7 Anwendungen Entropie
Es ist dann
S(T, V)= /f1t1dt—|—/f27't
C,
:/ tdt+/ Rgt=C,inT+RINV
1 1

eine Stammfunktion S(T, V) gegeben, welche die Entropie
einer Gasportion vom Volumen V mit der Temperatur T angibt.
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Warmemenge

§7.7 Anwendungen SAERE

Wir kbnnen dann die Entropie&dnderung berechnen, wenn wir
die Temperatur T und das Volumen V des Gases auf beliebige
Weise,

d.h. entlang einer beliebigen Kurve C von

(Ty, Vi) auf (T, Vo)

andern.
Es ist

C, R B B T Vs
/CTdT+ VdV— S(Tg, V2) - S(T1, V1) =C,lIn T, + RIn v, .
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