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§0

Einfihrung und
historischer Uberblick

Unter einer Minimalfliiche S C R? wollen wir vorliufig folgendes verstehen.

DEFINITION

S st eine 2—dimensionale Untermannigfaltigkeit (= Flache) des dreidimen-
sionalen euklidischen Raums R?, die den Flicheninhalt lokal minimiert.

Das heifit: =~ Wihlt man einen Punkt p € S und dazu eine Kugel B,.(p) € R? um p
mit gendigend kleinem Radius r > 0, so soll

AreaBr (p) (S) < AreaBr (p) (S,)

fiir jede andere Flache S’, die aufierhalb der Kugel B, (p) mit S iibereinstimmt, gelten
(Fig. 0.1). Hierbei bezeichnet
AreaBr (p) (S)

gerade den Flachenanteil von S, der innerhalb der Kugel B, (p) liegt. (Wir verzichten
an dieser Stelle auf eine exakte Definition des Inhalts einer zweidimensionalen Flache,
und reichen diese spéter nach.)

B.(p)

Fig. 0.1

Die Geschichte der Minimalflachen beginnt (vermutlich) 1762 mit J. L. Lagrange, der
die folgende, heute als Plateau—Problem bekannte, Aufgabenstellung formulierte:
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6 M. Fuchs

Gibt es zu einer gegebenen geschlossenen Jordan-Kurve I' C R? eine
Fliche S C R3, welche von T' berandet wird und unter allen solchen
Fldchen kleinsten Inhalt hat?

Lagrange selbst lieferte folgenden Beitrag:  Angenommen, das Problem hat eine
Losung S, von der man zusatzlich weil}, dass sie als Graph Gy einer Funktion f :
) — R iiber einem Gebiet Q C R? erklirt, also von der Form

S = {(u,v,f(u,v)) : (u,v) € Q} =: Gy

ist. Dann ist der Flacheninhalt von S gegeben durch

Aq(f) == /Q V1+|Vf|2dudv.

Betrachtet man nun irgendeine Funktion ¢ € C'(2) mit kompaktem Triger in €,
so ist der Graph S der Funktion f + ey fiir jedes € € R eine Flache mit demselben
Rand wie 5, so dass aus

Area(S) < Area(S:)

sofort
Aa(f) < Aa(f +evp)

folgt. Dies liefert insbesondere

d
— A + =0
d€|0 Q(f 590) ,

was gleichbedeutend ist mit der Gleichung
~1/2
/(1+|Vf|) Vf-Vedudv =0,
Q

welche mittels partieller Integration auf die folgende Gleichung fiihrt.

Minimalflachengleichung in Graphenform:

7%Vf = in *
v( 1+]Vf2>_0 Q. ()

Lagrange behandelte also das Plateau—Problem vom Standpunkt der Variation-
srechnung: Man schrinkt zunichst den Flachenbegriff auf eine iiberschaubare
Teilklasse (ndmlich die Graphen) ein und unterstellt, dass es in dieser Teilklasse
Losungen gibt. Fiir Graphen 1a8t sich der Fliacheninhalt in einfacher Weise als
Doppelintegral (“Variationsintegral”) aufschreiben und die Minimalitdt liefert als
notwendige Bedingung das Verschwinden der sog. ersten Variation, und man
bekommt den

SATZ

Wenn das Plateau—Problem losbar ist und die Lésung zudem mnoch
Graphengestalt hat, so erfillt die den Graphen erzeugende Funktion die par-
tielle Differentialgleichung (x).
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Wir werden in §1 die Schlussweise von Lagrange ausfiihrlich diskutieren und eine
genaue Herleitung von (x) geben.

Lagrange selbst hat sich nicht weiter mit dem Plateau—Problem beschéaftigt, vielmehr
ging es ihm wohl nur darum, mit diesem Beispiel die Macht des neuen Kalkiils “Vari-
ationsrechnung” zu demonstrieren.

Allerdings ist eine explizite Losung von (x) schon rund zwanzig Jahre vor Lagrange
von Euler (um 1744) beschrieben worden. Euler stellte fest, dass die Kettenlinie bei
der Rotation um ihre Achse eine Fliache kleinsten Inhalts erzeugt (das Katenoid,
Fig. 0.8). AuBlerdem bewies Euler (mehr oder weniger), dass die Giiltigkeit von
() aquivalent ist zum Verschwinden der mittleren Kriimmung H einer Fléche.
Diese Beobachtung fiihrt uns direkt in die Differentialgeometrie, namlich auf
das Studium von Flachen mit verschwindender mittlerer Kriimmung. Beziiglich der
Notation sei schon hier eine Warnung ausgesprochen: Aufgrund der historischen
Entwicklung nennt man auch Flachen mit H = 0 oftmals Minimalflichen — das
Verschwinden von H ist jedoch lediglich notwendig, und keineswegs hinreichend fiir
Minimalitat bzgl. des Flacheninhalts.

Nach FEuler und Lagrange findet man Beitrage von Bonnet, Riemann, Weierstraf3
Enneper, Schwarz, Weingarten, Beltrami, Scherk und vielen anderen, die sich um
das Auffinden von speziellen Losungen von (%) und das Studium der Geometrie der
expliziten Losungen bemiihten. Besondere Erwahnung verdienen die Darstellungs-
formeln von Weierstraf3 fir Minimalflichen, die auf funktionentheoretischen
Methoden beruhen.

Mit diesen Ergebnissen war man der Losung des Plateau—Problems — also der
Findung flichenminimaler Objekte bei gegebener Berandung — noch nicht naher
gekommen. Erst Plateau (belgischer Physiker, 1801-1883) lieferte experimentelle
Ergebnisse: Formt man etwa die Randkurve I' aus sehr diinnem Draht und
taucht dieses Gebilde in Seifenlauge, so zeigten Plateaus Untersuchungen zum
Phénomen der Oberflachenspannung, dass der sich dann einstellende Seifenfilm eine
Minimalflache realisiert. Aufgrund dieser Experimente &duflerte Plateau die von
Geometern gestiitzte Vermutung, dass es zu jeder geschlossenen Jordankurve I' eine
eingespannte Minimalfliche geben muss.

FEin systematischer Zugang mit mathematisch exakten Methoden beginnt 1930 mit
den Arbeiten von J. Douglas, T. Radé, R. Courant, die sich den Minimalflachen
vom Typ der Kreisscheibe widmen:

Sei D C R? die Einheitskreisscheibe und ' C R? diffeomorphes Bild der Kreis-
linie OD. Eine Fliche S C R3 mit Rand T heifit vom Typ der Kreisscheibe,
falls es eine regulire Abbildung F : D — R3 gibt mit S = F(D), F(0D) =T.

Hierbei setzt man F' als global injektiv voraus und verlangt, dal DF' in jedem Punkt
den maximal mdglichen Rang (=2) hat. Setzt man die Parametrisierung F' von S
auch noch als konform voraus, d. h. ist

OuF - 8,F =0, |0,F| =|9,F],
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so folgt fiir den Flacheninhalt Ap(F') des Bildes von F

1
Ap(F) = Q/D]DF|2dudv,

d.h. der Flacheninhalt ist (bis auf den Faktor 1/2) das sog. Dirichlet—Integral
von F'. In diesem Rahmen hat das Plateau—Problem folgende Formulierung:

Zur Randbedingung F(0D) =T suche man eine konform parametrisierte
Fliche S = Bild(F), so dass F' das Dirichlet-Integral minimiert.

Neben Courant, Douglas, Radé haben u.a. Hildebrandt, Heinz und Nitsche
an der vollstandigen Losung mitgewirkt; eine befriedigende Losung erfolgte erst in
den 1960er und 1970er Jahren, wobei gleichzeitig einschrankend anzumerken ist,
dass immer noch viele Detailfragen offen sind.

Die Suche nach Minimalflachen vom Typ der Kreisscheibe ist natiirlich ein schein-
bar allgemeinerer Losungsansatz, als sich nur auf Graphenflichen zu beschranken,
aber selbst wenn man eine Losung vom D-Typ gefunden hat, bleibt offen, ob dies
tatsdchlich das Flachenminimum unter allen zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten
mit Rand I ist. Tatséchlich konnte ja das Flachenminimum so aussehen:

Die in Fig. 0.2 gezeichnete Flache mit dem angesetzten Henkel ist nicht einfach
zusammenhéngend und deshalb nicht vom Typ D.

Fig. 0.2

Wir sehen daran, dass die klassischen Methoden, d.h. die Beschrankung der zur
Diskussion stehenden Fliachen auf einen fixierten Typ (Graph oder Kreisscheibe etc.)
nicht in jedem Fall auf das absolute Flachenminimum fithren muss , man bekommt
vielmehr nur Flachen mit mittlerer Krimmung H = 0, die nur in Spezialfillen
absolut minimieren.

Dass die Vorgabe des topologischen Typs i.a. unrealistisch ist, zeigt in einfacher
Weise das folgende

BEISPIEL

Die Randkurve T bestehe aus zwei koaxialen Kreislinien im R? mit Abstand d. Dann
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1483t sich zeigen: Fir d < dp ist die Minimalfliche zum Rand I' das Katenoid
(Fig. 0.3), fiir d > dyp bekommt man dagegen als Losung die Vereinigung der beiden
zu I' gehorigen Kreisscheiben.

Fig. 0.3

Um die mit der Vorgabe einer Parametrisierung zusammenhéngenden Probleme
auszurdumen, haben Federer und Fleming Anfang der 1960 er Jahre die sogenannte
Geometrische Mafitheorie als neue Teildisziplin entwickelt, in der das Plateau—
Problem als rein geometrische Variationsaufgabe in Klassen verallgemeinerter Man-
nigfaltigkeiten ohne Vorgabe einer Parametrisierung formuliert und gelost werden
kann. (Vgl. dazu [Almgren].) Der Zugang der geometrischen Mafitheorie ist Gegen-
stand einer eigenen Vorlesung; wir wollen uns hier mehr oder weniger mit dem
Studium der Minimalflachen in Graphenform begniigen und einige bekannte Satze
beweisen. Aus dem bisher Gesagten geht hervor, dass die Minimalflachentheorie
Beziehungen hat zur

Differentialgeometrie, Variationsrechnung, Theorie der partiellen Differ-
entialgleichungen und Funktionentheorie.

Da Spezialkenntnisse aus diesen Gebieten nicht vorausgesetzt werden, geht es in
den ersten Abschnitten um die Vorbereitung einiger Begriffe. Danach geben wir eine
Herleitung von (x) und beschéftigen uns dann mit den Eigenschaften von Losungen zu
(*). Im letzten Teil dieser ersten Vorlesung geht es um die Frage, wie man Losungen
zu (*) erzeugt.






§ 1

Graphenminimalflachen

Sei 2 C R? eine offene Menge und sei f € C*(Q) eine stetig differenzierbare Funktion,
deren Graph wir mit G bezeichnen wollen. Gy ist eine Flache (= 2-dimensionale
Mannigfaltigkeit im R?), deren Inhalt durch die Formel

Ao(f) :/{2\/1 FIVFE dudo (1.1)

gegeben ist. Hierbei steht V f(u,v) fiir den Vektor mit den Komponenten

of of
<8u(u,v) , 8U(u,v)).

Die Formel (1.1) 148t sich auf zwei Wegen einsehen: Entweder man nimmt (1.1)
einfach als Definition fiir den Flacheninhalt eines Graphen (schlecht, da nicht mo-
tiviert) oder man definiert auf R3 ein zweidimensionales geometrisches Maf} (das
Hausdorff-MaB H?) und zeigt, dass das Maf} eines Graphen gerade durch die rechte
Seite von (1.1) gegeben wird. Wir gehen einen Mittelweg, indem wir uns {iberlegen,

dass
/ V1+|Vf?2dudy
Q

den Fldcheninhalt des Graphen verniinftig wiedergibt: Sei @ = Q(a) ein kleines
Quadrat in Q mit Mittelpunkt a. Auf @ kénnen wir f(z) nédherungsweise ersetzen
durch die affine Funktion ¢ : Q — R,

l(z) := f(a) + Vf(a) - (z —a),
wobei z := (u,v) ist. Es folgt in guter Naherung
Aq(f) = Aq(0),

d.h. die Flache von Gy iiber ) entspricht in etwa der Flache des Graphen von /¢
iiber Q. Wie grof8 ist nun aber Ag(¢) bzw. welchen Wert wird man als sinnvolle
Definition von Ag(¢) ansehen? Dazu schreibe man

Gy = L(Q)+ Lo mit Lo := (0, f(a) —a-Vf(a)),

11
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wobei L : R?2 — R3 die durch Lz := (z,z . Vf(z)) gegebene lineare Funktion ist.
Die Verschiebung Lg sollte am zu definierenden Flécheninhalt des Graphen von /|
nichts &ndern, so dass wir letztendlich darauf gefithrt werden, der Menge L(Q) einen
Flacheninhalt zuzuordnen. Dazu nehmen wir o. E. an, dass Q achsenparallel ist und
die linke untere Ecke gerade im Ursprung liegt:

Q= {561+t62 : Ogs,tge} = {se’l—i—teIQ :0<s,t < 1},
e1 :=(1,0), ey:=(0,1), e:= Kantenldnge von @,
¢ = (,0), €5:=(0,¢e),
und
L(Q) = {sL(e1) + tL(e2) : 0<s,t<e}={sfi+tfa : 0<s,t <1}
L= e, foi= L(eh).

Somit ist L(Q) das von den Vektoren fi, fo aufgespannte Parallelogramm in der
Ebene

E:={(=Vf(a), )} .

Bezeichnet f4 die orthogonale Projektion von fy auf das orthogonale Komplement
von f1 in E, so gilt bekanntlich

Area L(Q) = | f1]l f3-

f5=f2<f2-f1>fl

Wegen

TAATR
wird
APIBE = APIRP - (A f2)? = & (ILeiP|Leaf? = (Ler - Lea)?)
= (14 [0 (@) (1L + 00 (@)]) = (9uf - 0u)* (@)
= (14 |Vi@)).

Deshalb gilt in guter Naherung

Ao(f) = /14 |V f(a)|? Area(Q).
Anschaulich ist klar, dass
Aa(f) = Ay, @, (f)

gelten muss, wenn man {2 mit n achsenparallelen Quadraten Qr = Q(ar) (k =
1,...,n) tberdeckt. Damit wird also

Aalf) = 31+ |V (@) Area(@0) % [ VTHIVTPdudo

k=1

n

bei wachsender Giite n der Zerlegung von ) in achsenparallele Quadrate.



Minimalflichen I 13

Vermoge der vorstehenden Rechnung haben wir erkannt, dass

Aq(f) :/Q\/l—i— |V f|? dudv

ein verniinftiger Ausdruck fiir die Flache von G ist. Es sei ausdriicklich betont, daf
Aq(f) durchaus gleich oo sein kann. Die Endlichkeit von Af(Q2) ist zum Beispiel
dann gesichert, wenn sowohl € als auch V f als beschrankt vorausgesetzt werden.

Nachfolgend seien f von der Klasse C?(£2) und € C%(Q) mit kompaktem Triger in
einer offenen Kreisscheibe D,.(z9) mit D, (z9) C €, d. h. es gelte

sptp:={z€Q : ¢(z) #0} C Dy(2).
Wir schreiben dafiir auch ¢ € C3(D,(20)).

Ist ¢ € R beliebig, so unterscheiden sich die Graphen G; und Gfi., hochstens
auBerhalb des Zylinders D,(zp) x R. Minimiert nun G lokal den Flacheninhalt
unter allen Graphen iiber €, so ist insbesondere

ADT(ZQ) (f) < ADT(ZO)(f + E@)a
und damit folgt

d

N\ 1/2
/ <1+]Vf+6Vg0]) dudv = 0,
d6|0 Dy (z0)

was nach Differentiation unter dem Integralzeichen dquivalent ist zu
2\ —1/2
(1+|VfP) Vi -Vedudv=0.
Dy (20)

Schreibt man

(1+|vs?) 2

= div (¢ (1+ [V/12) 2 V1) —div (1 +]VfP)

Vf-Vop
—1/2

Vf) @
und beachtet, dass nach dem Satz von Gaufl
Dy (20)
ist, erhalt man die Gleichung
. 2\ —1/2 . )
/ d1v<(1+\Vf| ) Vf)godudv:() fiir alle ¢ € C§(Dy(20))-
Dr(z0)
Dies ist aber nur dann moglich, wenn die Grofie
div (14 |V/12) v 1)

auf D, (zp) verschwindet. Da im Falle der lokalen Minimalitét dies fiir jede Kreiss-
cheibe D, (zp) richtig sein muss, ist bewiesen:
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SATZ 1.1
Sei f € C?(2) mit

Ao (f) < Aar(9)
fir jedes kompakt in Q enthaltene Teilgebiet ' (kurz: Q' € Q) und jede
Funktion g € C?(Q) mit spt(f — g) C . Dann 16st f die sog. explizite
(oder nichtparametrische) Minimalfiichengleichung

v 7Vf =0
VI+IVIP

Bezeichnet A f den Laplace—Operator
0? 0?
<au2 - a2> /
so 148t sich die explizite Minimalflichengleichung auch schreiben als

(L+|Vf?) Af = D*f(Vf, V),

wobei D2f(Vf,Vf) die Anwendung der symmetrischen Bilinearform D?f auf das
Paar (Vf, Vf) bedeutet. Ausgeschrieben lautet das Ergebnis:

or\*\ s _,o0f of f or\*\ o*f
1+ (22 |22 —222 22 1+ (=) | == =0
< * (61}) ) Ou? 9u o0 duow " \ B Ov? ’
und man sieht, dass es sich um eine nichtlineare partielle Differentialgleichung
zweiter Ordnung handelt.

Wie wir im néachsten Paragraphen sehen werden, bedeutet die nichtparametrische
Minimalflichengleichung geometrisch, dass Gy eine Flache mit verschwindender mit-
tlerer Kritmmung H ist. Im Falle von allgemeinen Flichen S C R? bedeutet H = 0
jedoch keineswegs, dass S den Fldacheninhalt zu seinem Rand minimiert. (Das ist
wie in der gewohnlichen Extremwertrechnung: das Verschwinden der Ableitung
garantiert noch nicht, dass man eine Minimalstelle gefunden hat.) Anders verhélt es
sich, wenn man die zusédtzliche Information hat, dass die betrachtete Fliche S ein
Graph ist. Genauer gilt:

SATZ 1.2

Sei 2 C R? ein beschriinktes Gebiet mit glattem Rand 9 und sei f € C?(2)N
C1(Q) eine Losung der nichtparametrischen Minimalflichengleichung. Ferner
bezeichne M eine (orientierte) C?~Mannigfaltigkeit mit

i) MCcQxR und
(ii) OM = Gy),q-

Dann ist

Aq(f) < Area(M).
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KOROLLAR
Ist f wie oben und g € C?(Q) N CY(Q) mit g = f auf 99, so folgt

Aa(f) < Aalg).

BEMERKUNG

Ist ©Q nicht konvex, so findet man unter Umstinden zweidimensionale Mannig-
faltigkeiten M mit
oM = Gy,

und M ¢ Q x R, fiir die Area(M) < Aq(f) ist. Satz 1.2 bezieht sich deshalb also
nur auf Vergleichsmannigfaltigkeiten M, die innerhalb des Zylinders 2 x R gelegen
sind.

BEWEIS VON SATZ 1.2

Zunachst stehen wir vor dem technischen Problem, den Flacheninhalt Area(M)
einer C?-Mannigfaltigkeit erkliren zu miissen. Da diese Einzelheiten zu weit
fiihren wiirden, sollte man entweder auf alte Analysiskenntnisse zuriickgreifen
(“Oberflichenmaf}”) oder wie folgt argumentieren: Fiir Graphen haben wir uns eine
Inhaltsformel iiberlegt und kennen damit auch den Inhalt von Flachen, die durch Ro-
tation und Translation aus Graphen erzeugt werden. Jede Mannigfaltigkeit M setzt
sich aber aus abzahlbar vielen Stiicken zusammen, die isometrisch zu gewShnlichen
Graphen sind. Durch Zusammensetzen bekommt man schliefSlich eine Definition fiir
Area(M). Um wenigstens einen Eindruck von der Beweisidee zu bekommen, setzen
wir NV := G und stellen uns die Situation wie in Fig. 1.1 gezeichnet vor.

Sind u, v wie iiblich die Variablen in R? und bezeichnet w die noch fehlende Ortsko-
ordinate des R3, so ist

vn(u,v) = (- Vf(u,v),l)/\/l + |Vf(u,’u)‘2

in jedem Punkt (u,v) € Q ein Vektor senkrecht zu N im Punkt (u,v, f(u,v)).

M

Fig. 1.1

Durch F(u,v,w) := vy(u,v) gewinnen wir ein Vektorfeld auf dem ganzen Zylinder
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Q x R. Man stellt nun fest, dass f die nichtparametrische Minimalflichengleichung
genau dann erfiillt, wenn

divF =0 auf QxR

ist. Es gibt daher ein Vektorfeld ® : Q x R — R? mit F = rot ®. Damit wird wegen
F=vyauf N, |F|=1

und mit dem Satz von Stokes (7ny bezeichne das Einheitstangentenfeld an ON und
H* das k-dimensionale Hausdorff-Maf)

Area(N):/ dstﬂz/ roth>-uNdH2:/ (I)-TNd?'fl:/ O -7 dH!
N N ON oM

= / rot ® - vy dH? = / F - vy dH? < Area(M)
M M
Dabei haben wir unterstellt, dass die Vergleichsflache M orientiert ist, was fiir die
Existenz des Einheitsnormalenfeldes vy notwendig ist.

Wenn man auf den Satz von Stokes verzichten mochte, 148t sich der Beweis auch
mit dem Satz von Gaufl fiihren, wobei allerdings auch wieder an die Anschauung
appelliert werden muss: Wir unterstellen, dass M und N Rand eines Gebietes G
(Fig. 1.1) sind und dass sich der Gaufi—Satz auf G anwenden 1at. Mit den Notatio-
nen von oben ist dann

O—/dideudvdw— F.de”H?_/
G

F-VNdH2+/ F vy dH?
N

oG M

= Area(N) + / F vy dH?,
M

woraus mit F' - vy > —1 die Behauptung folgt. Die Minimalflichengleichung ist hier
wieder nur in der Form div F' = 0 eingegangen. g

Bis jetzt haben wir noch keine Minimalflache explizit konstruiert. Unser Fernziel ist
natiirlich die Losung des

Plateau—Problem fiir Graphenminimalflachen:

Zu einer Kurve I' € R3, die Graph iiber dem Rand 0% eines Gebietes 2 C R?
ist, finde man f: Q — R mit

(i) I'= Gf|aﬂ’
(i) Ao(f) < Aq(g) fir alle g € G,
wobel G = {g Q- R; T = Gglan} ist.

Anschaulich wiirde man so vorgehen: Man wéhlt eine (Minimal-) Folge (f,,) mit

Aa(fn) :/Q 1+ |V 2 dedy & ;relg Aq(g)
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in der Hoffnung, aus (f,) eine konvergente Teilfolge auswahlen zu konnen, die
natiirlich gegen die gesuchte Losung konvergieren sollte. Dieser Zugang mit
Variationsmethoden ist jedoch mit erheblichem Aufwand verbunden, so dass wir
zunéchst dem historischen Weg folgen, und durch spezielle Ansétze Losungen der
nichtparametrischen Minimalflaichengleichung erzeugen.

Wir suchen also Funktionen f : {2 — R mit
of\*\ 0*f . of of *f Of\*\ *f
(” (%) )aua‘zauavauaﬁ v (0) ) e =0

1. Ebenen:
Fiir A € R? und a € R betrachten wir

lu,v) :=A-(u,v) + a,

also eine affin-lineare Funktion auf R2, deren Graph Gy eine Ebene in R? darstellt.
Natiirlich ist ¢ Losung der Minimalflichengleichung, und ein tiefer auf Bernstein
zuriickgehender Satz besagt, dass ¢ auch die einzige ganze (= auf der ganzen Ebene
definierte) Losung der Minimalflichengleichung ist. Das werden wir spéter beweisen.

2. Erste Scherk—Flache:
Man sucht Losungen f der Form
fu,v) = o(u) +1(v)

mit noch zu bestimmenden reellen Funktionen von einer reellen Variablen. Die Min-
imalflachengleichung reduziert sich auf

(1+24'(0)%) ¢"(u) + (1 + ¢'(w))
bzw.
gp”(u)/ (1 + go'(u)Q) = —1//’(1))/ (1 + wl(v)Q) .

Da die linke Seite nur von u, die rechte nur von v abhéngt, folgt die Konstanz der
Ausdriicke, so dass wir die gewOhnliche Differentialgleichung

P =c(l+()?) (ceR)

2

Y'(v) =0

zu 16sen haben. Mit der Substitution X := p’ ist dies gleichbedeutend mit

N = c(1+\?),
und unter Beachtung von % arctant = ﬁ folgt

A(t) = tan(ct + d).

Integriert man A und kehrt zuriick zu f(u,v) = ¢(u) + ¥ (v), so bekommt man die

allgemeine Losung
1. cosa(u—ugp)

fu,v) = ~log

+C
a ~ cosa(v— 1)
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mit C' € R, a # 0 und (ug, vo) € R2.

Die durch
cos U

f(u,v) =log
cos v

gelieferte Fliche heiit Scherk’s erste Fliache (Fig. 1.2). Als moglichen Definitions-
bereich findet man das Schachbrett

{(u,v) € R? : |u—kn| <7/2, |v—fr| <7/2, k+ €Ny gerade}.

%

I
\\“}“\\3\

==

=

Z,
}////

7
"

=

Z

Fig. 1.2

3. Der Ansatz
D% f Jou? =

fiihrt auf die Bestimmungsgleichung
fu,v) = aup(v) + ¥ (v)

mit reellen Funktionen ¢, ¥ und a € R. Ist a = 0, so reduziert sich die Mini-
malflichengleichung auf ¢ = 0, d. h.

f(u,v) =cv+d (c,d €R)

und den Fall affin-linearer f haben wir schon unter 1. beschrieben. Sei deshalb
a # 0. Dann ist die Minimalflachengleichung &quivalent zu

(1+ 262 () (au g (v) + 1" (1) = 202 (v)(v) (au ' (v) + ¥ (0))
<
U () (1+ 6@ (v)) + aug” (v) (1 + a*p?(v)) = 2a*p(v)¢ (V)Y (v) + 2a*u ()" (v)?,
und Koeffizientenvergleich ergibt

2a%p(v)¢' (V)Y (v) = (1 + a’¢*(v)) ¥'(v),

(1.2)
200 (v)p(v)? = (1+ a?¢*(v)) ap” (v).
Dies wiederum ist, wenn ¢’ und v’ nullstellenfrei sind gleichbedeutend mit
wll/'l/}/ — 2a2S0/S0/ (1 +a2802)
(1.3)

<)0///90/ — 2@280/()0/ (1+CL2§02).
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Man rechnet nun nach, dass die zweite Gleichung in (1.3) umgeformt werden kann

zu
90/ / 1 "
0= (012(102_‘_1> = <a arctan((l@)) . (14)

arctan(ap) = abv +ac (b,c € R)

Damit muss also

sein. Schreibt man b statt ab und c statt ac, so erhalt man als allgemeine Losung
von (1.3), (1.4)

1
o(y) = o tan(bv + ¢).
Gleichzeitig liefert (1.3) ¢ /¢ = ¢"/¢', so dass (¢//¢’ )/ = 0 sein muss. Mithin ist

' = c1¢ oder ¢ = c1pp + co. Setzt man die Ergebnisse zusammen, so findet man
mit Integrationskonstanten a, b, ¢, ug, vg

f(u,v) = a(u — up) tan (I;(v —vp)) + ¢

Der Graph Gy von f stimmt bis auf Streckungen und Verschiebungen mit dem der
Funktion
(u,v) = aqutanv

iberein (Fig. 1.3).

Fig. 1.3

4.  Von Scherk stammt der Ansatz, Graphenminimalflichen mit der Eigenschaft

a( af /ou >:0:a< af Jow )
ou (1+|Vf]2)1/2 ov (1+]Vf\2)1/2

zu suchen. Offenbar ergibt vorstehende Gleichung sofort

div (Vf/\/1+ |Vf|2) ~0.

Der Ansatz impliziert, dass

—-1/2

o= 0f/ou(1+ |V wi=0f/0v (1+ V)
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nur Funktionen von v bzw. u sind. Auflerdem gilt
Pt =1+ VTV = VI-@ - =1/VTF VP,
so dass wir
Of jou = [NT=GZ =42, 0f/9v=1/v/T= " = ?

2 2
schreiben kénnen. Nun benutzt man die Symmetrie % = % und findet:

V(1= =% + 92 = ' (1 = 0 —¢?) + ¢/¢%.

Daraus folgt fiir alle u, v die Beziehung
W)/ (1= (W) = ¢ )/ (1 - 9*(v)),

was nur nur dann moglich ist, wenn fiir a € R

W) (-2 w) =a, J@)/(1- ) =a
erfillt ist. Losungen davon sind

p(v) = tanha(v —vy), ¥ (u) = tanha(u — ugp).
Fiir e = 1 und (up,vo) = (0,0) erhélt man (Fig. 1.4):

f(u,v) = arcsin(sinh u sinh v).

Fig. 1.4

Mit diesen Beispielen zu expliziten Losungen der Minimalflichengleichung in
Graphenform wollen wir es bewenden lassen. Natiirlich hat man sich im vorigen
Jahrhundert ausgiebig bemiiht, moglichst viele konkrete Minimalflachen, die nicht
notwendig Graphen iiber ebenen Gebieten sind, zu bestimmen. Dies geschieht durch
Verkniipfen der notwendigen Bedingung H = 0 mit gewissen Symmetrieannahmen.
Eine Ubersicht iiber die so erzeugten klassischen Minimalfliichen (z. B. das Katenoid)
findet man mit den entsprechenden Rechnungen in den Kapiteln “Spezielle Mini-
malfléchen” bei [Nitsche] oder [Lawson)].



§ 2

Lokale Beschreibung
von Flachen

Dieser Abschnitt enthiilt die allgemeine Definition von Flichen in R? als zweidi-
mensionale Untermannigfaltigkeiten und gibt eine Ubersicht iiber elementare ge-
ometrische Konzepte wie Tangentialraum, Krimmung, etc. (Als Quelle zum Selbst-
studium empfehlen wir das Buch von [Do Carmo].)

DEFINITION

Eine Teilmenge S von R? heifit Fliche der Differenzierbarkeitsklasse C” (r €
N), falls es zu jedem p € S offene Mengen V C R3, U C R? mit p € V und
eine Abbildung F': U — V gibt, so dass folgende Aussagen gelten:

(i) F ist von der Klasse C".

(ii

)

) F(U)=5SNnV.
(iii) F ist injektiv.

)

(iv) DF(u,v) hat in allen (u,v) € U den maximalen Rang 2.

R?2 u
Fig. 2.1

21
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Man nennt F' eine lokale Parametrisierung oder ein lokales Koordinatensys-
tem von S bei p.

Bedingung (iv) besagt, dass die Vektoren 0, F(u,v), 0,F(u,v) € R? an jeder Stelle
(u,v) € U linear unabhéngig sein miissen. Folglich kann man sich eine Fléche S lokal
so vorstellen, dass man sie durch Verbiegen eines kleinen Stiicks der Ebene (durch
F) erzeugt. Die Injektivitat von F' schlieft Selbstdurchschneidungen der Flache S
aus.

BEISPIEL

Seien © C R? offen und f € C7(2). Dann ist der Graph G von f eine Fliche der
Klasse C", die sogar eine globale Parametrisierung, namlich die Graphenabbildung

Q5 (u,v) — (u,v, f(u, v)) € R3?,

besitzt.

Verbunden mit dem Flachenbegriff ist das geometrische Konzept der Tangen-
tialebene.

DEFINITION

Ein Vektor n € R? heiBt Tangentenvektor an die Fliche S im Punkt p, wenn
es eine Kurve 7 in S gibt mit

¥(0) =p, F(0)=n.

Die Menge aller Tangentenvektoren an S in p bezeichnen wir mit 7,,S.

Fig. 2.2

Eine einfache Uberlegung zeigt:
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LEMMA 2.1
Sei S eine Flache, p € S und F' eine lokale Parametrisierung von S bei p mit

F(ug,vp) = p. Dann gilt:

a) T,S ist ein zweidimensionaler Untervektorraum von R?, genannt Tan-
P
gentialebene an die Fliche in p.

b) T,S wird aufgespannt von den beiden linear unabhéngigen Vektoren
P
OuF (ug, vg), Oy F (ug,vg), also

T, = DF(uo, v0)(R?).
BEWEIS  Ubungsaufgabe!

Ist F' wie oben eine lokale Parametrisierung bei p € S, so gilt:
1
OuF (u,v) X OpF(u,v) € [Tp(u’v)S}

fir alle Punkte (u,v) aus dem Definitionsbereich von F. Mit anderen Worten: Ist
q € S nahe bei p, so wird durch

O F x O, F
N =5 F o, F

ein lokales Normalenfeld von S bei p erklart.

Eine interessante geometrische Frage ist, ob man eine Flache S stets mit einem
globalen Normalenfeld A versehen kann, d.h. N hingt stetig vom Fufipunkt p
ab und erfiillt [N(p)| = 1 sowie N(p) € (T,,5) fiir alle p € S. Das Beispiel des
Mobiusbandes (Fig. 2.3) zeigt, dass globale Normalenfelder nicht existieren miissen.
Vielmehr ist diese Eigenschaft dquivalent zur Orientierbarkeit von S.

Fig. 2.3
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Im Falle eines Graphen S = Gy kann man sofort ein (globales) Normalenfeld auf-
schreiben:

(_ Vf(u,v), 1>/\/1 + ‘Vf(u, U)}2§

man nennt dieses das kanonische “nach oben zeigende” Einheitsnormalenfeld der
Graphenflache.

Uns interessieren im Folgenden nur lokale Eigenschaften von Fléchen, deshalb konnen
wir uns direkt auf den Fall beschrinken, dass

S =F(Q)
gilt mit einer reguliren Parametrisierung F : R? D Q — R3, wobei F injektiv und

r—mal stetig differenzierbar und 9, F x 0,F # 0 ist. (Offenbar bedeutet letzteres
gerade, dass das Differential von F liberall Rang 2 hat.)

Fiir diesen Fall wollen wir uns iiberlegen, dass
Area(S) := / |OuF X Oy F| dudv
Q
eine sinnvolle Definition fiir den Flacheninhalt von S ergibt.

Wie bei Graphen zerlegt man €2 in kleine achsenparallele Quadrate @) und ersetzt
dort F'(u,v) durch die affin lineare Approximation

L(u,v) = F(ug,vo) + DF(ug,v0)(u — ug,v — vp).

Dann entspricht das Fléchenstiick F'(Q)) dem Anteil L(Q), und genau wie vorhin
erhalt man

© (‘aUF(uo’UO)}z‘a”F(UO’UO)F — (8uF (0, v0)0y F (uo, vo))2>1/2

fiir den Flacheninhalt von L(Q). Wegen

1/2
() = ‘8UF(U(),U[)) X aUF(uo,vO)‘

folgt durch Approximation die angestrebte Beziehung.

DEFINITION

Es sei S = F(Q) eine regulére parametrisierte Flache. Dann heifit
Area(S) ::/ |OuF X Oy F| du dv
Q

der Flacheninhalt von S.
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BEMERKUNG (Parameterinvarianz)

Ist  : Q' — Q ein Diffeomorphismus des Gebietes ' C R? auf €, so parametrisiert
F := F o ¢ natiirlich auch die Flache S. Die bekannte Transformationsregel fiir
Integrale ergibt

/ |0, F x 0,F| dudv = / 0, F x 0, F| du dv,
Q Qf

d.h. Area(S) hingt nicht von der speziell gewéhlten Parametrisierung ab. (Fiir eine
allgemeine Definition des Flacheninhalts, die nicht an eine Parametrisierung von S

gekniipft ist, vergleiche man [Do Carmol, Kapitel 2.8.) O
S:‘;
S
Fig. 2.4

Sei S = F(Q) eine reguldr parametrisierte Flache. Anschaulich (wie auch bei den
Graphen) nennt man S lokal flichenminimal, wenn gilt:

Area(S) < Area(95)

fiir jede Fliche S € R, die sich von S nur innerhalb einer kleinen Kugel unterschei-
det, die den Rand von S nicht trifft. Solche Vergleichsflichen S kann man wie folgt
erzeugen: Fir ¢ : Q@ — R mit ¢ = 0 nahe 09 und |¢| geniigend klein ist

F®(u,v) := F(u,v) + € o(u,v) N (u, v)

reguldre Parametrisierung einer Flache S¢, die durch normale Verschiebung aus S
entsteht (Fig. 2.4 ). Die notwendige Begingung fiir Minimalitét lautet:

d
% Area(5°) =
pEp rea(S¢) =0,

und wir wollen nachfolgend dieser Gleichung einen geometrischen Gehalt geben.
Dies flihrt uns zwangslaufig auf den

Kriimmungsbegriff fiir Flachen:

Sei S = F(Q),F : R?> > Q — R3, eine regulir parametrisierte Flache und p € S
beliebig. Anschaulich wird man die Kriitmmung von S bei p durch die Anderung des
Normalenfeldes N/ messen wollen, die entsteht, wenn man auf S langs einer Kurve ~y
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durch p fortschreitet.

%\]f\ S

Fig. 2.5

Das heifit prazise: Grofie Kriitmmung liegt vor, wenn N seine Richtung bei p schnell
verandert, die Kriimmung ist dagegen fast 0, wenn N — wie bei einer Ebene —
nahezu konstant bleibt (Fig. 2.5).

Um zu einer Definition zu gelangen, wahlen wir ein 7 € TS sowie eine Kurve 7 in
S mit v(0) = p sowie 4(0) = 7. Dann ist ¢ — N (y(t)) eine Kurve auf der Sphére 52
mit N (v(0)) = N(p) und

dfbfv(fwo)w(p»

Die letzte Beziehung besagt nun gerade

ahcflyo./\/'(’y(t)) €T,S.

Da die Bildung %‘0/\/’ (y(t)) nicht von der speziellen Wahl der Kurve v abhéngt
A

(sofern diese v(0) = p, 7(0) = 7 erfiillt) und die Zuordnung

d

zudem linear ist, vergibt man folgende

BEZEICHNUNG

Das Normalenfeld N : S — S? der Fliche S heiit GauB—Abbildung von S. Die
oben in jedem Punkt p € S erkérte lineare Abbildung 7,S — 71,5 heifit das Differ-
ential in p der Gaul —Abbildung, i.Z. dN,,.

ANMERKUNG

(1) Da N nur auf S erklért ist, 148t sich die Gaul ~Abbildung nicht im iiblichen
Sinn ableiten, man kann lediglich ldngs Kurven in S differenzieren.

(2) Offenbar ist dN, ein Gradmesser fiir das Kriimmungsverhalten der Fléche S.
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LEMMA 2.2

Das Differential dA, ist eine selbstadjungierte lineare Abbildung
1,8 — Tp,S.

BEWEIS

Eine lineare Abbildung A : T,S — 7,5 heifit selbstadjungiert (oder auch sym-
metrisch), wenn

A(r)-n=1-An)
fiir alle Vektoren 7, n € T,S ist. (Hierbei steht “” fiir das Skalarprodukt auf R3.)

Sei F' wie iiblich die Parametrisierung von S und «(t) eine Kurve in S mit a(0) = p.
Schreibt man

a(t) = F(B(t))

mit einer geeigneten ebenen Kurve B(t) := (B1(t), 82(t)) im Definitionsgebiet von F,
so folgt:

AN (6(0)) = djbj\f(a(t)) ai Ve ) ()
ON , ON

= 5. (8(0)) B1(0) + - (8(0)) B5(0),

wobei u, v die Variablen im Definitionsgebiet von F' bezeichnen, und N := N o F’
ist. Fiir die speziellen Tangentenvektoren (p := F'(ug, vp))

0 0
%F(UO,U()) =71, %

ergibt sich (8(t) = (uo,v0) +t(1,0) bzw. (ug,vo) +t(0,1))

F(uO,Uo) =:T9

0
— N (ug, o).

0
dNp(71) = == N(ug,v0), dNp(12) = 5

ou

Nun ist dN,, linear und jeder Tangentenvektor 7 € T,,S eine Linearkombination von
71, T2. Die Symmetrie von dN,, ergibt sich demnach, wenn man

71 - ANp(T2) = T2 - AN, (1) (2.1)
verifizieren kann. Es gilt:
71 * dN (’7’2) FF(UO,UO) 87 (UO,Uo)
(o _DOF 00
v UO,UO v Ou Up, Vo) = v Ou up, Vo),
oF

denn g ist tangential, und somit senkrecht zu N. Die Symmetrie der zweiten

Ableitung liefert

9 28 o 10) = 208 (g, )
Jv ou 0 0) T B gy N0 Y0
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und durch analoge Rechnung folgt

d OF
%%(UO,’UQ) = T2 " de(Tl),

also ist (2.1) bewiesen. O

DEFINITION
Die durch
IT,(&,m) := —dNL(€) -

auf T,,S definierte symmetrische Bilinearform heifit die zweite Fundamen-
talform von S bei p.
BEMERKUNG

(1) Das Minuszeichen in der Definition hat historische Griinde.

(2) II, ist eng an die Wahl des kanonischen Normalenfeldes gekniipft, d. h. ersetzt
man N durch —A (Umkehr der Orientierung), so dndert II, das Vorzeichen.
Aus diesem Grund betrachtet man oft die

Vektorielle zweite Fundamentalform:

T, : T,5 x T,S — [T,S] ",
(&n) = —dNL(&) - n N (p),

die offensichtlich invariant ist gegen Anderungen der Orientierung. AuBerdem
ist I, nicht an die Existenz von globalen Normalenfeldern gekniipft, und kann
daher fiir beliebige C2-Mannigfaltigkeiten im R? eingefithrt werden.

Wir geben noch eine (vgl. [Do Carmol, S. 16f. und S. 142f.)

Geometrische Interpretation von II;:

Seien p € S und £ € T),S mit |£] = 1. Man wéhlt eine Kurve «(t) in S mit
a(0)=p, &0)=¢ und |a(t) =1
(Parametrisierung nach der Bogenlénge). Wegen N (a(t)) - é(t) = 0 wird

d

II,(v,v) = —dNp(v) - v = il

N (a(t)) - &(0) = N(0) - &(0),

wobei &(0) bekanntlich der Kriimmungsvektor an « zur Zeit 0 ist, so dass II,(v,v)
den Kriimmungsvektor senkrecht zur Flache S angibt. g

Kehren wir zuriick zum Differential dA, der GauB-Abbildung: Die Symmetrie der
linearen Abbildung ergibt sofort (vgl. [Do Carmo], S. 216)
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LEMMA 2.3

Es gibt eine orthonormale Basis &, 7 in T,,S, bestehend aus Eigenvektoren von
dNp, d.h.
de(g) = _klgv de(n) = _ana

wobei die Vorzeichenwahl fiir die Eigenwerte —ki, —ko wieder historische
Griinde hat.

DEFINITION

Die negativen Eigenwerte k1, ko heilen Hauptkriimmungen, die zugehorigen
Vektorenn &, n entsprechend Hauptkriimmungsrichtungen von S bei p.
Man bekommt ki, ko als Extremwerte von

{weT,S: |jw =1} 3 v~ I(v,v).

Man nennt ) )
H := 3 (k1 + ko) = -5 spur dN,

die mittlere Kriimmung S bei p und

K = ki1ky = det de

die Gau3—Kriimmung von S bei p.

BEMERKUNG

Wir betrachten zur Vereinfachung nur global parametrisierte Flachen S = F(£2) und
beziehen uns stets auf das Normalenfeld NV (p). Insbesondere dndert H(p) (wie auch
II,,) das Vorzeichen, wenn man zu einer anderen Orientierung iibergeht. Zur Vermei-
dung dieser Orientierungsabhéngigkeit betrachtet man in der Regel den mittleren
Kriimmungsvektor

der sich bei Ersetzung von N durch —N nicht dndert. AuBerdem 1afit sich H auch
fiir beliebige (nicht notwendig orientierbare) Flidchen definieren. Dazu wéhlt man
einfach lokal in der Néhe eines Punktes p ein Normalenfeld (dies existiert immer, da
eine C?-~Mannigfaltigkeit ja lokal parametrisiert werden kann).

Wir berechnen nun die erste Variation des Fldcheninhalts Area(S) und stellen den
Zusammenhang zur mittleren Kriimmung her: Zunéchst erinnern wir an die Formel

Area(S):/ |8uF><8vF]dudv:/ v/ det g du dv,
Q Q

wobei
gi1 ‘= GUF . GUF, gi2 ‘= GUF . 8UF =:321, go2o ‘= &JF . &JF

die Koeffizienten der Darstellungsmatrix g := (gij) der sog. ersten Fundamentalform
von S sind.
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Seien N (u,v) := N (F(u,v)), ¢ € C}(Q) und € € R.
Man bildet mit

F#(u,v) :== F(u,v) + ¢ o(u,v)N(u,v) =: F(u,v) + e¥(u,v)

die durch normale Variation entstehende Vergleichsflache S = F¢(Q) (vgl. Fig. 2.4),
deren Inhalt durch

Area(S°) = / v det ¢¢ du dv,
Q
951 = 0y F° - O F°, ¢fg 1= 0u,F° -0, F° =: g5, @59 := OuF°-0,F°
gegeben ist. Es folgt:
d - d
—— Area(S°) = | ——+/detgcdudv
d€|0 0 86‘0

1 0
= —— detg° dud
/zmagb eLg auay

mit
det(g5;) = |0uFI?|0,F | = (9uF - 9,F)’

+ 2e[|0uF |20, F - 0,V + |0, F|*0,F - 0, V]
— 260 F - O, F [(0uF - 9,) + (0uF - 0,%)] + Terme mit Vorfaktor &°.

Damit wird

830 det (g5;) = 2(|0uF P00 F - 0y + |0y F|*0uF - 0,F)

—20,F - 0,F (0,F - 0,V + 0,F - 0,9).
Nun benutzt man die fir ¢, j € {1,2} giiltige Beziehung

o;V - 8jF = 0i(pN) - 8jF =0;pN - 8]‘F + @ O;N - 8]'F
= cpc‘)iN . 8]'F = —(,DII(@Z‘F, 8jF),
die wir uns vorhin im Zusammenhang mit der Symmetrie der zweiten Fundamental-
form iiberlegt haben (dabei: 0; := 0, 02 := 9,). Dabei geht natiirlich die Orthogo-

nalitatsrelation
N-0;F =0

ein. Man bekommt:

af\ det g° = =2 ||0uF|? II(O,F, 0, F) + |0, F|* I (8, F, 0, F)
0

—20,F - 0,F II(9,F, 6UF)] . (2.2)
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Die rechte Seite von (2.2) soll nun in Terme mit H umgeformt werden. Per Definition
ist 1 1
H(p) = =5 Spur dNp, = 5 (I1y(&, &) + y(1,m)),

wobei £, 7 eine beliebige Orthonormalbasis von T,S reprasentieren. Eine solche
kénnen wir aus den Basisvektoren 9, F, 9, F wie folgt erzeugen:

€= 0,F /|0, F),
7= 0uF — (0,F - §)¢&,
n =17/l
Es gilt:
7> = |0, F |2 — (0,F - €)% = |0,F| 2 det g,
und damit

2H = II(£,€) + 7|1 (7,7)
I(&,€) + || 21 (0,F — (0,F - €) € 0,F — (9,F -€) ¢
= (&) (1+ 11 72(0,F - €)*) + || 2@, F, 0,F) — 21 2 0,F - € (9, F€)
= |20 FI> I1(&, &) + || > H(0,F, 0, F) — 21|72 9, F - { (9, F, €)
= [0 7210uF|2(10,FI? TL(0,F, 0,F) + |0, F|* (9, F, 0,F)
— 2(8,F - ,F) (9, F, 8UF)).

Das liefert folgende Formel fiir die mittlere Kriimmung;:

1
H= W2 118, F, 0, F 2.
S det g |0uF|” 11 (Ou F, 0, F") (2.3)

20, F - O F IOy F, 0y F) + |0y F|? I1(8, F, 8uF)]

Kombiniert man schliefilich (2.2) und (2.3), so lautet die erste Variation des
Flacheninhalts

d 1
—— Area(S°) = det ¢° dudv = —2 H \/det g du dv.
pn rea(S%) /92\/Ha€|0 et g° dudv /ap et g dudv

Ist S eine Minimalflache in dem Sinne, dass
Area(S) < Area(S5°)

fiir alle wie oben erzeugten Vergleichsflachen S¢ gilt, so folgt

/ pH +/det gdudv =0
Q

flir beliebige Funktionen ¢ mit kompaktem Tréger in 2, und wir schliefen wegen
detg > 0:
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SATZ 2.4

Sei S = F(9) eine iiber dem Gebiet Q regulér parametrisierte Fliache. Wenn
S unter allen iiber ) parametrisierten Flachen S* mit gleichem Rand den
Flacheninhalt minimiert, so folgt:

H=0.

BEMERKUNGEN

(1) Wie schon mehrfach gesagt, ist die mittlere Kriimmung H ein nur fiir global ori-
entierbare Flichen S im R? sinnvoller Begriff und abhiingig davon, fiir welche
Orientierung man sich entscheidet, d. h. man muss stets ein globales Normalen-
feld auf S auszeichnen, auf das man sich bei der Berechnung von H bezieht.
Fiir lokal flichenminimierende Objekte ist das natiirlich unerheblich: H ver-
schwindet unabhéngig von der fixierten Orientierung.

(2) Grundsétzlich kann man “Flidcheninhalt” (als 2-dimensionales Hausdorff-Maf}
H?) auch fiir nicht orientierbare Flichen erkliren. Fiir diese Objektklasse hat
man ferner die vektorielle mittlere Kriimmung H, und die Aussage von Satz
2.4 lautet entsprechend:

Ist S eine lokal minimale Mannigfaltigkeit in R?, so gilt H = 0 bzw.
H =0, wenn man H bzgl. beliebiger lokaler Parametrisierungen bildet.

0

Zur Vertiefung der geometrischen Begriffe wollen wir die mittlere Kriimmung
fir Graphen S = G ausrechnen und damit auch die Verbindung zur Mini-
malflichengleichung aus Satz 1.1 herstellen. Sei f : @ — R von der Klasse C?
und S = Gy der zugehorige Graph. Als kanonische Parametrisierung bietet sich

F(u,v) := (u,v,f(u, v))

an, mit dem Normalenfeld

N (F(u,v)) = N(u,v) = (—Vf(u,v),())/\/l—l— ‘Vf(u,v)|2.

Dazu gehoren die folgenden Groflen:

OuF = (1,0,0uf), OuF =1(0,1,0,f), OuF -0uF = 0yf0,f,
detg =1+ |Vf[,

[(uF,0,F) = —0,F - 9N = agf/m TV,
(8, F,0,F) = —0,F - 9,N = agf/m TV,
H(9,F,0,F) = —9,F - ,N = auavf/\/l IV
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Aus (2.3) folgt:

1 _
H = S(1+ V) P02 (14 (0u1)?) = 20uf 0uf 0u0uf + O2F (14 (0u1)?) .
Aus dieser Gleichung liest man ab:

f ist Losung der nichtparametrischen Minimalflichengleichung genau dann,
wenn die mittlere Kriimmung H von G identisch verschwindet.

Wir haben uns mit vorstehenden Uberlegungen davon iiberzeugt, dass unser Aus-
gangsproblem “Finde Flachen kleinsten Inhalts” notwendig auf das Studium von
Flachen mit verschwindender mittlerer Kriimmung fiihrt, d.h. Minimalflichen im
eigentlichen Sinn erfiillen insbesondere H = 0. Im néchsten Abschnitt diskutieren
wir einige allgemeine Eigenschaften von reguldr parametrisierten Flachen mit mit-
tlerer Kriimmung H = 0; als Folgerung unserer Uberlegungen charakterisieren wir
mit funktionentheoretischen Argumenten gewisse Klassen solcher Fliachen.






§ 3

Konforme Parametrisierungen
und die Weierstraf3—Darstellung

Interessiert man sich fiir solche Eigenschaften einer Flache, die nicht von der
Parametrisierung abhéngen, so kann man zur Diskussion dieser Eigenschaften
moglichst “gute” lokale Koordinatensysteme einfithren. Es stellt sich heraus, dass
sogenannte konforme Parameter viele Vorziige in sich vereinen (geometrische Grofien
der Fliache S nehmen in konformen Koordinaten eine besonders einfache Form an).

DEFINITION

Sei S C R? eine Fliche und F : Q — S (2 C R?) ein lokales Koordinatensys-
tem. Die Parametrisierung F' heif3t konform, falls

0,F| = |0,F| und 0,F - 9,F =0

auf dem Definitionsgebiet 2 gilt.

Obige Bedingung sagt, dass die kanonischen Tangentenvektoren 0,F, 0,F stets
gleichlang sind und zudem aufeinander senkrecht stehen. Man iiberlegt sich leicht,
dass konforme Parametrisierungen F' winkeltreu sind: Schneiden sich zwei ebene
Kurven 71, 72 in 2 unter dem Winkel o, so schneiden sich die zughorigen Bildkurven
F o7, F o ebenfalls unter diesem Winkel. Eine in voller Allgemeinheit nicht
einfach zu beantwortende Frage ist natiirlich die nach der Existenz von konformen
Koordinatensystemen bei vorgelegter Fliche S. Dies werden wir spater im Spezialfall
klaren, vorab begniigen wir uns mit einigen elementaren Aussagen.

Ist F': Q — S konform, so setzt man
A= |0,F|? = |0,F|?

und sieht
gij = A*6ij

flir die erste Fundamentalform g von S, speziell ist

det g = A%

35
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LEMMA 3.1

Ist F' eine konforme Parametrisierung von S und bezeichnet H die auf S
erklarte vektorielle mittlere Kriimmung, so gilt

AF = 2\*H(F).

Insbesondere steht der komponentenweise gebildete Laplace—Operator AF' auf
S in den entsprechenden Bildpunkten von F' senkrecht.

BEMERKUNG
Definiert man die mittlere Kriimmung H bzgl. des natiirlichen Normalenfeldes
OuF x 0,F |0, F x 0,F)|,
so ist
H(F) = \"2H(F) - 0,F x 9,F,

wir bekommen die sogenannte
H-Flachengleichung: AF =2H o F 9,F X 0,F,

die folgende Bedeutung hat: Zu gegebener Funktion H : R® — R (und
vorgeschriebenen Randbedingungen) sucht man Losungen F' der Gleichung auf €,
die zusétzlich noch die Konformitétsrelation erfiillen. Die Bilder F'(2) sind dann
Flachen, die in jedem Punkt F(u,v) die mittlere Kriimmung H (F') haben. Die Wahl
H = 0 fiihrt als Spezialfall auf die Theorie konform parametrisierter Minimalflichen.
Das H-Fldchensystem hat eine sehr komplizierte Struktur, Existenz— und Regu-
laritatssatze sind erst in den letzten Jahren bewiesen worden, und es gibt immer
noch viele offene Fragen.

BEWEIS VON LEMMA 3.1

Sei
N(u,v) = OuF x 0,F [|0uF x O0,F|

(also N o F' = N). Wir zeigen
AF-9,F =0 = AF - 8,F,

was sofort AF = 9N mit einer geeigneten Funktion 9 :  — R impliziert. Es ist
1 1
O*F -9, F = 3 Du|0uF | = 3 u|0yF|* = 0,F - 0,0,F
= OyF - 0,0,F = 0°F - 9,F — O*F - 0,F = —0°F - O, F,

also AF - 0, F = 0, und die andere Relation folgt ganz analog. Es gilt andererseits:
1

"~ 2detyg
1
S 2)2

H(F) 10,F 2 110, F. 0,F) + 0, FI* TL(0,F, 0,F)]

1

[U(auF, 8uF) + (9, F, 8, F)} -

[8UF - O,N + 0,F - 9,N|.
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Beachtet man

OuF -O,N = —N-0*F und 0,F-9,N = —N -9?F,

so folgt:
1 1
H(F)= -5 AF-N = —
(F) 2)\2 e ¥
und damit AF = 2\2H(F)- N = 2)\2H(F). O

Als Korollar bekommt man

LEMMA 3.2

Sei F' konforme Parametrisierung der Klasse C? einer Fliche S. Dann gilt:

S ist Minimalfliche (H =0) <= F ist harmonisch (AF = 0).

Wir wollen nun kurz andeuten, wie man konform parametrisierte Minimalflachen mit
funktionentheoretischen Methoden beschreiben kann. Sei dazu

F:Q—>R? QcR?=C offen,

eine beliebige Abbildung der Klasse C2. Wir schreiben z = u + iv fiir einen Punkt
(u,v) €  und setzen fiir k =1,2,3

Or(2) == 0 F*(2) — i 0, F*(2). (3.1)
Es folgt
3 3 3
> dr(z) Z (0uF*(2))” =3 (9. F*(2)) —2128 FF(2) 0,F%(2)
k=1 =1 k=1
= |0uF|*(2) — |0, F|? — 20 0,F(2) - 0,F(2), (3.2)
sowie .
> 1okl (2) = 10uF(2)]” + |0:F (2)?, (3.3)
k=1

und man erkennt sofort folgende Aussagen:

(a) ¢p holomorph auf Q fiir jedes k = 1,2, 3 genau dann, wenn F' auf {2 harmonisch
ist.
BEWEIS

Es ist
AFF = 92F*% 4 92F* = 9,Re ¢y, — 9,Im ¢y,

so dass also gilt:

AFF =0 < §,Req¢y = d,Im gy
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Diese Gleichung folgt aber sofort aus der Definition von ¢, denn die
zweiten Ableitungen von F* sind ja symmetrisch. Mithin verschwindet
der Laplace-Operator von F* genau dann, wenn ¢, die Cauchy Riemann—
Differentialgleichungen erfiillt, also eine auf €2 holomorphe Funktion darstellt.

3
(b) F ist genau dann konform, wenn Z $3 = 0 auf Q ist.
k=1

BEWEIS

Dies ergibt sich unmittelbar aus (3.2).

(c) Ist F konform, so gilt:

3
rgDF =2auf @ <= > | >0 auf Q.
k=1

BEWEIS

Offenbar ist rg DF(z) = 2 wegen der Konformitétsrelation gleichbeutend mit
0,F(2) x 0,F(2)| >0 <= |0.F(2)|*|0.F(2)|" = (8uF - 8,F)" > 0

— |0 FE)| >0 = |0.FE)| +|0.F@)] >0

3
= ) |6(2)|> > 0.
k=1

O
Als Konsequenz von (a)—(c) erhélt man:
LEMMA 3.3
Sei F: Q — R? konforme Parametrisierung eines Teils einer Minimalfliiche S
(im Sinne H = 0). Dann gilt:
Or(2) == 0 F*(2) —i 0, F*(2), (k=1,2,3, z=u+iveQ),
sind holomorph auf € mit
3 3
D k(2 =0 und > |k(z)| >0 (3.4)
k=1 k=1
in jedem Punkt z € Q.
O

Nun sind wir aber eigentlich an Verfahren zur Erzeugung von Minimalflichen inter-
essiert, und Lemma 3.3 geht gerade wieder den anderen Weg. Um Minimalflachen
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zu konstruieren, gehen wir aus von drei holomorphen Funktionen

¢17¢27¢3:Q_>(C

mit gemeinsamem Definitionsbereich Q € R? = C aus und verlangen die Giiltigkeit
von (3.4) in jedem Punkt z € Q. Ist 2 einfach zusammenhéngend (anschaulich “ohne
Locher”), so gibt es zu ¢y eine bis auf additive Konstanten eindeutige komplexe
Stammfunktion, zum Beispiel ist dann die Wahl

Ty(z) = / Q) de (€ Q)

moglich, worin fzzo die Integration langs eines beliebigen Weges in €) von zp nach z
bedeutet und zy € € fiir einen beliebigen, aber fest gewéhlten, Basispunkt steht.

Setzt man nun

FF(2) :=ReWi(2) (2€9Q), (3.5)
so ist F': Q — R? eine reell analytische Abbildung, fiir die offenbar gilt:
OuF* — i 0y F* = 0,Re Uy, — i 0,Re Uy, = 9,Re ¥y, + i 9,Im Uy, = W} (2) = ¢p(2)

fir alle z € Q, denn fiir jede holomorphe Funktion f :  — C ist deren komplexe
Ableitung gegeben durch

f'(z2) = 0uRe f(2) +i0, Imf(2) (2 =u+iveEQ).

Mithin sind die gemé$ (3.1) zu F' assozierten Funktionen gerade unsere vorgegebe-
nen holomorphen ¢1, ¢2, ¢3, und aus den Bedingungen (3.4) lesen wir mit unseren
Voriiberlegungen ab: Die in (3.5) definierte Funktion F : Q — R? ist harmonisch,
erfiillt die Konformitétsrelation und hat iiberall maximalen Rang. Allerdings handelt
es sich bei F' im allgemeinen nicht um eine Parametrisierung der Bildmenge F'(€2),
denn iiber globale Injektivitat von F' wird ja nichts ausgesagt. Mit anderen Worten:
F () kann durchaus Selbstdurchschneidungen haben und ist dann gar keine Man-
nigfaltigkeit! (F ist lediglich eine konforme Immersion.) Immerhin lasst sich folgen-
des sagen: Ist (ug,vg) € Q beliebig, so folgt aus rg DF (ug,v9) = 2 die Existenz
einer kleinen Umgebung Q' von (ug,vg) in Q, so dass F|o das Gebiet F() regulér
parametrisiert; folglich ist F'(Q') eine Mannigfaltigkeit mit verschwindender mittlerer
Krimmung, und das ganze Bild F(£2) ist aus solchen Stiicken von Minimalflichen
zusammengesetzt. Wir halten fest:
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LEMMA 3.4

Sei ) C C einfach zusammenhéngend und seien ¢y, : 2 — C auf  holomorph
mit (3.4). Man setzt fiir z9 € Q (bis auf Konstanten)

ﬂ@yzRg/}Mo@ (k=1,2,3, z€ Q).

Dann ist fiir gentigend kleine Teilgebiete ' von © das Bild F(€') eine Min-
imalfliche, die durch F|g reguldr und konform parametrisiert wird. Fiir in-
jektive F ist sogar das ganze Bild F'(§2) eine Minimalfldche.

BEMERKUNG

Verzichtet man auf die Forderung Y, |¢x|> > 0 in jedem Punkt, so bedeutet dies,
dass es ein z € Q gibt mit rg DF'(z) < 2, was wegen der Konformitat dquivalent ist
zu O, F(z) = 0,F(z) = 0. Solche Punkte nennt man Verzweigungspunkte von
F. Verzweigungspunkte sind offenbar genau die gemeinsamen Nullstellen von ¢1, ¢o
und ¢3, die nach bekannten Sétzen iiber holomorphe Funktionen in €2 isoliert liegen,
sich also nicht im Inneren von 2 sondern nur zum Rand 002 hin h&ufen konnen,
vorausgesetzt nicht alle drei Funktionen sind identisch 0.

ZUSATZ 7ZU LEMMA 3.4
Seien ¢1, ¢, ¢3 : 2 — C holomorph, nicht identisch 0, mit

0.

3
> o
k=1

Dann gibt es eine hiéchstens abzéhlbare Menge A C Q ohne Haufungspunkte in €2,
so dass F(€) fiir geniigend kleine Gebiete Q' C '\ A eine regulér parametrisierte
Minimalfldche ist. U

Diese Erkenntnis bringt uns natiirlich der Losung des Plateau—Problems (Konstruk-
tion von Minimalflachen zu gegebener Berandung I') in keiner Weise néher; immer-
hin sind wir jetzt in der Lage, durch Angabe holomorpher Funktionen ¢1, ¢2, ¢3 mit
> x #% = 0 eine Vielzahl von Fléchen mit verschwindender mittlerer Kriimmung zu
definieren. Das fiihrt letztendlich auf:

Die Weierstrafi—-Darstellung fiir Minimalflachen:

Nach den vorstehenden Uberlegungen reduziert sich die Fragestellung darauf, bei
gegebenem Gebiet Q C R? = C holomorphe Funktionen ¢y, : Q@ — C, k = 1,2,3, zu
finden mit

O+ P2+ 2 =0 auf Q. (3.6)

Man erhalt folgende Aussage:
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SATZ 3.1

Sei g : 2 — C meromorph (also holomorph bis auf Polstellen als mogliche
Singularitaten), f : Q@ — C sei holomorph mit folgender Eigenschaft. Hat g in
z einen Pol der Ordnung m, soll f in z eine Nullstelle der Ordnung n > 2m
haben. Dann sind die Funktionen

=5 (=), b= fU+d) wd Gi=fg  (37)

holomorph in € und Lésungen von (3.6). Sind umgekehrt ¢1, ¢2, ¢3 Losungen
von (3.6), fiir welche nicht

o1 =192, ¢3=0

ist, so findet man f, g wie oben beschrieben und mit der Eigenschaft, dass ¢,
¢2, ¢3 durch die Formeln (3.7) gegeben sind.

BEMERKUNG

Sind f, g wie in Satz 3.1, so nennt man F : Q — R mit

R =Te [ 370)(1-60) de
Fa(2)i=Re [ £ 7O0+6(0) d.

Fy()i=Re | T F(O)9(0) de,

mit zg € ), die WeierstraB—Darstellung der “Minimalfliche F(€2)”. Hierbei
ist die Bezeichnung Minimalfliche so zu verstehen, dass Verzweigungspunkte und
Selbstdurchschneidungen zulassig sind, die Einschrénkung von F' auf kleine Gebiete
Q' C Q ohne Verzweigungspunkte aber reguliar konforme Parametrisierungen von
Flachen mit verschwindender mittlerer Kriimmung sind.

Anmerkung: Eine holomorphe Funktion g : Q@ \ A — C heifit auf  meromorph,
wenn A eine abzéhlbare Teilmenge von 2 ist, die sich hochstens zum Rand 02 von 2
hin h#uft, und wenn g in jedem Punkt z € A eine Polstelle hat (vgl. [Cartan], S.45
oder [Behnke, Sommer], S.201).

Meromorphe Funktionen g : Q — € haben die Form g = /1 mit holomorphen Funk-
tionen ¢, : @ — C, wobei ¢ auf ) nullstellenfrei ist und 1 auf einer abzdhlbaren
Menge A C Q verschwindet.

BEWEIS VON SATZ 3.1

Seien f, g wie im Satz beschrieben und ¢y, k£ = 1,2,3, gemaf (3.7) erklart. Ist
2o Pol der Ordnung m von g, so folgt die Beschriinktheit von (fg?)(z) bei z — 2o,
so dass die Singularitit zy von fg? hebbar ist. Erstrecht hat dann fg bei 2z keine
Singularitat, weshalb ¢1, ¢2, ¢3 auf Q holomoroph sind. Die Giiltigkeit von (3.6)
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rechnet man nach.
Seien nun umgekehrt ¢1, ¢a, ¢3 auf Q holomorphe Lésungen von (3.6) und nicht vom
Typ

¢1 =id2, ¢3=0.
Man setzt dann (multipliziere die zweite Gleichung aus (3.7) mit —i und addiere das
Ergebnis zur ersten Gleichung)

. O3
Ji=or=io g'_¢1—i¢2'

Dann ist f holomorph und g meromorph auf Q und aus (3.6) folgt
(1 — i) (¢1 + ig) = — 3,

also
A
$1 — g2
Die linke Seite ist auf £ holomorph, also muss auch fg? holomorph sein, und dies
ist nur moéglich, wenn f in den Polen von g der Ordnung m eine Nullstelle der
Ordnung n > 2m hat. Dass schliellich mit den oben definierten Funktionen f, g die
Beziehungen (3.7) bestehen, rechnet man einfach nach. u

o1+ i = —fg*

ZUSATZ

Sind f, g wie in Satz 3.1 und gilt zusétzlich, dass f in jedem Pol von g der Ordnung
m eine Nullstelle der Ordnung genau 2m hat, und die Nullstellen von f genau die
Polstellen von g sind, so ist F' ohne Verzweigungspunkte.

BEWEIS
Ein Punkt z € € ist genau dann ein Verzweigungspunkt von F', wenn
2 2 2
|91(2)|” + |p2(2)|” + |@3(2)]” =0

gilt, wobei ¢, k = 1,2,3, mit f und g gemaf (3.7) erkléart sind. Speziell ist (vgl. die
vorige Rechnung)

0=¢1(2) +iga(2) = —f(2) - g°(2) und 0= 1(2) —iga(2) = f(2).
Mithin ist z Nullstelle von f der Ordnung 2m und daher Pol von g der Ordnung m.

Vermoge dieser Ordnungsbeziehungen kann aber f(z)g?(z) nicht verschwinden. [

BEISPIEL

Wir betrachten die Funktionen

fz)=2% g(z)=1/=

Offenaber ist f auf C holomorph und ¢ ist meromorph mit der einfachen Polstelle
z=0. GeméaB (3.7) ist

(22 =1), ¢a(z) = % (22 +1), ¢3(2) =z,

N

$1(2) =
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und man erhélt die Weierstrafi-Darstellung;:
F(z)—Re/Zl(CQ—l)dC—Re 2oz
I A —\e 2)
1,9 (2 2
F>(z) = Re *(C —l—l)dC:Rez —+=,
0 2 6 ' 2

z 1
Fs5(z) = Re/ ¢d¢ = iReZQ,
0

also (vermoge der Identifikation z = u + iv <> (u,v))

Fi(u,v) = 6 (v’ — 3uv®) — SW
Fy(u,v) = 6 (v° = 3u’v) — 3
Lo o

F3(u,v) = 3 (u® —v?).

Das ist bis auf Ahnlichkeiten (Streckung mit dem Faktor —% und Spiegelung an der
xy—Ebene) genau die sog. Enneper—Minimalflache, die in Fig. 3.1 dargestellt ist.
(Vgl. dazu auch [Do Carmo], S. 205 und [Leichtwei].) Die Enneper—Fliche ist ohne
Verzweigungspunkte (¢1, ¢2, ¢3 haben keine gemeinsamen Nullstellen), allerdings
treten Selbstdurchschneidungen auf (vgl. [Do Carmo], S.206).

Fig. 3.1

0

Die vorstehenden Uberlegungen haben mehrfach ausgenutzt, dass man lokal kon-
forme Parameter einfiithren kann. Ob dies aber tatséchlich geht, ist nicht ganz of-
fensichtlich. Tatsachlich kann man auf jeder Fliche lokal konforme Koordi-
natensysteme einfiihren (eine Ausarbeitung findet man z. B. bei [Bers|, S. 15-35).
Wir begniigen uns damit, den Existenzbeweis fiir Flachen mit verschwindender mit-
tlerer Kriimmung zu fithren, die Argumente sind dann wesentlich einfacher.
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SATZ 3.2

Sei Q C R? offen und sei F : Q — R? reguliir (d.h. injektiv, glatt und DF
mit maximalem Rang). Auflerdem verschwinde die mittlere Kriimmung von
S =F(Q) (d.h. H(F) = 0). Dann hat jeder Punkt p € S eine Umgebung
V = V(p), so dass SNV iiber einem Gebiet der Ebene konform parametrisiert
werden kann.

BEWEIS

Sei p € S beliebig. Da fiir die vorgegebene Parametrisierung tiiberall rg DF = 2 ist,
kann man S so im Raum R? drehen, dass S lokal bei p Graph einer Funktion f(u,v)
ist, d.h. man findet eine (offene) Kreisscheibe D, (a) C Q und eine glatte Funktion
f:Dr(a) = R mit

SNV =G f

fiir eine geeignete Umgebung V = V(p) C R? von p. Hierbei ist zu beachten,
dass die mittlere Kriimmung eine gegen Rotation invariante Grofle ist und dass man
konforme Parametrisierungen mit Rotationen verketten kann, ohne die Konformitat
zu zerstoren. Man setzt

o1 = (L4 V) 21+ (0.2,

pri= (L+|VI1) 2 0uf 0uf
auf D, (a) und erhélt

Ot = Dupz = —(L+ V)72 |0uf 0uf (14 0uf?) = 0uf? = (1 + |V fP))
+0,f O2F (14 0uf?) + 0.5 O2F (L4 [V 12) = 0us?) |

= — (14 VIR 2021 (1+ 0uf2) = 20uf 00 0u0uF +02F (1+ 0uf?) | = 0,

denn [ . ] ist ja gerade die nichtparametrische Minimalflichengleichung fiir f. Da-
raus folgt:  Es gibt eine (bis auf Konstanten eindeutig bestimmte) sog. Potential-
funktion ® : D,(a) — R, d.h. mit ¢ := (@1, p2) ist

V& =¢ in D,(a), (3.8)

die man sofort explizit angeben kann. Im Fall @ = (0,0) (sonst nehme man eine
Translation vor) ist zum Beispiel

1
D(u,v) = /0 o(tu, tv) - (u,v) dt

eine mogliche Wahl, denn:

1
Ou®(u,v) = / o(tu, tv) - (1,0) + t V(tu, tv) - (u,v) dt
0
1
— / 1 (tu, tv) + ¢ (u Oup1 (tu, tv) + v Oyp1 (tu, tv)) dt
0

1
= / o1 (tu, tv) + ¢ gt 1 (tu, tv) dt = ¢1(u,v),
0
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wobei im letzten Schritt partiell integriert wurde; entsprechend rechnet man
0, ® = @2 nach.

Analog zu @1, @2 definieren wir weiter die Funktionen

V=2, Po:=(1+ |Vf|2)1/2 (1+(0uf)%)

auf D,(a), und schlielen wie oben auf die Existenz einer Funktion ¥ : D,(a) — R
mit

VU =4 in D,(a), (3.9)
wobei 1) := (1, 1) ist. Sei jetzt
A(u,v) = (u+ @(u,v),u+ ¥(u,v)), ((u,v) € Dy(a)).
Wir berechnen die Funktionaldeterminante:
det DA = 0,A1 OyAy — OyAg DAy
=1+ (1+ V)2 2+ 0uf)? + (0u1)%)
+ (VAT + @uh)?) (14 (001)?)
— (LY T OufP0u > 1,

so dass A insbesondere eine kleine Kreisscheibe D,(a) C D,(a) diffeomorph auf eine
Umgebung U = U (b) des Punktes b := A(a) abbildet. (Tatséchlich ist A sogar besser,
vgl. Lemma 5.4.) SchlieBlich betrachten wir die Abbildung

X U > (ﬂ,@) = (A|Bi(a)(ﬂ76)7 f o A|Bi(a)(a’@)) € Gf\DQ(a)

Nach Konstruktion ist klar, dass x den Bereich U auf eine Umgebung von p in
S abbildet, ndmlich auf genau den Teil von S im Kreiszylinder D,(a) x R iiber
der verkleinerten Kreisscheibe D,(a) (Fig. 3.2). Weiterhin ist offensichtlich, dass x
iiberall den maximal moglichen Rang 2 hat, denn dies gilt fiir die Graphenabbildung
und diese wird von rechts mit dem Diffeomorphismus A|Bi (a) verkniipft.
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Nachzurechnen bleiben die Konformitatsrelationen: Mit (u,v) = A|B1 (@) (a,v) wird
o

-1
D) 00 = Oao)™ = (VLR F)

b () )\ L
~ det DA(u,v) ( —pa(u,v) 1+<P1(U7U)> " det DA(u,v) i),

und damit

D(fo A|Bi(a))(ﬂ, ?) = Df(u,v) o D(A|Bi(a))(ﬂ, D)

1 _ 1+(1+|Vf(u,v)‘2)_1/2

~ det DA(u,v) M(u, v) V f(u, ) det DA (u,v)

V f(u,v)

Daraus folgt

m(u,v) =1+ (1+ ‘Vf(u,v)’Q)_1/2Vf(u,v).

Damit bleibt zu zeigen, dass die Spalten X = X (u,v), Y = Y (u,v) der Matrix (H, 7r)
die Konformitatsbedingungen erfiillen:

XY =-20,f0,f(1+|VF2) - <1+ >8uf8vf

_
1+ |Vf]?
1 ~1/2
14+ ——— +2(1+|VfJ? Ouf duf =0
und man rechnet analog nach:
[X[P—|Y]?=0

Damit ist gezeigt:
OuX - Oyx =0, und }c’?ux‘ = }vaL

so dass x eine konforme Parametrisierung von S bei p ist. ([l
Als Anwendung bekommt man:

SATZ 3.3

Sei 2 C R? offen und f : Q2 — R eine zweimal stetig diferenzierbare Losung
der nichtparametrischen Minimalflachengleichung. Dann ist f reell analytisch.
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BEWEIS

Sei (ug,vo) € Q beliebig. Nach den Uberlegungen aus dem vorigen Satz gibt es
eine (kleine) Kreisscheibe D,(ug,vp), eine offene Menge U C R? und einen C*-
Diffeomorphismus A : Dy(ug,vo) — U, so dass

X = (A_l,foA_l) U —= R

die Flache Gy lokal bei (uo, vo, f(uo, Uo)) konform parametrisiert.

Beachte: A ist so regulédr wie die beiden Funktionen ®, ¥. Aus den Formeln (3.8)
bzw. (3.9) folgt, dass die Ableitungen von ®, ¥ nur erste Ableitungen von f enthal-
ten. Fiir C?-Funktionen f sind also auch ®, ¥ von der Klasse C?.

Nach Lemma 3.2 gilt nun

AX = A(Xl’x% XS) = 05

die anschlieend Proposition ergibt daher, dass x1, x2 und x3 reell analytisch sind.
Insbesondere ist A~! reell analytisch (genauer jede Komponente von A1), und damit
auch A selbst. Die Analytizitiit von y3 = f o A~! ergibt also:

f=(foA)oAeC,

was zu zeigen war. O

PROPOSITION

Sei Q € R2 offen und A : Q — R von der Klasse C? eine harmonische Funktion.
Dann ist h reell analytisch.

BEWEIS
Sei D,(z9) C 2 C R? = C. Man sucht eine Funktion H : D,(z9) — R so, dass

f:=h+1iH:D.(2)—C

holomorph ist. Die Analytizitat von f liefert dann sofort die von h.
Sei 0. E. zp := 0. Man setzt an (unterstellt H existiert und mit z := u + iv = (u,v))

1
H(z) = /0 & H(t=)dt + H(0)
-/ WOLH () + 00, H(t2) dt + H(0)
0

= /1 —u Oyh(tz) + v Oyh(tz) dt + H(0)
0

nach den Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen. Da die Konstante H(0) un-
wesentlich ist, wird man auf folgende Definition gefiihrt:

H(z) = /0 0 Ouh(tz) — udyh(tz) di.
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Zu tberpriifen ist, ob fir f := h + ¢H nun wirklich die Cauchy—Riemann—
Differentialgleichungen gelten:

1
OuH () = / —udyh(tz) — tu 8, 0,h(tz) + tv 02h(tz) dt
0

1
:/ —0yh(tz) — tud,0ph(tz) — tv O2h(tz) dt,
0

wobei im letzten Schritt die Harmonizitat von h ausgenutzt wurde. Wegen

%(&,h(tz)) = 10,0, h(tz) + v O2h(tz)

wird also )
O, H (2) = / —u@vh(tz)—t%(avh(tz))dt:—8Uh(z),
0

und mit demselben Argument folgt d,H = Oy h. O

BEMERKUNG

Die Funktion H heifit die zu h konjugiert harmonische Funktion, diese existiert
lokal immer und ist bis auf additive Konstanten eindeutig bestimmt. Auf ein-
fach zusammenhdngenden Gebieten findet man global konjugiert harmonische Funk-
tionen. Umgekehrt gilt wegen der Cauchy—Riemann—Differentialgleichungen: Ust
@ : 2 — C holomorph, so sind Re ¢ und Im ¢ harmonisch auf Q.
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Der Satz von Bernstein

In diesem Abschnitt geht es um den sog. Satz von Bernstein (1916 formuliert und
1927 erschienen, s. [Bernstein]) und damit zusammenhéngende Folgerungen. Der
Satz lautet (vgl. [Nitsche], S.130)

SATZ 4.1  (Bernstein)

Eine ganze C?- Losung f : R? — R der nichtparametrischen Mini-
malflichengleichung ist affin-linear, d.h. der f zugeordnete Graph G ist
eine Ebene in R3.

BEMERKUNG

(1) Der Terminus “ganze Losung” bezieht sich darauf, dass f auf der ganzen Ebene
erklart ist und dort die nichtparametrische Minimalflachengleichung 16st.

(2) Der Satz von Bernstein erinnert in seiner Konzeption etwas an den bekannten
Satz von Liouville iiber ganze holomorphe Funktionen f : C — C, welcher
besagt:

f beschrankt =— f = const.

Als Folgerung des Satzes von Liouville bekommt man den

Satz von Liouville fiir harmonische Funktionen:

Ist h : R? — R Losung von Ah = 0 und zudem beschriinkt, so muss h konstant
sein.

Gleichzeitig gibt es durchaus nichtkonstante und nicht affin—lineare, ganze
Losungen von

Ah=0 auf R?

d. h. aus dem Erfiilltsein der linearen Laplace—Gleichung alleine l&sst sich tiber
die Struktur der Losung noch keine Information gewinnen. Der Satz von Bern-
stein zeigt, dass Losungen nichtlinearer partieller Differentialgleichungen ein
vom linearen Fall vollig abweichendes Verhalten zeigen k” onnen.

49
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(3) Statt Minimalflichen S C R? zu betrachten kann man allgemeiner n—dimen-

sionale minimale Hyperflichen im Raum R™*! studieren. Zum Beispiel ist der
Graph einer Funktion f: Q — R, Q2 C R" offen, genau dann lokal minimal in

R"*!, wenn
v (Vf) =0 auf( (4.1)

VIV

gilt, und viele Autoren haben sich mit der naheliegenden Frage befasst, ob
der Satz von Bernstein auf ganze Losungen von (4.1) ausgedehnt werden kann.
Dies gelang schrittweise fiir n < 7 (z.B. Almgren, De Giorgi, Simons), in
Dimensionen n > 7 gibt es jedoch Gegenbeispiele (vgl. [Nitsche], S.130, fir
Literatur).

Mit Vorkenntnissen aus der Theorie der partiellen Differentialgleichungen kann man
Satz 4.1 auf elegantem Weg beweisen, wir bevorzugen eine schrittweise elementare
Darstellung, die auf einer genauen Analyse der Abbildungseigenschaften des im
Beweis von Satz 3.2 eingefiihrten Diffeomorphismus A beruht: Das Bild der
Kreisscheibe D,(a) unter A enthélt insbesondere eine Kreisscheibe um A(a) mit
Radius 7.

Das ist die Aussage von Lemma 4.4, die ihrerseits aus einigen einfachen Sachverhalten
fiir konvexe Funktionen folgt.

LEMMA 4.1

Sei £ : D — R von der Klasse C? auf einer konvexen Menge D C R?. Die
Hesse-Matrix D?E sei in jedem Punkt positiv definit, d. h.

D?E(z)(z,2) >0 fiiralle z€ D, zeR?\{0}.

Dann gilt:
(VE(z) - VE(y)) - (x —y) >0 (4.2)

fir alle z # y aus D.

BEWEIS
Mit e(t) := E(tz + (1 — t)y) fir ¢ € [0, 1] ist

¢'(1) = €'(0) = (VE(z) — VE(y)) - (z — y)

und

e'(t)=D?’E(tzr+ (1 —t)y)(z —y,x —y) >0 fiiralle te€0,1],

also €/(1) > €/(0).
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LEMMA 4.2

Unter den Voraussetzungen von Lemma 4.1 sei
L:=idp+VE:D—TR? (2,y) (z+0.E(z,y),y+0yE(z,y)).

Dann ist fiir alle x # y aus D

(L(z) = L(y)) - (& —y) > |z — y[*, (4.3)
|L(z) — L(y)| > |z —yl. (4.4)
BEWEIS
(4.3) sieht man direkt aus (4.2):
(L(z) = L(y)) - (z = y) = (VE() ) (@ —y) +le—yP >z -y,

und (4.4) folgt, wenn man die linke Seite von (4.3) nach oben mit der Ungleichung
von Cauchy—Schwarz abschétzt. O
LEMMA 4.3

Mit den Notationen aus den Lemmata 5.1 und 5.2 und D := D,(0) fiir ein
r > 0 gilt: Die Abbildung L ist ein Diffeomorphismus von D, (0) auf ein
Gebiet G C R? und es ist

D, (L(0)) C G, (4.5)

d.h. G enthélt eine Kreisscheibe mit Radius » um L(0).

BEWEIS
Nach (4.4) ist L injektiv, es gilt:
DL(z,y) = I + D*E(x,y),

so dass insbesondere det DL(z,y) > 0 ist fiir alle (z,y) € D. Zusammen mit der
Injektivitat folgt, dass L ein globaler Diffeomorphismus von D auf G := L(D) ist.
Damit ist (4.5) klar, wenn G die ganze Ebene ist. Andernfalls existiert ein Punkt
¢ € R?\ G (abgeschlossen) mit

= LO)| = inf |n— L)

Natiirlich ist £ € 9(R* \ G) = G, und man findet eine Folge (£¢) C G mit & LA €.
Sei (z) C D mit L(xg) = &, also die zugehorige Urbildfolge. Da () beschréankt in
R? ist, hat (x3) nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf8 eine konvergente Teilfolge,
die wir wieder mit (zj) bezeichnen wollen, also:

Tk ﬁ): x firein z € D.
Offenbar ist aber ¢ D, denn sonst héitte man £ = L(z) € G, im Widerspruch zu
€ € 0G. Alsoist x € 9D, d.h. es strebt |zy] LN R, und (4.4) liefert

|L(zx) — L(0)| > |zx|, mithin [ — L(0)| > R.
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Ist also & € D, (L(0)), d.h. [¢' — L(0)| < R, so kann & nicht in R?\ G liegen, weil

gl E0l 27

ist. O

LEMMA 4.4

Sei f : Dy(0) - R Losung der nichtparametrischen Minimalflichengleichung
auf der offenen Kreisscheibe vom Radius r > 0 um den Ursprung. Man setzt
wie im Beweis von Satz 3.2

Az,y) = (z+ @(z,y),y + ¥(z,y)), (z.y) € Dr(0),

wobei ®, ¥ definiert sind durch

9, = (14 |Vf>) 2 (1+0,f2),

)— /
0,0 = (L+|VfP?) 0,1 0,f = 0,9,
0,7 = (1+ V) (1+0,1?).

(

Dann ist A ein Diffeomorphismus D,(0) — G := A(D,(0)) mit

D, (A(0)) C G.

BEWEIS

Gemif 9,® = 9, ¥ findet man eine C?>~Funktion E : D,(0) — R mit
VE = (®,¥) auf D,(0).

Man mache dazu den Ansatz:

E(z,y) = /01 z®(tx, ty) + y Y(tx, ty)dt, (o.E. E(0)=0)

und rechne — mit 0y® = 9, ¥ — nach, dass VE = (¢, ¥) gilt.

Nachzurechnen ist die positive Definitheit von D?E :
O2E = 0,® = (1+ |Vf12) (14 0.12),
0,0,F = 8,® = (1 + [Vf>)/*0,f0,f = 0,V = 9,0, E,
02E = 0,9 = (1+ |Vf1?) (1 +0,/%),
so dass fiir  := (n1,12) € R?\ {0} folgt:
D2E(,n) = (1+VFP) 7 [0} (14 00 f2) + 2mm2 0, £ 0,1 + 13 (1 + 0,1%) |

> (1+ (V2 )
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gemaf
‘2771772 azfayf‘ < 77% azfQ + 77% azfQ
Die Behauptung folgt nun aus Lemma 4.3. g

BEWEIS VON SATZ 4.1

Sei A wie in Lemma 4.4, wobei jetzt der Definitionsbereich von A die ganze Ebene
R? = C ist, und aus Lemma 4.3 folgt, dass A ein Diffeomorphismus auf R? = C ist.
Dem Beweis von Satz 3.2 entnehmen wir weiter: Die Abbildung

C3z (ANz), foA ™ (2)) = F(2) e C

(mit z := & + iy = (x,y)) ist eine konforme Parametrisierung von S = Gy. Nach
Lemma 3.3 sind

Or(2) = 0, F*(2) —i0,F"(2), k=1,2,3,
auf C holomorph mit
Im(¢1¢2)(2) = 0, F*(2) 0y F (2) — 0. F*(2) 0,F*(z) = — det D(F', F?)(2)

1

= —det DAT(z) = — DA(A1(2))

<0,

wobel die Positivitat der Funktionaldeterminante von A benutzt wurde.
Speziell sind ¢1, ¢ nullstellenfrei und es ist

Im (¢2/¢1) = |¢1] > Im (G1¢2) < 0,

so dass 1 := ¢2/¢1 auf C holomorph ist und Imaginérteil < 0 hat. Folglich ist ¢2/¢1
nach einer Variante des Satzes Liouville konstant:

OS2 s () — g—iRet(z) ,Imv())
ist holomorph auf C und durch 1 beschrankt, also konstant. Das ergibt

d _; d ,
— D) - ;2 —igp(2)
0 7, ¢ i P(z)e ,

und da exp ohne Nullstelle ist, folgt d% ¥ (z) = 0, mithin ist (wegen Im < 0)
¢p2=cep1, c=a—1b, b>0.
Dies kann man schreiben als
0, F* = a0, F* —b0,F', 0,F* =b0,F' +ad,F".

Fithrt man die Koordinatentransformation T := T! +iT? : C — C,

T =6 THQ) =" (=gt

ein und betrachtet V := VI +iV?2.C — C

Viz):=T o (FY,F?)(2), V*(2)=T?0 (F',F*)(2) (z2:=x+iy),
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so folgt 0,V = 0, F" und
V2= 0,57 (F2 = aF")) = b7 0,F? — ab™' 9, F' = 0, F",

also 0,V! = 9,V?, und analog sieht man 8yV1 = —0,V? Alsoist V : C — C
holomorph. Damit rechnet man leicht nach, dass F := F o V! ebenfalls konforme
Parameterdarstellung von G ist. Es gilt:

Fl(2) = (F'o (T o (F', F?)) ) (2)
= (F'o (FL,F*) ") (T7'(2))
= (F'o (F',F?)(z +i(ax + by)) = =,
F%(2) = az + by,
mithin haben wir jetzt eine konforme Parametrisierung vom Typ

Csz— (Rez,aRez+bImz,F3(z)).

Bildet man die dazu geméafl Lemma 3.3 gehorigen holomorphen Funktionen (51, (52, (53,
so folgt sofort ) i
¢1 = const, ¢9 =const in C

und aus ), QZE% = 0 folgt q3§ = const in €. Ist diese letzte Konstante 0, so folgt (;33 = 0.
Andernfalls hat ¢3 keine Nullstelle. Durch Ableiten der Gleichung d)% = const folgt
d% ¢3 = 0, also in jedem Fall ¢35 = const. Gemaf

b3 = 0, F> —i0,F3

ist dann VF3 € R? (schreibe jetzt wieder (x,y) statt z) ein konstanter Vektor, und
wir konnen schreiben
F(x,y) = oz + By + 7,

mit Konstanten a, 8,7 € R, d.h. es ist
Gf = {(:U,am +by,ax+ By +7) : (x,y) € ]RQ}
= { @y ae + 857 (y = az) +7); (,9) € R?},
woraus man f(z,y) = (o — Bab~!) z + Bb~ 'y + v fiir alle (z,y) € R? abliest. O

KOROLLAR

Eine beschrinkte ganze Losung der nichtparametrischen Minimalflachengleich
ist konstant. (Denn die Konstanten sind die einzigen beschrénkten affin—
linearen Funktionen.)



§ 5

Folgerungen aus der Struktur
der nichtparametrischen
Minimalflachengleichung

In diesem Abschnitt studieren wir das Verhalten von C?- (und damit reell analytis-
chen) Losungen der nichtparametrischen Minimalflichengleichung

\i B
v (W) =0 (5.1)

auf Gebieten in R2. Es handelt sich bei (5.1) um eine nichtlineare partielle Differ-
entialgleichung zweiter Ordnung, fiir die man trotzdem eine Reihe, aus der The-
orie der linearen elliptischen Gleichung zweiter Ordnung, bekannten Sétze nach-
machen kann. Dazu gehoren insbesondere sog. Maximum—Prinzipien, wo man die
Groflenordnung der Losung auf einem Gebiet €2 durch das Verhalten der Randwerte
beschreibt. Fiir einen allgemeinen Zugang vergleiche man etwa das ausgezeichnete
Buch [Gilbarg, Trudinger]|. Andererseits impliziert gerade die Nichtlinearitidt von
(5.1) eine Reihe verbliffender Aussagen: Neben dem Satz von Bernstein hat man
ein Theorem tiber die Hebbarkeit isolierter Punkte, d.h. gilt (5.1) nur auf einem
punktierten Bereich, so kann man f glatt iiber den moglichen singularen Punkt hin-
aus fortsetzen.

SATZ 5.1  (Maximum-Prinzip)

Seien f, g :  — R Losungen der Minimalflachengleichung (5.1) auf einem
beschrinkten Gebiet Q C R? mit f, g € C°(Q). Dann gilt

(i) f<g+Mauf9Q firein M e R = f<g+ M auf Q.
(i) m+ f<gauf OQ fireinmeR = m+ f<gaufQ.

95
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KOROLLAR

Das Dirichletproblem zur Minimalflichengleichung auf einem beschrankten
Gebiet  C R? hat — wenn iiberhaupt — nur eine Losung, d.h.: Gibt man
eine stetige Funktion ¢ : 02 — IR vor, so gibt es hochstens eine Funktion
feC?*()NCN) mit (5.1) und flsq = ¢ (Dirichlet-Randbedingung).

BEMERKUNG

Das Korollar sagt natiirlich gar nichts dariiber aus, ob man zu gegebener Randfunk-
tion ¢ 16sen kann. Diese Diskussion ist viel schwerer und wird spéter gefiihrt.

BEWEISSKIZZE ZU SATZ 5.1

Wir beschreiben hier eine Vorgehensweise, ndmlich die Wahl geeigneter Testfunktio-
nen, die in der allgemeinen Theorie partieller Differentialgleichungen sehr gelaufig
ist.

Multipliziert man die Gleichung (5.1) fiir f und g mit einer glatten Funktion ¢, die
auf 02 verschwindet, so folgt nach Integration tiber 2 und Anwendung des Satzes
von Gauf} nach Subtraktion der resultierenden Identitaten:

Vf Vg
0= — -Vodz.
/Q<\/1+Vf|2 ¢1+|v912) 7

Ist f < g+ M auf 082, so wahlt man
¢ :=max(0,f —g— M).

Diese Funktion gehort zu C%(Q) mit ¢ = 0 auf 9Q, allerdings ist ¢ im Allgemeinen
nur Lipschitz—stetig. Als Lipschitz—Funktion ist ¢ immerhin noch in fast allen Punk-
ten von 2 differenzierbar mit

VQO = (Vf - Vg) : X[f>g+M] f.i. in Q,

wobei X f>g4 ] die charakteristische Funktion der Menge {zeQ: f(z)>g(x)+M}
bedeutet. In der Theorie der partiellen Differentialgleichungen beweist man durch
Einfithren geeigneter Raume, dass ¢ tatsachlich in obiger Integralidentitéit zugelassen
ist; es folgt:

Vf Vg
0= Vf—-Vg)- — d
/[f>g+M]( =y <\/1+!Vf\2 ¢1+|V9!2> ’
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Andererseits ist fiir p, ¢ € R? und mit ¢(t) := q + t(p — q) fiir t € [0, 1]:

<p—q>-<ﬂip|2—ﬂjw>=<p—q>-/oljt((1+|¢<t>r2)‘”¢<t>)dt
= /0 L BOF) - af — (60 (- 0) L+ ()
= [ 100R) [0+ 1607) - - (60)- (- 0)7]
> [+ o0r) iy - o

Also ist der Integrand in [ [ - dx stets > 0, und das Verschwinden des Inte-

f>g+M]
grals bedeutet demnach

vf Vg
VIHIVIZE 14|V

(Vf—Vg)-( )z() f.4. in [f > g+ M].

Die wiederum ist nach der vorstehenden Abschatzung gleichwertig mit
Vf=Vg fi in[f>g+ M],

also Vo = 0 f.i. in [f > g + M]; ¢ hat Randwerte 0 auf 92 und wie bei glatten
Funktionen gilt auch hier die Folgerung ¢ = 0, also f < g+ M auf €. U

PRAZISER BEWEIS ZU SATZ 5.1

Wir folgen dem “Vergleichssatz fiir quasilineare Gleichungen” aus [Gilbarg,
Trudinger], Theorem 9.2. Sei @ der folgende Differentialoperator

Qu = Au — Z (1 + |Vu|2)7161»u @-u 616]11

.3

Offenbar ist Qu = 0 gleichwertig mit der nichtparametrischen Mini-
malfldchengleichung (5.1). Wir nehmen an:

u,v € CY'(Q)NC*Q), Qu> Qu auf Q, u < v auf 99, (5.2)

und wollen zeigen

u < v auf Q. (5.3)

Hieraus ergeben sich schnell (durch passende Wahlen von w,v) die Aussagen des
vorstehenden Satzes.
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Es ist nach (5.2)

0<Qu—v)=A—v) =Y (1+|Vul?) " udjudidu

i,J
+ Z (1 + IV’U|2)718@"U 8]'1} &'ij
i,J
= Alu—v) =Y (1+|Vul?) ™ 0 dju (9:05u — 0;050)
,J
+ Z (1 + |VU|2)_1 (0111 Ojv — O;u 83’&) 02‘8]"0
,J
_ o Oiudiu | o
= Zz]: [5,] T \VUP] 0;0j(u — v)
+ Z (1 + |VU|2)71 (61’0 Ojv — O;u 83’&) éwjv,
,J

mit den Notationen a;;(p) := ;5 — % (p € R?) und w = u — v also

0 < Z aij(Vu) 5'1'3]'11} + Z [a”(Vu) — aij(Vv)] 81'8]'1).
1, .3
Mit geeigneten stetigen Funktionen 9;; : @ — R? ist

aij(Vu) - aij(Vv) = 191']' . (Vu - Vv), (54)

denn fiir beliebige p, ¢ € R? ist

1 1
aij(p) — aij(q) = /0 %aij (g+tlp—q)dt=(p—q) - /0 Vaii(q+t(p —q)) dt,

also gilt (5.4) mit der Wahl

Vij(x) == /01 Vai; (VU(:L’) + t(Vu(z) — Vv(x))) dt.

Damit wird

Z [al](Vu) - al-j(Vv)] 8,'8]'0 = 219” -Vuw aié?jv = Z (Z 195; 8i8jv> akw.

i, i, k i,
Setzen wir noch

bk(:ﬂ) = Z 19;3 aié?jv,
i,J
so bekommen wir die Differentialungleichung
0< Z a;j 8Z~8jw + Z b Opw =: Lw. (5.5)
i, k

Die Koeffizienten by sind per Definition lokal beschrankt, stetige Funktionen auf €2,
und geméf (5.2) haben wir die Zusatzinformation w < 0 auf 9Q2. Zum Nachweis der
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Behauptung (5.3) nehmen wir indirekt an, dass w im Inneren von €2 einen positiven
Wert annimmt; w|gg < 0 bedeutet dann:

w(zg) = supw(z) > 0,
z€Q

fiir ein 79 € Q. Insbesondere ist dann Vw(xg) = 0 und D?w(x() negativ semidefinit,
also Lw(xg) < 0. Mithin bekommt man sofort einen Widerspruch, wenn man
Q(u) > Q(v) durch die stérkere Bedingung “>" ersetzt, was sich dann in L(w) > 0
niederschlégt.

Wie argumentiert man im allgemeinen Fall?

Sei D € () ein beliebiges Teilgebiet. Samtliche Koeffizienten des Differentialoperators
L sind auf D stetig, also insbesondere auch beschrinkt. (Fiir das Gebiet (2 ist das
nicht klar, denn u, v liegen nur in C?(2) und nicht in C?(Q).) Man findet jetzt
A > 0,bg > 0 mit

Ap? < Zaij pip; fiuralle pe R2?, z € D,
2%
1
— sup ‘b(x)‘ < by.
x€D

Mit v > 0 folgt (bachte a;; > A)
L™ = (YPaw +vb1) €7 > A (3% — ybo) ™™
auf D, und wahlt man ~ geniigend grof}, so ist offenbar
Le™* >0 auf D.
Fiir alle € > 0 bekommt man
L(w+ee’™) >0 auf D,
und daraus schlieft man fiir w, := w + e?*1:

sup we(z) = sup we(z).
€D xz€0D

Wiirde namlich supzw. in einem Punkt g € D angenommen, so héitte man dort
wie vorhin ja Lw.(zo) < 0. Mit € | 0 impliziert das Randmaximumprinzip aber

sup w(z) = sup w.
x€D z€0D

Schliefllich wahlt man fiir D eine Ausschopfung von Q (also eine Folge D, C D)1,
D, € Q mit |J, D, = Q), die Stetigkeit von w bis zum Rand von 2 liefert:

supw = sup w < 0,
zeQ) €002

und genau das wahr zu zeigen. O
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BEMERKUNGEN

(1) Die vorstehenden Rechnungen haben nirgendwo ausgenutzt, dass wir die nicht-
parametrische Minimalflachengleichung in nur zwei Dimensionen betrachten.
Unser Ergebnis gilt wortlich fiir Losungen f € C%(Q) N C°(Q) von

div <Vf/\/1 + \Vf|2> =0
auf beschriankten Gebieten 2 C R™, n > 2.

(2) Ist der Definitionsbereich 2 unbeschrinkt und/oder sind die Losungen f,
g der nichtparametrischen nicht stetig bis zum Rand 0f), so zeigt das
Ausschopfungsargument (D 1 €2) immerhin noch das folgende Vergleich-
sprinzip:

Jiminf (f(2) - g(a)) < J(4) — 9(y) < limsup (f(x) — g(x))

fiir alle y € Q Hier bedeutet 2 3 x — 02, dass man sich dem Rand von
beliebig annahert.

Der vorstehende Satz 5.1 zeigt, dass sich das aus der Theorie der linearen, el-
liptischen Gleichungen zweiter Ordnung bekannte Maximumprinzip durchaus auf
Losungen der nichtparametrischen Minimalflachengleichung ausdehnen ldsst. Die
nachfolgende Uberlegung macht deutlich, dass man im nichtlinearen Fall oft viel
starkere Aussagen treffen kann:

Ist Q@ = Dg(xo) \ Dy(70) ein Kreisring (R > r > 0), so lassen sich auf dDg(zo),
0D, (xy) beliebige stetige Funktionen ¢ : 0Dpg(z9) — R, ¢ : 0D.(xg) — R
vorschreiben, zu denen man eine Losung u : 2 — R des linearen Dirichlet—Problems

Au=0 auf ,

Ulopp(ze) = @5 WD, (zy) = ¢

konstruieren kann. Bei Minimalflachen ist das vollig anders: Laésst sich die Losung
der nichtparametrischen Minimalflichengleichung auf der d&ufleren Sphére 0Dg(x)
durch ein Katenoid kontrollieren, so gilt diese Abschatzung bereits auf dem ganzen
Kreisring. Mit anderen Worten: Die Randwerte auf D, (xo) kénnen insbesondere
nicht mehr beliebig sein. (Die genaue Formulierung findet man in Satz 5.2.) Zur
Vorbereitung reden wir kurz iiber

Das Katenoid:

Das Katenoid wird analytisch beschrieben durch die Gleichung
2% + y* = (cosh 2)?

bzw. in Graphenform

z =+ arcosh /22 4+ 2 auf R?\ D;(0)
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Wahlt man das Vorzeichen +, so heifit der Graph von z = ar cosh \/x2 + y2? oberes
Halbkatenoid, sonst unteres Halbkatenoid (Fig. 5.1).

k:l:

7,0 r—=2
r=1
r=1/2

~_ |
l
I
=
N

Fig. 5.1

Seien allgemeiner fiir r > 0 und a € R

/22 1 12
kf’a(m,y) := +ar cosh <x+y> +a

r

und

K;’fa = Gk%
mit Definitionsbereich R? \ D,(0). Wir schreiben kiirzer kF bzw. KF, wenn a = 0
ist. Die Graphen Kﬂfa gehen durch Ahnlichkeitstransformationen aus dem oberen
bzw. unteren Halbkatenoid hervor, die Konstante a bewirkt z.B. eine vertikale
Verschiebung (vgl. Fig. 5.1), und kri’a losen auf ihrem Definitionsbereich die nicht-
parametrische Minimalflachengleichung.

SATZ 5.2

Seien 0 < r < R gegeben und sei D C Dg(€) \ D,(€) ein Gebiet. Sei f eine
Losung der nichtparametrischen Minimalflichengleichung auf D. Gilt dann
fiir ein @ € R

limsup [ f(z) — k, ,(z)] <0

T,a —=
Tr—xQ

fir alle Randpunkte xg € 9D \ 9D, (£), so ist

f(z) <k o(z) firalle ze€D

(vgl. dazu Fig. 5.2).

BEMERKUNG

Der Spezialfall D = Dg(€)\D,.(€) verdient besondere Beachtung: Weifi man f < k~
auf dem Rand der dufleren Kreisscheibe, so gilt f < k™ auf dem ganzen Ring. Daraus
bekommt man den
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EinschlieBungssatz fiir Minimalflachen:

Ist f : Dg(&) \ D.(§) — R eine Losung der nichtparametrischen Mini-
malflichengleichung, und bezeichnet k* das auf R2 \ D,(¢) definierte obere bzw.
untere Halbkatenoid, mit

kTt < f <k~ auf dDg(¢),

so hat man kT < f <k~ auf Dg(¢)\ D,(§) (vel. Fig. 5.2).

— k, (0Dpg)

T

Fig. 5.2

BEWEIS VON SATZ 5.2
Ohne Einschrinkung sei r := 1, a := 0 und D := Dg(0) — D1(0). Fiir 1 <r < R sei

wobei k™ := ki ist. Ferner nehmen wir an, dass f auf D stetig ist und f < k~ auf
Dpr(0) erfiillt. Wir unterscheiden zwei Falle:

Fall 1:  f ist stetig differenzierbar auf D. Dann konnen wir direkt argumentieren
und brauchen das Hilfskatenoid nicht einzufithren. Gilt sogar f < k= auf 9D;(0),
so ist die globale Aussage direkte Folge aus dem Maximum—Prinzip (Satz 5.1). Ist
f > k™ irgendwo auf 9D;(0), so wéhlt man ein z¢ € 0D;(0) mit

0 < fzo) — k™ (x0) = M = pomax f(z) =k~ (),

und Satz 5.1 impliziert f(z) — k™ (z) < M auf dem ganzen Ring D.
Fiir z mit |z] > 1 ist
1

V=T

( ) f(tx()) (t.ﬁU()), t>1,
(beachte:  tzg € D fiir t € (1, R)) offenbar

VEk=(z) = —

also gilt fur

(I)/(t) =xo - Vf(tzy) + > 0,
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denn V f ist nach Voraussetzung ja beschriankt. Mithin ist ® streng wachsend und
O(t) > M firt>1,

was aber f(x) — k7 (x) < M auf D widerspricht.
Fall 2:  f ist nicht notwendig C' auf D. Dann gilt:

f—k, <e auf 0Dgr(0).
Sei D" := Dg(0) \ D,(0). Im Fall
f—Fk  <e aufdB,(0)

liefert Satz 5.1
f—Fk <e auf D" (5.6)

Im anderen Fall existiert ein xg € 0D, (0) mit

rm = f(xo) — k; (z0) = poax f(x) =k () > e

und Satz 5.1 ergibt
f—k- <m auf D" (5.7)

GemaB r > 1 ist V f(zp) beschrankt (z¢ ist innerer Punkt von D), und durch Betra-
chten des Gradienten von k,  sieht man (wie vorhin):

f(@) =k () > f(xo) — Ky (20)

fiir alle 2 aus einer punktierten Umgebung von xy in D", was (5.7) widerspricht.
Die Annahme war also falsch, und es folgt (5.6). Lé&sst man r von oben gegen
1 gehen, so liefert (5.6) sofort f < k= auf D, denn die Katenoide konvergieren
gleichméfig gegeneinander. Die allgemeine Aussage von Satz 5.2 folgt durch ahnliche
Betrachtungen. O

Wir kommen jetzt zum Satz von Bers (1951) (vgl. [Nitsche|, S. 549 oder [Osserman],
Thm. 10.2) iber die Hebbarkeit isolierter Singularititen, der sich vollig aus der
linearen Theorie heraushebt: Ist D’ eine Kreisscheibe um 0, aus der der Ursprung
herausgenommen wurde und

u:D - R

eine C?-Losung der linearen Gleichung Au = 0 auf D', so lisst sich die Singularitéit
bei 0 i.a. nicht heben, d.h. ohne weitere Voraussetzungen ist es i.a. nicht moglich,
u als glatte Losung in den Ursprung hinein fortzusetzen. Dies zeigt das Beispiel der

Funktion
u(z,y) :=log\/x2 +y2, x*+y>>0.

Als Vorbereitung fiir den Satz von Bers beweisen wir zunéchst die Beschréanktheit
von nichtparametrischen Minimalflachen an isolierten Singularitaten.
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SATZ 5.3

Sei f eine C?-Lésung der nichtparametrischen Minimalflichengleichung auf
der punktierten Kreisscheibe

Dg(0) := Dg(0) \ {0},

auBerdem sei f stetig auf Dg(0) \ {0}. Dann gilt:

sup  f(z) < sup  f(z),
z€DR(0) r€0DR(0)

inf f(z)> inf f(2).

€D R(0) z€ODR(0)

BEMERKUNG

Im vorstehnden Satz kennt man das Randverhalten von f : @ — R bis auf einen
moglichen Punkt aus 02. Trotzdem gilt das bekannte Randmaximumprinzip. All-
gemeiner kann man f € C?(f2) diskutieren, wo endlich viele Ausnahmepunkte
P1, ..., Pm € 09 zugelassen sind. Dann bekommt man immerhin noch

sup f(z) < lim sup f(@),
zeQ Q2200 {p1,.-.,.pm }

und eine entsprechend Ungleichung fiir das Infimum.

Die iibliche Anwendung sieht so aus: () ist ein ebenes Gebiet, das aus einem an-
deren Gebiet D C R? durch Entfernen endlich vieler innerer Punkte py, ..., pm € D
entsteht, also

Q:D\{pl,...,pm}, 8Q:E9Du{p1,...,pm}.
Ist f dann z.B. aus C?(Q2) N C%(Q U D), so folgt

limsup  f(x) = sup f(a),
Q32—00\{p1,-.-spm } x€dD

mithin
sup f(z) < sup f(),
e x€dD
so dass f bei Anndherung an die singuldren Stellen pq,...,ps, beschriankt bleibt.

(Nach Bers sind die Singularititen sogar hebbar.) “Singulére Strecken” ¢ sind ver-
boten:  Entsteht 2 aus D durch Entfernenn einer eindimensionalen Menge, so ist
das o0.g. Maximum—Prinzip i.a. verletzt. O
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BEWEIS VON SATZ 5.3
Fir 0 <r < R sei

M(r):= sup f(x).
x€0D,(0)

In Abhéngigkeit von r sei a = a(r) so gewahlt, dass
gr =k, o = M(R) auf 0Dg(0)
erfiillt ist (vgl. Fig. 5.2), d.h. es ist (wéhle a := —k,” (0Dg(0)) + M(R))

|z

gr(x) = 7‘[— ar cosh <> + arcosh (R)} + M(R) furalle |z|>r.

T T

Aus f < g, auf 0Dg(0) bekommt man mit Satz 5.2:

fggr auf DR<O)\D7‘(O)

Ist nun z € DR(O) beliebig, so gilt vorstehende Ungleichung insbesondere fiir alle
r < |z|, unter Ausnutzung von

g-(z) 2% M(R)

bekommt man schliellich f(z) < M(R) . O

SATZ 5.4 (Satz von Bers)

Sei f : Dgp(0) — R eine C?> Losung der nichtparametrischen Mini-
malflichengleichung auf der punktierten Kreisscheibe D r(0). Dann lasst sich
f glatt in den Ursprung hinein fortsetzen und 16st die Minimalfldchengleichung
auf der ganzen Kreisscheibe Dg(0).

BEWEIS

Wir benutzen hier einen Existenzsatz flir das Dirichlet—Problem auf Kreisscheiben
bei C?-Randwerten fiir die nichtparametrische Minimalflichengleichung. Dazu sei f
0.E. als C?>-Funktion in der Nihe von 0Dg(0) vorausgesetzt (ggf. verkleinere man
einfach den Radius). Aus Satz 5.3 folgt

wwp [f@)] < s |f(a)].
:BEDR(O) xEBDR(O)

also Beschriinktheit von f. Sei f € C?(Dg(0)) nun die C?>Losung der Mini-
malflachengleichung mit

Flopg©) = flops()-
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Dann gilt fiir jedes € € (0, R)

_ v/ vf
Vi-Vf)- - d
/DRm)\Ds(m( Fovi) (\/HW2 \/1+Vf2) '

_/ div | (f=7F)- A dx
Dr(O)\D=(0) VIFIVIE igwip

_ Vf v§

- — f) div — d
/DR(O)\DE(O)(f f) (\/1+Vf2 \/1+Vf2> ’

. vf i 1
— _ — -vdH”,
/G(DR(O)\DS(O)) (/=) <\/1 + |V f]? \/1 + vfz)

wobei wir die Minimalflichengleichung und den Satz von Gaufl ausgenutzt haben (v
bezeichnet dabei die &ufiere Normale an 8(Dg(0) \ D-(0)) = 0Dg(0) U dD.(0)).

Das Integral iiber dDg(0) verschwindet offenbar nach Wahl von f. Auf 0D.(0)
benutzt man die Beschranktheit des Integranden (f und f sind ja beschrankt und es

ist |[Vf|/+/1+ |V f]? <1, etc.). Es folgt:

. : vf v/
1 Vf-Vf)- - dz = 0.
w10 DR(O)\DEan( F=vi) (\/HW2 \/1+vf2) '

Wie wir uns frither aber schon iiberlegt haben, ist der Integrand stets > 0 und
verschwindet nur, wenn V f = V f im betreffenden Punkt gilt. Speziell ist nun

. vf vf
Vi-Vf)- - dz =0,
/DR(0>( ) (\/HW2 \/1+vf2> '

Vf=Vf auf Dg(0),

also f — f = const auf Dg(0). Da aber f — f auf ODRg(0) verschwindet, muss f=f
bis auf den Ursprung sein, so dass man f durch f(0) := f(0) wie gewlinscht glatt
fortsetzen kann. g

mithin

Fiir weitere Informationen iiber Hebbarkeitsséatze vergleiche man die Bemerkungen
in [Osserman] auf S. 98.



§ 6

Das Dirichlet—Problem
fur die nichtparametrische
Minimalflachengleichung

Literatur: [Nitsche|, Kap. 7, §635 ff.
[Massari, Miranda], Chapter ITI

Wir beschreiben den von Haar (1927 in [Haar|) entwickelten Zugang zur Losung des
Randwertproblems

v Vif =0 auf
V14V fI2
flog =@

bei gegebenem Gebiet  C R™ (n > 2) und Randfunktion ® : 9Q — R. Es sei
ausdriicklich betont, dass die Raumdimension n jetzt beliebig > 2 sein darf.

Wie frither bemerkt, gewinnt man L”osungen durch Minimieren des
Flachenfunktionals

Aq(f) ::/Q\/l—l— |V f|?dx

in geeigneten Klassen von Funktionen f:  — R mit f|pq = ®, also mit Methoden
der Variationsrechnung. Dabei steht man allerdings vor dem Problem, dass zum
Beispiel C¥~Minimalfolgen (k > 1) a priori nicht konvergent sein miissen, d.h. man
steht vor der Notwendigkeit, Aqg auf Raumen “verallgemeinerter Funktionen” zu
studieren und nachtraglich die Regularitit der Extremale zu beweisen.

Der Zugang von Haar ist ein “Mittelweg”, bei dem die “verallgemeinerten Funk-
tionen” immerhin noch Lipschitz—stetig sind. In den 1950 er Jahren gab De Giorgi
einen viel groBer gesteckten Rahmen, indem er das Problem im Raum BV(Q)
studierte (das sind L!(Q)-Funktionen, deren erste Distributionsableitung durch ein
Radon-Maf erzeugt wird).

67
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Bevor wir zu den Einzelheiten kommen, wollen wir kurz einige notwendige Bedingun-
gen fiir die Existenz glatter Losungen diskutieren (BV-Losungen findet man immer,
aber deren Graphen koénnen senkrechte Stiicke haben.)

(1) Konvexitiat des Definitionsgebiets :

Ist © C R? nicht konvex, hat also die Form, so kann man nicht fiir jede Vorgabe
von Randwerten die Existenz einer Losung erwarten. Seifenfilmexperimente
zeigen, dass die “tatsdchliche Minimalflache” i.a. gar kein Graph iiber ) ist.

(2) Losungen, deren Gradient zum Rand hin unbeschrénkt anwéchst, muss man
erwarten, wenn {2 zwar konvex, aber nicht streng konvex ist, d.h. wenn 0f2
gerade Stiicke enthalt.

Man wird also strenge Konvexitat von () fordern miissen: Es gibt eine Kugel
B (z0) (mit festem Radius r), die man von innen an jeden Randpunkt ¢ € 92 legen
kann und die 02 genau nur in diesem Randpunkt beriihrt. Anschaulich heifit dies,
dass 0f) iiberall gleich stark gekriimmt ist. Der Zugang von Haar vollzieht sich nun
in mehreren Schritten, wir beginnen mit

I. Die Klasse Lip(f2) und erste Eigenschaften des Funktionals Agq
Hier sei 2 zunachst nur ein beschranktes konvexes Gebiet in R".

DEFINITION

(i) Eine Funktion f : @ — R heifit Lipschitz-stetig auf 2, falls es eine
Konstante M > 0 gibt mit

|[f(@) = f(y)| < Mz —y]

fir alle z, y € . Die kleinste Zahl M mit dieser FEigenschaft heifit die
Lipschitz—Konstante Lip(f) von f.

(ii) Der Raum Lip(f2) besteht aus allen beschrénkten Funktionen f : Q@ — R,
die gleichzeitig einer Lipschitz—Bedingung geniigen.

Fiir Lipschitz—Funktionen gilt der beriihmte

SATZ (Rademacher)

Ist f:Q — R Lipschitz—stetig, so existiert in Lebesgue fast jedem Punkt von
Q die Ableitung von f. Man hat in den Differenzierbarkeitsstellen z € Q die
Abschétzung

|V f(z)| < Lip(f),

wobei V f(x) wie tiblich den Gradienten von f bei x bezeichnet.

Den Beweis findet man bei [Federer| oder auch in der Monographie [Simon]|, Kap. 2.
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Nach dem Satz von Rademacher macht die Definition
Aolf)i= [ VIFIVFPda
Q

auch fir Funktionen f : Q@ — R Sinn, die nur Lipschitz—stetig auf dem Bereich Q2
sind. Der Gradient existiert ja aulerhalb einer Lebesgue—Nullmenge, und diese spielt
beim Integrieren keine Rolle. Es gilt:

SATZ 6.1

(i) Agq ist ein auf Lip(Q2) konvexes Funktional.

(ii) Ist C C Lip(f2) eine konvexe Teilmenge, die nicht zwei nur durch ein
Konstante verschiedene Funktionen enthilt, so ist Ag auf C sogar streng
konvex. (Eine solche Klasse C kann z. B.

{f €Lip(Q) : flon = @, f € C°(Q)}
mit gegebener Randfunktion ® sein.)

(iii) Aq ist unterhalbstetig  bzgl. gleichméfliiger Konvergenz bei
beschrinkten Lipschitz Konstanten, d.h.: Gilt f,, — f gleichméfig
auf  und ist sup Lip(f,) < oo, so folgt

Aq(f) < lim inf Ag(fim).

BEWEIS
(i) Man hat fiir f, g € Lip(2) und 0 <¢ <1

Ag(?ﬁf—!—(l—t)g) :/Q\/I—F }tVf—i—(l—t)Vg’zda)

:/QHt(l,Vf)—i—(l—t)(l,Vg)Hd:U,

wobei || - || fiir die euklidische Norm auf R™™! steht. Fiir beliebige Vektoren &,
n € R gilt
[t + (1 = t)n]| < tllgll + (1 = B)lIn]

mit “=” genau nur fiir t = 0 oder ¢ = 1 oder £ = 7. Also ist
Ag(tf—i—(l—t)g)gt/ﬂH(l,Vf)Hda:—i—(l—t)/QH(l,Vg)de

= tAa(f) + (1 —t)Aa(g)

mit “=” nur flir t = 0, t = 1 oder Vf = Vg fast iiberall. Daraus liest man die
Konvexitit von Aq ab.

(i) Nehmen wir 0 <t < 1 und f, g € C an, so folgt aus

Ao(tf + (1 —t)g) =t Aa(f) + (1 — t)Aa(g)
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gemaf obiger Rechnung V f = Vg fast iiberall. Fiir Lipschitz—Funktionen gilt nun
aber wie im C!'-Fall: V¢ = 0 f.ii. impliziert ¢ = const. Mithin folgt aus der Wahl
von C, dass f = g sein muss.

(iii) Wir erinnern an folgende Aussagen: Ist g : 2 — R""! eine auf ) integrierbare
Funktion, also g € L'(£2, R"1), so ist

/ llg|l dz = sup / g-Vdz, (6.1)
Q ver>(Q,rntl) JQ

Vilco<1

wo “” das iibliche Skalarprodukt (mit Norm || - ||) bezeichnet. Dies folgt aus der
bekannten Dualraumdarstellung

LHQ, R = L=(Q,R™),

die sagt, dass stetige lineare Funktionale L'(Q, R"*!) — R genau als Integrale mit
L>®(Q, R™"!) — Funktionen geschrieben werden konnen.

Ist allgemeiner (X, || - ||) ein Banachraum mit Dualraum X*, so bekommt man als
eine Konsequenz des Satzes von Hahn—Banach die Charakterisierung

€]l = sup ¢,

peEX™
[e|<1

und genau diese Eigenschaft fiihrt mit der Wahl X := L1(Q, R"*!) auf die Identitiit
(6.1).
Seien nun f, f,, wie in (iii) vorausgesetzt. Mit M := sup,, Lip(fn) gilt natiirlich
auch Lip(f) < M, wie man aus der gleichméfigen Konvergenz f,,, — f unschwer
erkennt. Nach (6.1) wihlen wir zu € > 0 ein V € L®(Q, R"*!) mit ||Vl < 1, s0
dass

Ao(py<e+ [V (1Y
0
ausfallt. Da ) beschrinkt ist, gilt
L®(Q,R") — LY(Q,R"),

und bekanntlich liegt C$°(Q, R"*1) dicht in L*(Q, R"*1) bzgl. der L'-Norm. Also

finden wir eine Funktion V : Q — R"* € C5°(Q, R"!) mit

/ [V - V| de<e.
Q

Es folgt:

AQ(f)§5+/V-(l,Vf)der/Q(V—f/)-(1,Vf)dx

Q

§5+5\/1+M2+/V-(1,Vf)dx.
Q

Fiir Lipschitz—Funktionen gilt der Divergenzsatz:

/(@,...,@nﬂ)-wdx:—/fdiv(ag,...,@nﬂ)dm
Q Q
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(Randterme hat man keine, denn V verschwindet ja bei 0Q). Also gilt gema8 f,, — f
gleichmafig:

AQ(f)§5(1+\/1+M2)+/61fdiv(f)g,...,@nﬂ)dx
Q
=e(1+V1+M?)+ lim 01 — frn div (D2, ..., Opg1) da
m o o)
=c(1+V1+M?)+ lim V- (1,V fm)de.
m o0 Q

SchlieBlich ist wie eben (wegen [V - (1, V fp) dz < Aq(fm)))

/f/-(l,me)dxg/V~(1,me)dx+5\/1+M2gAg(fm)—i—a\/l—i—M?,
Q Q

also
Ao(f) <e(l+2vV1+ M?) + linLinf Aa(fm).
Da man hierbei € > 0 noch beliebig wéhlen darf, folgt (iii). O

Eine allgemeinere Unterhalbstetigkeitsaussage bzgl. gleichméfiger Lipschitz—
Konvergenz fiir Funktionale der Form

F(f) = /Q (V) da

mit beliebiger konvexer Funktion ® : R" — [0, 00) findet man in [Massari, Mirandal,
Kap. I1I.

II. Diskussion approximativer Probleme

Bei konvexem 2 C R"™ sei ¢ : 002 — R eine stetige Randfunktion, von der wir
annehmen: ¢ hat eine Fortsetzung als Element von

Lip(Q2) = { alle Lipschitz-stetigen Funktionen  — R}.

(Man beachte hier die kleine Abweichung von unserer fritheren Definition dieses
Raumes; die Lipschitz—Stetigkeit soll hier bis zum Rand gehen. Das spielt aber
letztendlich keine Rolle, denn eine Lipschitz—Funktion €2 — R auf beschranktem €2
lisst sich immer unter Erhaltung der Lipschitz—Konstante auf Q ausdehnen.)

Die Fortsetzung von ¢ werde wieder mit ¢ bezeichnet. Fiir

R > Lip(yp)

sei

Lipg(Q,¢) := {f € Lip(Q) : flag = ¢loa, Lip(f) < R},

also die Menge aller Funktionen f :  — R, die am Rand mit ¢ {ibereinstimmen und
deren Lipschitz—Konstanten gleichméaflig durch R beschrankt sind. Dann gilt:
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SATZ 6.2

In Lipp(92,¢) gibt es genau eine Minimalstelle des Flachenfunktionals Ag,
d.h. man findet genau ein fr € Lipg(€2, ¢) mit

Ao(fr) < Aa(f) firalle f € Lipg(Q,¢).

Der Beweis benutzt die direkte Methode der Variationsrechnung:

Sei (fm) eine Minimalfolge in Lipp (€2, ¢), d. h. per Definition:

lim Aq(f,) inf  Aq(f).
i, Aalfm) inf o o 220

Es gilt Lip (f;n) < R und deshalb mit fixiertem zy € 99

| fn ()] < | fm (o) | + | fn(2) = fn(0)]|
< |e(x0)| + R|x — z0| < |o(z0)| + R diam($),

also ist die Folge (f,,) gleichméBig beschréankt. Nach dem Satz von Arzela—Ascoli
gibt es eine Teilfolge (wieder (f,,) genannt) und eine Funktion f € C%(Q) mit

fn = f gleichmiBig auf €.
Trivialerweise ist f € Lipg(€, ), die Minimalitéit folgt aus Teil (iii) von Satz 6.1,

denn:

Aq(f) <liminf Aq(fm) = inf Ag.

m—>00 Lipr(©,0)

Die Eindeutigkeit der Minimalstelle schliefit man aus (ii) von Satz 6.1. O

BEMERKUNG

Es ist keineswegs klar, ob die Funktion fr tatséchlich Losung unseres urspriinglichen
Problems

Aq(-) — min in Lip(2) 0 {floa = ¢}

ist, denn die Minimalstelle (sofern sie existiert) konnte ja durchaus Lipschitz—
Konstante > R haben, und fr minimiert nur in der eingeschréankten Klasse. Diesen
Aspekt werden wir spater wieder aufgreifen.
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SATZ 6.3

(i) Ist Q' ein konvexes Teilgebiet von €, so ist fgr|q Aq-minimal in der
Klasse Lipp (Y, frlaqr)-

(ii) Sei v eine Lipschitz-Funktion mit Lip(y)) < R und ¢ < ¢ auf 99, und
gr sei Ag—minimal in Lipp(£2,1). Dann ist fr < gr auf 2. Streicht
man die Voraussetzung “p <" auf 0€, so ist

sup | fr(x) — gr(2)| < sup [p(z) — P(2)].
e €0

(iii) Ist f € Lipg(Q, ) N C%(Q) eine Losung der nichtparametrischen Mini-
malflachengleichung auf €2, so folgt f = fgr.

BEWEIS
(i) Angenommen, es gibt eine Funktion g € Lipp (€Y, fr|oq/) mit
A (9) < Ao (frlor)-
Dann setzt man
Fe f auf
" | fr auf Q\.

Dann ist f stetig auf Q mit Randwerten ¢. Zu zeigen ist Lip(f) < R. Dazu
wéahlen wir x, y € Q und haben zu zeigen

|f(x) = f(y)| < Rl —yl,
was fiir z, y € @ oder x, Yy €N\ @ Klar ist. In der Diskussion bleibt der Fall

reQ\Q, ye.

Fig. 6.1

Dann verbindet man z und y durch eine Strecke, z € 99 sei der Punkt, wo
diese Strecke den Rand 9€Y trifft (Fig. 6.1). Dann ist

|[f(2) = F)| < [£(2) = F(2)] + |F(2) = F(w)|
<

= |fr(z) - RZ\ng —9W)| <R (lz—z|+ |z —y|) = Rlz —yl.
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Mithin ist f € Lipr(Q2, ¢), also
Aa(fr) < Aa(f),
was aber Ag/ (fr) < Ag/(g) bedeutet; Widerspruch!

Die Funktion hg := min (fR,gR) gehort zu Lipg(Q, ¢), also ist

/ V14 |Vfr[2de = Aq(fr) < Aa(hr)
/ V1+|Vfg|?dx +/ V14 |Vgg|?dx,
[frR<9R]

[frR>gR]
und damit
/ V14 |Vfr[?dx < V1+|Vgg|?de. (6.2)
[fr>9R] [fr>gR]

Hierbei haben wir benutzt, dass

V min (n, p) = {

ist, wenn 7, p beliebige Lipschitz—Funktionen sind. Entsprechendes gilt fiir

max (1, p)
Analog gehort Hg := max (fR, gR) zu Lipr(Q, ), und es folgt

/¢1+\v932dw Aa(gr) < Ao(Hp)
— / VIF IV P da + VIH [Vgnf de.
(frR>gR]

[fr<gR]

Vn f.7u auf [n > p)
Vp f7u. auf [n<p]

also

/ 1+ Vgl dz < / JIE VP da. (6.3)
[fr>gR]

[fr>9R]

Aus (6.2) und (6.3) folgt:
[ VUENeldo= [ I[P s,
[fr>9gR] [fr>9gR]
so dass also Aq(fr) = Aq(hgr) ist, was wegen der Eindeutigkeit der Minimal-
stelle fr in Lipr(©2, ¢)
JrR="hg ::Inhl(fR7gR)7

mithin fr < gp auf Q2 bedeutet, woraus mit der Voraussetzung ¢ < 1 auf 0f2
die Behauptung fr < gr auf Q folgt.
Nun wird die Voraussetzung ¢ < 1 auf 0f2 entfernt. Sei

M = sup [olz) - ().
€0
Offenbar ist gg + M Ag-minimal in Lipp(Q, ¢ + M). GemaS ¢ + M > ¢ auf
01 folgt aus dem Bisherigen:
fr—gr < M auf Q.

Analog beweist man fr — gr > —M auf Q.
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(iii) Sei g € Lipr(©?, ). Dann ist nach dem Satz von Gauf3

g—f)dx

d B Vf .
dﬂoAQ(fH(g—f))—/QW v(

:/divvf(
Q V14 |Vf]?

d.h. die konvexe Funktion R > t — Aq(f + t(g — f)) hat einen kritischen
Punkt bei ¢t = 0. Dann liegt in t = 0 eine Minimalstelle vor, also ist

Aa(f) < Aalg),

mithin f = fr wegen der Eindeutigkeit des Minimierers fg. O

Wie bereits erwahnt, sind die Graphen der Funktionen fr keine Flachen kleinsten
Inhalts zu fixierten Randwerten ¢, denn der Gradient der Minimalflache konnte ja
grofer als R ausfallen. Wenn man aber geometrische Bedingungen an € und die
Randwerte ¢ finden kann, die a priori eine Lipschitz—Bedingung Lip f < K fiir die
Flache kleinsten Inhalts erwarten lassen, so wird man hoffen diirfen, dass fr mit
R > K tatsachlich kleinsten Inhalt unter allen Lipschitz—Flachen mit Randwerten ¢
hat. Solche Bedingungen an 2 und ¢ werden wir jetzt beschreiben.

III. Die Bounded—Slope—Condition

Wie bisher sei 2 C R™ ein beschrianktes und konvexes Gebiet und ¢ : 92 — R eine
Randfunktion. Dann interessiert uns die zugehorige Randmannigfaltigkeit

.= {(z,go(z)) 1z € 89},

also einfach der Graph von ¢.

DEFINITION
Die Randmannigfaltigkeit I' erfiillt eine Bounded-Slope-Condition

(beschrénkte Steigung) mit Konstante K > 0, wenn folgendes gilt:
Zu jedem Punkt p = (:cg, go(:z:o)) € I gibt es affin-lineare Funktionen
Ly :R" =R,

L]f(a:) =aT. (x — x0) + ©(x0), at = ai(p) cR"

mit den Eigenschaften

(i) L, (z) < o(z) < L} (z) fiir alle z € 09,

(ii) |a*| < K.
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o

Fig. 6.2

Was sagt die B. S. C. anschaulich?

Fixiert man einen beliebigen Punkt p € I', so findet man dazu zwei nicht vertikale
Hyperebenen ET und E~ (also Graphen iiber IR"), deren Steigung einerseits durch
die vorgegebene Konstante K beschrankt ist, die den Punkt p enthalten und an-
dererseits die Randmannigfaltigkeit I' in das keilférmige Gebiet G einschlieen, das
aus dem Durchschnitt all der Punkte in R"*! besteht, die gleichzeitig unterhalb der
Ebene ET und oberhalb der Ebene E~ liegen (vgl. Fig. 6.2).

BEMERKUNGEN  (vgl. [Gilbarg, Trudinger], S. 309 ff.)

(1)

In [Hartman] wird folgende Aussage gezeigt: Sind ¢ und 99 von der Klasse
C?, und ist Q uniform konvex, d.h. lisst sich von innen eine Kugel mit festem
Radius an jeden Punkt xg € 02 legen, die 02 genau nur in xg beriihrt, so
erfullt I' die B.S. C. mit einer Konstanten K, die durch die Krimmung von
00 und durch Schranken auf der ersten und zweiten Ableitungen von ¢ bes-
timmt wird. Anders formuliert: Ist 2 ein verniinftiges konvexes Gebiet, also
z.B. eine Kugel in R™ (Kreisscheibe im zweidimensionalen Fall), und ist die
Randfunktion ¢ regular, so kann man aus diesen Daten stets eine Konstante
K > 0 ausrechnen, fiir die die B.S. C. erfiillt ist.

Uns interessieren in dieser Vorlesung die “klassischen Minimalflichen” im R3,
also der Fall, wo das Parametergebiet €2 in der Ebene liegt. Haar formulierte
in seiner Arbeit [Haar] die

3-Punkte-Bedingung: Sei  C R? beschrinkt und konvex. Die Rand-
mannigfaltigkeit ' erfiillt die 3—Punkte-Bedingung mit Konstante K, wenn
man durch drei beliebig vorgegebene verschiedene Punkte aus I' eine Ebene F
legen kann, deren Steigung durch K beschrankt ist.

Es gilt (vgl. [Gilbarg, Trudinger]|, S. 314):

Im Fall n = 2 sind die B. S. C. und die 3-Punkte-Bedingung zueinander
aquivalent; die Konstanen sind jeweils gleich.
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Wir kommen jetzt zur Diskussion des Variationsproblems Agq(-) — min bei
vorgegebener Randfunktion ¢ : 02 — R in geeigneten Klassen von Lipschitz—
Funktionen f : 2 — R. Dabei nehmen wir an:

(i) © C R™ ist beschrénkt und konvex

(ii) ¢ : 02 — R ist Lipschitz—stetig, also

p(z) = p(2)| < cla — 2|
fir alle z, z € 992 mit einer Konstanten ¢ > 0.

(iii) Die Randmannigfaltigkeit I geniigt der B.S. C. mit einer Konstante K.

Dabei kénnen wir o. E. annehmen, dass K = cist, denn aus der B. S. C. mit Konstante
K folgt sofort

lo(z) — (y)| < K|z —y|

fir alle z,y € 9. Sonst ersetze man beide Konstanten durch max (K, ¢). Aufierdem
bedeutet es keinerlei Einschrankung, ¢ als Lipschitz—stetig mit Konstante K auf Q
vorauszusetzen, denn es gilt der

Satz von Kirszbraun: (siehe [Federer|, S.201)

Ist M C R"™ beliebig und f : M — RN Lipschitz—stetig, so gibt es eine Lipschitz—
Abbildung f : R® — R”Y mit f|y; = f und Lip f = Lip f.

Das heifit: Man kann jede Lipschitz—Abbildung unter Erhaltung der Lipschitz—
Konstanten auf den ganzen Raum fortsetzen. Fiir N = 1 ist das eine Ubungsaufgabe,
in hoherdimensionalen Bildraumen argumentiert man mit dem Lemma von Zorn.

Wir wahlen jetzt R > K beliebig und betrachten das Funktional

Aalf) = [ VI IP s

auf der Klasse Lipp (2, ¢), fr sei die nach Satz 6.2 existierende eindeutige Minimal-
stelle von Ag in Lipp(£2, ¢), und wir zeigen:

Lip fr < K, (6.4)

d.h. die Lipschitz—Konstante von fr wird durch K beschrankt, und ist somit echt
kleiner als R.

Zumm Beweis von (6.4) wahlt man 2y € 9 und dazu affin-lineare Funktionen
L* : R" - R mit

L~ <e<LTaufdQ, LipL*t<K,

L™ (x0) = ¢(x0) = p(x0) = L (x0).



78 M. Fuchs

Die Funktionen L* gehoren zu Lipp(Q, L¥|sq) und 16sen auf Q natiirlich die Mini-
malflichengleichung, mithin folgt aus Teil (iii) von Satz 6.3, dass L™ die eindeutigen
Ag-Minimalstellen in Lipg(Q, L¥|pq) sind. Also kénnen wir das Vergleichsprinzip
Satz 6.3, (ii) anwenden, woraus folgt:

L~ < fr< LT auf Q.
Fiir z € Q bedeutet dies:
fr(z) = fr(wo) < LT (2) - fr(zo) = L™ (z) — ¢(x0)
= LT (x) — LT (20) < K |z — 0|
und entsprechend: fr(x) — fr(xg) > —K |x — 9|, so dass wir zunéchst bekommen:
\fr(z) = frR(y)| < K|z —y| firalle z€Q,yed. (6.5)

Seien z,y nun beliebige Punkte aus 2. Man setzt v := y — x und betrachtet das
Gebiet
Q=N w+Q),

wo v + § die um v verschobene Menge représentiert (Fig. 6.3).

P2y

Fig. 6.3

Man setzt fi2: Q' — R, fi(z) :== fr(2), f2(2) := fr(z —v), und sieht: Die f;
sind Ag/~minimal in Lipg (Y, filoos), und das Vergleichsprinzip Satz 6.2, (ii) liefert
die Abschétzung

sup |f1(z) — fa(2)| < sup [fi(2) — f2(2)],
zeQ z€0Y
also
sup | fr(2) = fr(z —v)| < sup |fr(z) — fr(z —v)|.
zeQ! z€0Y

Das Supremum rechts wird realisiert in einem Punkt 2z € 9.

Fall 1: Ist zg € 900N O, so gilt:
\fr(y) — fr(@)| = |fr(y) — fr(y —v)| < Sup |fr(2) = fr(z — V)|
zeQY
< |fr(20) — fr(z0 — V)|
Der Punkt zg — v liegt in Q, 2y gehért zum Rand von €, also gilt nach (6.5)

| fr(20) = fr(20 — V)| < KJv| = K|z — y].
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Fall 2: Ist zg € QNOQY, so gehort zg—v zu 9N und man kann wieder (6.5) benutzen.
Insgesamt ist damit bewiesen:

SATZ 6.4

Seien 2 C R™ beschrinkt und konvex, ¢ : 02 — R Lipschitz—stetig, und die
B.S.C. sei mit K > 0 erfilllt. Dann ist fir alle R > K

Llpr < Ka

wobei fr die eindeutige Minimalstelle von Ag in Lipp (€2, ¢) bezeichnet. Die
Lipschitz—Konstante von fgr ist also echt kleiner als die vorgegebene Schranke
R.

BEMERKUNGEN

(1) Satz 6.4 beinhaltet eine sog. a priori Abschitzung fiir den Gradienten,
die durch die B.S. C. erzwungen wird.

(2) Aus der Lipschitz—Stetigkeit von ¢ : 02 — R, zusammen mit der Giiltigkeit
der B.S. C. mit Konstante K folgt natiirlich

Lipp < K,
denn sind LT entsprechende Funktionen zum Randpunkt = € 99, so gilt
p(@) —p(y) =L (x) —p(y) <L (z) = L (y) < K[z -y
und entsprechend

o(x) —py) > LT (x) = LT(y) > —K |z —y.

Nach diesen Vorbereitungen sind wir jetzt in der Lage, einen Existenzsatz fiir das
Minimalflachenproblem zu formulieren:

SATZ 6.5
Seien §2 beschrankt und konvex sowie ¢ : 92 — R Lipschitz—stetig. Erfiillen
Q und ¢ eine B.S.C., so gibt es genau eine Funktion f € Lip(Q, ) := {g €

Lip(Q) : gloa = (p}, so dass

Ag(f) = /Q VIT VIR dr < Ag(g)

fiir alle g € Lip(£2, ¢) gilt.
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BEWEIS

Man wéhlt R > K (K die Konstante aus der B.S.C.) und betrachtet die Ao—
Minimalstelle fr in Lipp(€2, ¢). Nach Satz 6.4 gilt

Lip fR < R,

so dass fr +¢- (9 — fr) € Lipgr(Q, ¢) ist fiir jede beliebige Funktion g € Lip(, ¢)
und fiir |e| < 1. Es folgt:

Aa(fr) < Aa(fr+¢e(g — fr)),

was %MAQ (fr+¢e(g — fr)) = 0 bedeutet, also:

[ Q1977795 V(g - e = (66)

Mit F(p) := /1 + |p|? ist fiir zwei verschiedene Punkte p,q € R"
F(q) = F(p) = VF(p)- (¢ —p) + D*F(¢*)(q — p,q — p),
wo ¢* eine geeignete Zwischenstelle bezeichnet. Nun ist F' konvex, also
D*F(q*)(q—p,qa—p) >0,

und mit ¢q := Vg, p:= Vf folgt
/\/1+]V92dx—/\/1+]Vf\2dm
Q Q

z/Vf-V<g—f>(1+|Vf12)‘”2dx,
Q

und die rechte Seite ist geméafl (6.6) identisch 0, also

/\/1+]V92d$2/\/1—|—|Vf2dx,
Q Q

und das war zu zeigen. O

Lassen wir also Lipschitz—Graphen als Minimalflichen zu, so finden wir in dieser er-
weiterten Klasse eine Fléche kleinsten Inhalts. Es stellt sich nun natiirlich die Frage,
ob man an solchen Loésungen iiberhaupt interessiert ist, denn Lipschitz—Graphen
konnen ja durchaus Knickstellen haben, so dass gar keine Mannigfaltigkeit im Sinne
unserer fritheren Definition vorliegen muss. Es ist zum Beispiel unméglich, die mit-
tlere Kriimmung fiir Lipschitz—Graphen zu erklaren. Somit besteht eine Liicke zwis-
chen unseren Betrachtungen aus §5, wo wir C?-Losungen f : Q — R der nicht-
parametrischen Minimalflachengleichung

Vf B
v (W) =0 (6.7)
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diskutiert haben, und der vorstehenden Diskussion der Existenzfrage, die man lei-
der nur in Klassen von nicht glatten Funktionen fithren kann: Der naheliegende
Gedanke das Problem

/ V14 |Vf|?dz — min in C,
)

C:= {g € C*Q) : flog = 90}»

zu studieren, und damit direkt glatte Losungen von (6.7) zu produzieren, fithrt nicht
zum Ziel. Ist ndmlich (f,,) Minimalfolge in C, so méchte man eine Teilfolge wéhlen,
die gegen eine C?-Funktion f € C konvergiert. Dazu ist aber erforderlich, solche
Schranken auf (f,,) zu finden, die Kompaktheit in der C2-Topologie garantieren.
(Zum Beispiel kénnten C3-Normen von (f,,) uniform beschrinkt sein, was die
Anwendbarkeit des von Satzes Arzela-Ascoli bedeuten wiirde.) Leider hat man
hier zu wenig Information tber die Minimalfolge; mit der direkten Methode der
Variationsrechnung lassen sich keine glatten Losungen produzieren.

Andererseits hegt man durchaus die Hoffnung, dass unsere Lipschitz—Minimalstelle
f:Q — R vielleicht besser regulér ist als es zunéchst den Anschein hat. Dies fiihrt
uns in die sog. Regularitatstheorie. Tatséchlich gilt der sehr tiefe

SATZ 6.6  (Regularitétssatz von De Giorgi)

Die in Satz 6.5 erzeugte Lipschitz—Minimalstelle f € Lip(£,¢) des
Flachenfunktionals ist auf Q reell analytisch.

Dieser Satz hat eine lange Geschichte, die mit der Untersuchung des zweidimension-
alen Spezialfalls n = 2 durch Haar und Radé um 1930 beginnt: Wir wissen bereits,
dass fiir n = 2 die C?-Losungen der nichtparametrischen Minimalflichengleichung
reell analytisch sind. Mithin bleibt zu zeigen, dass die Lipschitz—Minimalstelle
zweimal stetig differenzierbar ist, und genau das wurde von Haar und Raddé mit
einem relativ einfachen Argument bewiesen. Eine Beweisskizze findet man bei
[Nitsche] (§6391f.) und in [Radd] (Kap.IV). Diese Argumente sind allerdings streng
zweidimensionaler Natur und haben keine Verallgemeinerung fiir Dimensionen n > 3.

In hoheren Dimensionen n > 3 ist die Situation folgendermaflen: Die allgemeine
Theorie der nichtlinearen, partiellen Differentialgleichungen liefert:

Ist f von der Klasse C1% (die ersten Ableitungen sind Hélder—stetig mit einem
Exponenten 0 < a < 1), so folgt Analyzitét von f.

Dies wurde von Morrey in den 1940 er Jahren bewiesen. fJbrig bleibt der Sprung
von Lipschitz auf C1, und darin besteht die Leistung von E. De Giorgi (aus Pisa),
dem dies 1957 gelang. Leider ist diese Arbeit in einer heute nicht mehr existierenden
italienischen Zeitschrift publiziert.

Einen vollig anderen Zugang zum Existenz— und Regularitatsproblem bei der nicht-
parametrischen Minimalflachengleichung findet man bei [Gilbarg, Trudinger|, die
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zunéchst a priori Abschitzungen fiir glatte Losungen beweisen und dann funktion-
alanalytische Argumente ins Spiel bringen.



§7

Das Plateau—Problem fur
Minimalflachen vom
Kreisscheibentypus

Wir erinnern an ein Ergebnis aus §3: Ist S C R? eine Fliche (zweidimensionale
Mannigfaltigkeit) vom Typ der Kreisscheibe D := D;(0), die durch F' : D — §
konform parametrisiert ist (d.h. |0,F| = |0,F| und 0, F - 0, F = 0 auf D), so gilt:

Hs=0 <= AF =0,
wobei Hg die mittlere Kriimmung von S ist.
Sei nun I' eine geschlossene Kurve in R3. Wir suchen eine Minimalfliche S vom

Typ der Kreisscheibe mit Rand I', d.h. Hg =0, 9S =T, S ist diffeomorph zu D.
Alternativ lasst sich das so formulieren:

Gesucht: Eine Abbildung = : D — R? mit

(i) x ist stetig auf D.
(ii) = ist glatt auf D und erfillt dort die Konformitétsrelationen.

(iii) z|pp bildet D hombomorph auf I' ab.

Dann ist z(D) im verallgemeinerten Sinn eine Minimalfliche mit Randkurve T.
Der Zusatz “verallgemeinerte Flache” bezieht sich darauf, dass Verzweigungspunkte

(d.h. Nullstellen der Ableitung) nicht ausgeschlossen sind (zunéchst).

Wie findet man = mit o.g. Eigenschaften?
Der Flécheninhalt von z(D) ist im Falle einer zusétzlich injektiven Abbildung x
gegeben durch

A(fc):/ ‘aux/\avx‘dudvzl/ ‘(%mf—f—‘@w:fdudv =: D(z),
D 2 Jp
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wobei man natiirlich die Konformitat von x ausgenutzt hat, um den Flicheninhalt in
das Dirichlet—Integral D umzurechnen. Andererseits gilt fiir beliebige Abbildungen
y: D — R3 stets die Ungleichung

/ ‘c%y/\&,y‘ < ;/ ‘&uy‘z%- ‘&,yﬁdudv
D D

(mit “=" fiir konforme y). Also wird man versuchen, das Dirichlet-Integral D auf
einer geeigneten Klasse zu minimieren in der Hoffnung, dass die Minimalstelle —
sofern sie existiert — konform ist, und somit auch den Flacheninhalt minimiert, was
automatisch das Verschwinden der mittleren Kriimmung zur Folge hat.

Genauer betrachten wir folgende Klasse C von Abbildungen x : D — R3:

(a) z ist stetig auf D.

(b) = € CY(D).

(c) D(z) <

(d) z|pp bildet 0D monoton auf I" ab.

Fiir beliebige geschlossene Kurven I' € R? kann C durchaus leer sein, d.h. T
berandet gar keine Flache vom D-Typ. Um diesen Fall auszuschlieflen, nehmen

wir I' als differenzierbar an. Unter dieser Voraussetzung ist C # 0. (C # § folgt
bereits aus viel schwécheren Forderungen an I'.)

Die Voraussetzung an I' besagt: Es gibt eine C'-Funktion ¢ : [0,27] > t — @(e?),
deren Spur gerade I ist; mit der Poisson-Integralformel kann man ¢ von 9D auf D
fortsetzen, diese Fortsetzung ist harmonisch auf D. (Das Poisson—Integral liefert eine
Losung des Dirichlet—Problems Ay = 0 auf D, $|gp = ¢, wenn man ¢ als Abbildung
OD — R? auffasst.)

SATZ 7.1
Unter den genannten Voraussetzungen findet man y € C mit
D(y) < D(z) firalle x€C.

Dabei erfiillt y die Bedingungen (i)—(iii) von oben, ist also eine verallgemein-
erte Minimalflache.

BEWEIS

Sei d := infe D und sei ¥ € C so gewahlt, dass
d’:=D(") % d
gilt. Mit y” bezeichnen wir die eindeutige Losung des Dirichlet—Problems

Ay’ =0auf D, y”|pp =2"|0D.
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Da harmonische Funktionen das Dirichlet—Integral zu ihren Randwerten minimieren,
gilt (beachte y” € C):
4< D) < D(").

Ist ¢ : D — D eine beliebige, konforme Transformation von D auf sich, so gehort
y” o ¢ ebenfalls zu C mit

D(y” o ¢) = D(y").

Um die Wirkung der konformen Gruppe auszuschalten und um zu gewahrleisten,
dass die Konvergenz der Minimalfolge nicht auf Grund des Ausartens der linearen
Transformationen scheitert, stellt man folgende Normalitatsforderung:

Auf 0D und I' werden jeweils drei verschiedene Punkte wi,ws,ws bzw.
Py, Ps, P3 gewahlt, C sei dann die Teilklasse von C, deren Elemente z zuséatzlich

r(w;) = P

erfiillen.

Durch Anwendung einer geeigneten gebrochen—linearen Transformation kénnen wir
0.E. y” € € annehmen. Damit beweist man das fundamentale Lemma (vgl. [Nitsche],
§297), dass die Randabbildungen y”|sp gleichgradig stetig sein miissen. Somit hat
man eine Folge (y*) harmonischer Funktionen, die am Rand gleichgradig stetig sind
und zudem uniform beschrinkte Dirichlet-Integrale haben. Dann konvergiert eine
Teilfolge gegen ein Element y € C mit

D(y) =d.

FEin weiteres Variationsargument liefert die noch ausstehende Konformitét von y:
Sei ¢y : D — D eine glatte Schar von Diffeomorphismen mit

¢o =idp, spt (¢ —idp) C K C D

fiir eine kompakte Menge K. Dann ist y o ¢y € C, also D(y) < D(y o ¢), was

d ) ,
dtb/D‘au(yOth)‘ +|3U(yo¢>t)} dudv =0

bedeutet. Wertet man diese Relation aus und benutzt die Beliebigkeit von ¢, so
folgt die Holomorphie des sog. Hopf-Differentials

10,y = |00y|* — 2i Buy - Doy =: €.

Schlieflich folgt £ = 0, weil man oben nicht nur ¢; zulassen kann mit spt ((ﬁt —id D) C
kompakte Menge. Man kann vielmehr solche Umparametrisierungen von D zulassen,
so dass y o ¢¢|gp den Rand 9D monoton auf I abbildet. O



