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Aufgabe 8. (6 Punkte)

Seien b ∈ Rd und c > 0 gegeben. Finde (in der Form von Integraloperatoren) die Halb-
gruppe (T (t))t≥0 auf C∞(Rd), deren Erzeuger die Abschließung von (L,C∞c (Rd)) ist,
wobei

Lϕ := ∆ϕ+ b · ∇ϕ− cϕ für alle ϕ ∈ C∞c (Rd).

Hinweis: Benutze Aufgaben 3 (c), 6, 7.

Aufgabe 9. (2+2+2+2=8 Punkte)

a) Sei x ∈ R. Zeige, dass für jedes t > 0 die inverse Fourier-Transformation der
Funktion λt(x) := (2π)−1/2e−t|x| durch die Funktion ρt gegeben ist, wobei

ρt(x) :=
t

π(t2 + x2)
.

b) Zeige, dass die Familie (T (t))t≥0 mit T (0) := Id und T (t) : T (t)ϕ = ϕ∗ρt eine stark
stetige Kontraktionshalbgruppe auf C∞(R) ist. (Die ist Cauchysche Halbgruppe
genannt).

c) Finde den Pseudodifferentialoperator, der die Cauchysche Halbgruppe erzeugt.

d) Sei µt(dx) := ρt(x)dx. Sei (ξt)t≥0 ein R-wertiger stochastischer Prozess mit

Pξt(B) := P(ξt ∈ B) = µt(B), ∀ B ∈ B(R).

Zeige, dass für H = 1 und jedes a > 0 gilt:

Pξat = PaHξt , d.h. ξat ∼ aHξt.

(Man sagt: (ξt)t≥0 ist stabil mit Index α = 1
H

= 1, oder selbstähnlich mit Hurst-
Parameter H = 1.)

Aufgabe 10. Präsenzübung. (2+2=4 zusätzliche Punkte)

Sei (ξt)t≥0 ein Lévy Prozess mit Lévy Charakteristiken (0, b, A, ν).

(a) Zeige, dass (Xt)t≥0, Xt := −ξt für alle t ≥ 0, auch ein ein Lévy Prozess ist; finde
Lévy Charakteristiken von (Xt)t≥0.

(b) Zeige, dass (Yt)t≥0, Yt := ξt + γt für alle t ≥ 0 und ein γ ∈ R, auch ein ein Lévy
Prozess ist; finde Lévy Charakteristiken von (Yt)t≥0.

Die Übungsblätter sind auf unserer Homepage erhältlich:
https://www.math.uni-sb.de/ag/fuchs/OHGMPEG/index.html


