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Aufgabe 1.

Sei u : R? — R harmonisch und nach oben beschrankt.
a) Zeigen Sie, dass die Funktion g : C — C mit

9(2) = ua(,y) — iuy (2, y)

fiir z = x+1iy eine holomorphe Funktion ist und folgern Sie, dass es eine holomorphe
Funktion f: C — C mit Re(f) = u gibt.

b) Beweisen Sie, dass u konstant ist. [Hinweis: Verwenden Sie den Satz von Liouville.]

Aufgabe 2.

Sei u : R? — R harmonisch und ihre partiellen Ableitungen nach z und y beschrinkt.
Zeigen Sie, dass u eine affin-lineare Funktion ist, d. h. es gibt Konstanten a, b, ¢ € R mit

u(z,y) = ax + by + ¢

fiir alle z,y € R.

Aufgabe 3.

Sei 2 C R™ n > 2 offen und beschriankt und wir betrachten die Funktionenklasse
C:={u € C*(L,R) : u =0 auf 9O}

und fiir ein k£ € N das Energiefunktional J : C — R U {£o0} mit

J(u) = / (IVul* + ) da.
Q



a) Zeigen Sie, dass inf,ecJ(u) existiert.

b) Zeigen Sie, dass eine Losung u des Variationsproblems J — min in C auch eine
Losung zum Randwertproblem

div (|Vu*DVu) — w1 =0 in Q,
u=20 auf 0f)

ist.

Aufgabe 4.

Zeigen Sie, dass die Losung des Randwertproblems

Uy + Uyy = 0, O<z<a, 0<y<b,
u(0,y) =0, 0<y<b,
u(a,y) =0, 0<y<b,
u(z,0) =0, 0<z<a,
u(z,b) =U, 0<z<a,

wobei a, b und U positive Konstante sind, durch die Formel

(z.1) AU = sinh(2n + 1) 22 sin(2n + 1) 22
u\zx, = .
Y T sinh(2n + 1)

n=0

gegeben ist. [Hinweis: Verwenden die die Methode Trennung der Variablen.]



