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Aufgabe 1.

Sei 2 C R” offen, beschrénkt und mit geniigend glattem Rand und wir betrachten das
Dirichlet-Problem zur Poisson-Gleichung

Au=fin Q, wu=wuy auf 0 (1)

fiir Funktionen u : © — R, wobei f € C%(Q) und uy € C°(€2) vorgegeben sind. Zeigen
Sie, dass eine Losung u € C?(Q) eindeutig ist.

[Hinweis: Beweisen Sie die Aussage mittels der sogenannten Energicintegral-Methode.
Betrachten Sie dazu die Funktion w = u — v, wobei v € C*(Q) eine weiteren Losung des
Randwertproblems (1) ist. Multiplizieren Sie die Laplace-Gleichung fiir w mit w selbst
und wenden Sie den Satz von Gaufl an, um das Integral

/div(wVw)dx

Q

zu untersuchen.|

Aufgabe 2.

Seien n > 2, a > 0, B,(79) C R", u € C?(B,(w0)) und

B o 1 .
(o) = ][u(z)cm )= ——p / (=) M (2)
OBy (x 0Bq(x
Balzo) FléicheninhaltB (o)

von 0B, (xq)

der Mittelwert von u iiber 0B,(x¢), wobei w,, = L"(B;(0)) das Volumen von B;(0) ist.



Zeigen Sie, dass
(i) / Onu(z)dH"*(z) = 0 fiir in B,(xo) harmonische Funktionen ,
dBa(x0)
(i) u(wo) = Uq(wo) fiir in B,(xp) harmonische Funktionen u,
(iil) u(xg) < Uy(xo) fir in By(xo) subharmonische Funktionen wu,
(iv) u(xg) > Uy(xo) fiir in By(xo) superharmonische Funktionen w.

[Hinweis: Verwenden Sie fiir Aufgabenteil (i) den Satz von Gauf und fiir (ii) das folgende
Resultat aus der Vorlesung. B

Seien 0 C R" offen, beschriinkt und mit geniigend glattem Rand sowie v € C?(Q). Dann
gilt

/ [u(2)ONT (z — 2) — Opu(2)T(z — 2)]| dH" 1 (2) + / Au(2)T'(z — z)dz = U(x)
o0 Q
mit
w(z), =€,
Ulx) =< u(z)/2, x e 0Q,

0, reR*—Q.
Hier ist I' die Fundamentallésung der Laplace-Gleichung mit
log |z|, n=2, (2m)~1, n=2,
[(z) =cp mit ¢, =
x>, n>2 —(n(2—n)w,)™, n>2

und N das duflere Einheitsnormalenfeld an 09.]

Aufgabe 3.

Seien Q ein beschrinktes Gebiet, uy, uy € C? (Q) in © subharmonische Funktionen und
u € C*(Q) eine in Q harmonische Funktion. Zeigen Sie, dass

(i) max(uq,us) subharmonisch in € ist,

(ii) max |u(z)| = max |u(x)|.
zeQ) x€o)

Aufgabe 4.

Sei () ein beschranktes Gebiet in R”. Zeigen Sie, dass die einzige Losung des Randwert-
problems

Au =u? in ©, u = 0 auf 02

die triviale Losung ist.



