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Aufgabe 1
Beweisen Sie die folgenden Sétze.

1. Seien €2 C R" offen, K C 2 und fiir ein € > 0 sei
K. = {x c R% dist(z,Q) < 6}

die duere Parallelmenge zu €2 im Abstand . Dann gelten die folgenden Aussagen
fiir Funktionen u € L} (Q).

loc

sup J.(u) < esssupu
K

K. = J, oo < oo .
) 2 i o)y <

£

(i)

loc

(i) Ist w € L} (2) mit p € [1,00], so ist auch J.(u) € L () und
()| < Nlullp .
falls € > 0 so klein ist, dass K. € € ist.
(iii) Ist u € W*P(Q) mit k € Ny und p € [1,00], so ist J.(u) € WHP(€Q.) und es

gilt:
(@) l[kpie < ullkp:e-

(iv) Ist u € C*(Q) mit k € Ny, so ist J.(u) € C¥(£2.) und es gilt:
[ Je(w)leron) < llullore)-
(v) Ist u € C%*(Q) fiir ein a € (0,1], so ist J.(u) € C%*(€).) mit kontrollierter

Holder-Konstante, i.e.:
[Je(W]ase < [u]asq



2. Sei Q C R? offen.
(i) Ist u € C*(Q) fiir ein k € Ny, so gilt:
' J.(u) 2% o
lokal gleichmiig auf € fiir alle v € Ng mit |y| < k.

(ii) Ist uw € C**(Q) mit & € Ny und o € (0,1], so bleiben die Holder—Normen
samtlicher Ableitungen von u bis zur Ordnung k& beschrankt, es liegt aller-
dings keine lokale Konvergenz in der C**Norm vor.

(iii) Ist w € L7 (€2) mit einem 1 < p < 00, so gilt:

loc

J-(u) 0 in IP

loc

(62).

Ist w € LP(2) mit einem 1 < p < oo, © beschriankt und bezeichnet @ die
Fortsetzung von u durch 0 auf ganz R", so gilt:

Ue =0 in LP(Q).

(iv) Ist uw € WEP(Q) mit k € Ny und 1 < p < oo, so gilt:

Jo(u) =% o in WEP(Q).

loc

[Hinweis: Seien u € L}, (Q) und ¢ € C°(RY) ein glittender Kern auf RY. Dann ist

loc

Je(u) : Q. — R die Faltung J.(u) := u * p., die gegeben ist durch

L)@ = [ode=nueds= [ ele- o)

Q Be(z)
Satz von Meyers und Serrin
Seien 2 C R? offen, k € Ny und 1 < p < oo. Dann gilt:
i) Zu jedem u € WP(Q) gibt es eine Folge (uy,) C C5°(Q) mit

Uy = w in WEP(Q).

loc

i) C(Q) N WHFP(Q) liegt dicht in W*P(Q), d.h. zu jedem u € W*P(2) gibt es eine
Folge (u,,) C C*(2) N WkP(Q) mit

Uy, 2 u in WHEP(Q),

(Satz von Meyers und Serrin, kurz: ,H = W*).



Aufgabe 2

Beweisen Sie den Satz von Meyers und Serrin, indem Sie folgende Aussagen zeigen.

i) Sei (£2,,) eine kompakte Ausschopfung von €2, so dass Q,,, € Q,,11 fiir alle m € N
gilt. Zu jedem m wihlen wir eine Abschneidefunktion 7, € C°°(R%) mit n,, = 1
in Q,, und sptn,, C Q1. Dann gibt es eine Nullfolge (,,) C (0,00), sodass die
Folge (uy,) mit

e, (u) auf Qi
tm = 0 auf O\ Qs

das Gewdlinschte leistet.
ii) Seien (£2,) wie in i), (A,,) fir m € Ny die , Ringe“
Am = Qm+1 \ﬁm—l mit QO = Q_l = Q)

und (n,,) C C§(R2) eine Zerlegung der Eins bzgl. (A,,). Zu vorgegebenem u €
WhEP(Q) und e > 0 ist v :=>_°_ J., (v;,) eine Funktion mit

v € C®Q)NWHR(Q) mit  |lu— v, <e,

wobei vy, := 1, u € WP(Q) und (e,,) eine geeignete Nullfolge ist.



