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Versehen Sie Ihre Losungen mit Threm Namen. Mit einem (®) gekennzeichnete Aufgaben
werden in der Ubung gemeinsam erarbeitet; die restlichen Aufgaben sind in schriftlicher
Form abzugeben.

Aufgabe 6. (2 Punkte)

Berechnen Sie zu gegebenem Vektorfeld F' und gegebenem Gebiet (2 den sogenannten
Fluss des Vektorfeldes F' durch die abgeschlossene Oberfliche 0f), d.h. das Randintegral
[ F - NdH"'(x). Darin bezeichnen H"~' das (n — 1)-dimensionale Hausdorff-Maf
o0

(Oberflachenmafl) und N das duflere Einheitsnormalenfeld an 0.
a) (1 Punkt) F' = (y,—z,0) und Q = Bg(0) := {(x,y,2) € R® : 2? +y?+ 22 < R*}.

b) (1 Punkt) F = (—23y, zy3, /23y + zy3) und Q ist durch das System der Unglei-
chungen 22 > 22+ 92, 5—2 > 22 +9% 2 >0,y > 0, 2 > 0 gegeben. Hinweis: Satz
von GaufB.

Aufgabe 7. (3 Punkte)
Sei f € LNR) := {u: R — C mit [|u(z)|dz < oo}. Die Funktion f : f(y) =
R

[ f(x)e “¥dz heiBt die Fouriertransformation der Funktion f. Die Funktion fist auf R
R

wohldefiniert, stetig und beschréankt, weil fiir alle y € R die Abschétzungen <

[ f(x)e™vdx
R
[1f(@)e ™| dx = [|f(z)]dx < oo gelten. Die Funktion f :  f(y) = 5= [ f(x)e"™¥da
R R R
heifit die inverse Fouriertransformation der Funktion f. In jedem Punkt 2 € R, wo f dif-

ferenzierbar ist, gilt die Formel der Inversion: f(z) = 5= [ Flx)e™de d.h. f(z) = <fA> (z).
R

a) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass die Fouriertransformation 7 : f 7 linear ist und
die Formel f(z) = 5= f(—x) fiir alle z € R gilt.

b) (1 Punkt) Sei f € LYR)NCYR), f € L'(R). Zeigen Sie, dass fiir alle y € R die
Formel f'(y) =iy f(y) gilt.

¢) (1 Punkt) Sei f,g € L'(R), wobei g(z) := zf(z). Zeigen Sie, dass fiir alle y € R

die Formel (—ig)(y) = (f)l (y) := %f(?ﬂ



Aufgabe 8. (6 Punkte)

Es gelte mit u = u(z,y), a, b, ¢ € R, a* + b*> + ¢* > 0 und einer gegebenen Funktion ®
die PDG

gy + 2bUyy + cuy, + Oz, y, u, uy, uy) = 0. (1)
Diese PDG (1) heiBt hyperbolisch, falls D := b* — ac > 0; parabolisch, falls D = 0; ellip-
tisch, falls D < 0. Man kann solche PDG in sogenannte kanonische Form transformieren,
in dieser Form ist die PDG (1) manchmal leichter zu lésen. Die gewohnliche Differen-
tialgleichung a(dy)? — 2bdy dz + c(dz)* = 0 heifit die charakteristische Gleichung fiir
die PDG (1). Die Losungen der charakteristischen Gleishung sind durch die Identitét
Yy — bi‘rx = ¢ gegeben.
Falls D > 0, dann gibt es zwei unabhéngige reelle Losungen der charakteristischen Gleis-
hung. Und die Variablentransformation £ = y — b*‘ﬁx n=1y—"4 ;/53: in PDG (1) fiihrt
auf die kanonische Form der hyperbolischen Gleichung: ug, = (I>(£ N, u, U, uy) mit einiger
Funktion ®. Mit weiterer Variablentransformation o = HT”, = 5%” bekommt man auch

die zweite kanonische Form der hyperbolischen Gleichung: uq, —ugs = 5(04, Bu, g, ug).

Falls D = 0, dann gibt es nur eine reelle Losung der charakteristischen Gleishung. In
diesem Fall, nutzt man die Variablentransformation £ = y — %x, n = f(z,y), wobei ist
f eine beliebige einmal stetig differenzierbare Funktion, die so gewahlt wird, dass diese
Variablentransformation nicht degeneriert ist. Diese Variablentransformation in PDG
(1) fihrt auf die kanonische Form der parabolischen Gleichung: u,, = ®(&,n, u, ue, u,).

Falls D < 0, sind die Losungen der charakteristischen Gleishung komplex konjugiert.
Dann fiihrt die Variablentransformation £ = Re(y— %535), n=1 m( bi‘ﬁ z) in PDG

(1) auf die kanonische Form der elliptischen Gleichung: w,, + ug = ®(¢, 17, W, Ug, Uyy).

Definieren Sie den Typ der gegebenen PDG (hyperbolisch, parabolisch oder elliptisch),
finden Sie die kanonische Form der PDG und losen Sie die PDG.
a) (2 Punkte) u,, + 4u,, — du,, = 0.

b) (2 Punkte) u,, + 2uy, + 5u,, = 0.
¢) (2 Punkte) u,, — 2uyy + uyy — uy + uy = 0.
Aufgabe 9. (5 Punkte)

Seien I' die Fundamentallosung der Laplace-Gleichung (vgl. A.1.b.) und Q C R" (n > 2)

eine offene und beschrankte Menge mit £™(€2) > 0. Beweisen Sie, dass die Abbildung

R 5 z — [I['(z — z)dz fiir n > 3 beschrénkt ist, fiir n = 2 hingegen nicht. Hinweis:
Q

Uberlegen Sie sich im Fall n > 3 zunichst, dass es zu jedem z € R" eine Kugel B gibt
mit L"(B) = £*(Q) und [T(z — 2)dz < [[(z — 2) d=.
Q B

Die Ubungsblitter sind auch auf unserer Homepage erhéltlich:
http://www.math.uni-sb.de/ag/fuchs/ag-fuchs.html/



