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Begleitende I"Jbungen zu Kapitel 1.
Keine Abgabe, keine Korrektur

Aufgabe 1. Zeigen Sie, dass eine differenzierbare Struktur auf einer Menge M eine To-
pologie auf M induziert.

Aufgabe 2. (Produktmannigfaltigkeit) Es seien M, N differenzierbare Mannigfaltigkeiten
mit differenzierbaren Strukturen {(x,,Us)}o und {(y 5 V) }s auf M respektive N.

i) Zeigen Sie, dass {(z,5,Us % V3)} mit z,4(p,q) = (ga(p),zﬁ(q)) fir p € U, und
q € V3 eine differenzierbare Struktur auf M x N liefert.
i1) Zeigen Sie, dass die Projektionen
m: MXxN-—>M

und
M MxN—N

differenzierbare Abbildungen sind.

Aufgabe 3. Betrachten Sie die folgenden beiden differenzierbaren Strukturen auf der
reellen Achse R: (x,,R), wobei x;: R — R gegeben ist durch x,(z) = x fir alle x € R
und wobei x,: R — R gegeben ist durch x,(z) = 2® fir alle x € R. Zeigen Sie:

i) Die Identitdtsabbildung i: (x;,R) — (x5,R) ist kein Diffeomorphismus. Deshalb
sind die maximalen Strukturen, die durch (x;,R) und (x,,R) bestimmt werden,
unterschiedlich.



ii) Die Abbildung f: (x;,R) — (x5, R), f(x) = 23, ist ein Diffeomorphismus. Obwohl
die differenzierbaren Strukturen (x,,R), (x,, R) verschieden sind, bestimmen sie also
diffeomorphe differenzierbare Mannigfaltigkeiten.

Aufgabe 4. Beweisen Sie: Ist M # () eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und & < n,
so gibt es eine Einbettung R* — M.

Aufgabe 5. Es sei N eine kompakte, M eine zusammenhangende differenzierbare Man-
nigfaltigkeit, dim M = dim N, und f: N — M eine Einbettung. Zeigen Sie, dass f ein
Diffeomorphismus ist.

Aufgabe 6. Zeigen Sie: Ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit M orientierbar und
zusammenhangend, so gibt es genau zwei verschiedene Orientierungen auf M.

Aufgabe 7. Zeigen Sie: Sind M; und M, differenzierbare Mannigfaltigkeiten und ist :
M; — M, eine Diffeomorphismus, so folgt

My ist orientierbar < M, ist orientierbar .

Aufgabe 8. Kann eine differenzierbare Mannigfaltigkeit M durch zwei Koordinatenum-
gebungen V) und V5 iiberdeckt werden, sodass V; N V5 zusammenhangend ist, so ist M
orientierbar.

Aufgabe 9. Berechnen Sie [X,Y] bezliglich zweier Parametrisierungen x: U — M und
y: V. — M. Zeigen Sie, dass die Definition der Vorlesung konsistent ist.




Aufgabe 10. Priifen Sie nach, dass das Kreuzprodukt auf R? ein Liesches Klammerpro-
dukt ist.

Die Ubungsblatter finden Sie auch im Netz unter

http://www.math.uni-sb.de/ag-fuchs/Riemann /riemann.html



