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Ubung 1.
Seien 2 C R? ein Gebiet, w € Q und X : Q — R? eine parametrisierte Fliche. Zeigen Sie: Durch
die Abbildung

I11,: Ty X xTypX - R, (U, V)= S,(U)-Su(V)

wird eine symmetrische Bilinearform erkléart (dritte Fundamentalform von X) und es besteht die
Beziehung
111, — (k1 (w) 4+ ka(w)) I Ty + K1 (w)ke(w) L, = 0.

Darin bezeichnen k1 2(w) die Hauptkriimmungen von X bei w.

Ubung 2.
Zeigen Sie die Parameterinvarianz des Flicheninhalts: Seien (2, Q zwei Gebiete, X: 2 — R3 eine
reguldre parametrisierte Flache, ¢: 2 — € ein Diffeomorphismus und X = X o ¢. Dann gilt

/|Xu(u, v) X X, (u,v)| dudo = /|Xa(a,@) x Xy(@,v)| da do.
Q Q

Ubung 3.
Seien 2 C R? ein Gebiet und X:  — R3 ein zweimal stetig differenzierbares parametrisiertes
Flachenstiick. Definiere

X% Q= R (u,v) = X(u,v) + ep(u, v)N (u, v),

wobei € € R, ¢ € C°(2) und N (u,v) der Normalenvektor von X in (u,v) sind. Zeigen Sie: Fiir
ein hinreichend kleines gy > 0 ist X¢ fiir alle € € (—eg, &) eine reguldre parametrisierte Flache.
Man bezeichnet diese als eine Normalvariation von X.

(Hinweis: Es kann hilfreich sein zundchst die Formel aus Aufgabe 4 (i) zu zeigen.)

Ubung 4.

Sei  C R? ein Gebiet. Als Minimalfliche bezeichnet eine parametrisierte Fliche X: Q — R3
mit verschwindender mittlerer Krimmung H = 0. In dieser Aufgabe wollen wir zeigen, dass sich
eine Minimalfliche auch dadurch charakterisieren lésst, dass fiir sie unter allen ihren Normalva-
riationen (vgl. Aufgabe 3) der Flacheninhalt extremal wird (Minimum oder Maximum!).

(i) Es sei X¢ eine Normalvariation von X geméfs Aufgabe 3. Zeigen Sie, dass fiir die Koeffi-
zienten £%, F¢ und G° der ersten Fundamentalform von X¢ der folgende Zusammenhang
besteht:

£°G° — (F)? = (£°G° — (F°)*)(1 — 4epH) + R,

wobei R = R(u,v,¢) mit lim._,o R(u,v,¢)/e = 0 ist.

(bitte wenden)



(ii) Folgern Sie, dass fiir den Fldcheninhalt A(e) = A(X?) gilt:
A0)=0 <+ H=0,

d.h. € = 0 ist genau dann ein stationdrer Punkt des Flachenfunktionals und der Flachen-
inhalt hat fiir X ein lokales Extremum, wenn die mittlere Kriimmung verschwindet.
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