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Ubung 1.

(i)

(if)

Zeigen Sie, dass die Parametrisierung
X:R?2 5 R, (u,v) — (u,v,u® +v?)
des elliptischen Paraboloids keine Asymptotenlinien besitzt.
Bestimmen Sie die Asymptotenlinien der Parametrisierung
X:R2 5 R3 (u,v) = (u,v,u® —v?)

des hyperbolischen Paraboloids.

Losung 1.

(i)

Sei f: R2 = R, (u,v) — u?+v2 Nach S. 73 in [Fuc08| (oder S. 166 in [Car16]) gilt

4

K —
(u,0) (14 4u? 4 40v?)

>0

fiir alle (u,v) € R?, sodass nach S. 74 in |[Fuc08] folgt, dass es keine Asymptotenlinien auf
X gibt.

Sei f: R? = R, (u,v) — u? — 02, sodass X: R? — R3, (u,v) — (u,v, f(u,v)). Seien
weiterhin w: I — R? eine glatte Kurve, v = X ow und (u,v) € R2. Es gilt nach S. 49 in
[Fuc08|

1
N(u,v) = (—2u,2v,1)
V14 4u? + 492
und
2
L(u,v) = ;
V1 + 4u? + 40?
2
N(u,v) = — ,
(1, 0) V14 4u? + 402
M(u,v) = 0.

Damit folgt nach (6) auf S. 74 in |Fuc08| (oder (7) auf S. 162 in [Carl6])
Kn =0 <= (W))? = (wh)?,
also
!/ !/
wl — :l':OJ2

und damit
w1 = twy +C (CER).

Die Asymptotenlinien sind damit yo4: R — R3, ¢ — (£t + C,t, (£t + C)? — t?) fiir alle
CeR

(bitte wenden)



Ubung 2.
(Vergleiche Ezxercise 2 in Section 3-3 in [Carl6).)

Seien a,b > 0. Betrachten Sie die Wendelfliche (Helikloid)
X:R? 5 R3, (u,v) — (avcos(u), avsin(u), bu).
(i) Zeigen Sie, dass es sich um eine Regelflache handelt. Sind die Regelgeraden Asymptotenli-
nien?

(ii) Bestimmen Sie die Kriimmungslinien der Flache fir a = b= 1.

(Hinweis: Benutzen Sie wa = arsinh(ws).)
(ili) Zeigen Sie, dass X eine Minimalfldche ist.
Losung 2.

(i) Es gilt
X (u,v) =(0,0,bu) + v(acos(u), asin(u),0) = a(u) + vw(u)

fiir alle (u,v) € R? mit
a:R—=R3 t— (0,0,bt) und w:R — R3\ {0}, t — (acos(t),asin(t),0),

sodass X eine Regelfliiche ist. Fiir alle (u,v) € R? gelten

01X (u,v) = o (u) + vw'(u) = (—avsin(u), av cos(u), b),
X (u,v) = w(u) = a(cos(u), sin(u), 0),
01X (u,v) X 03X (u,v) = (—absin(u), ab cos(u), —va?),
011X (u,v) = vw”(u) = —va(cos(u), sin(u), 0),
012X (u,v) = w'(u) = a(—sin(u), cos(u), 0),
(u,v)

Damit erhalten wir

I +b* 0 4 I . — ab 01
(u,0) — 0 a2 un (uw) — /71)24-0,21}2 1 0

fiir alle (u,v) € R2. Fixiere u € R und setze w: R — R2 v+ (u,v), sodass v = X ow die
Regelgerade bzgl. u ist. Es gilt

(110 (1) () = S {0)- () =0

fiir alle v € R, sodass die Regelgeraden Asymptotenlinien sind.

(ii) Nach S. 75 in [Fuc08| (oder S. 163 in |Car16|) miissen wir die folgende Differentialgleichung
l6sen:
0= (EM — FL)W? + (EN — GL)w wh + (FN — GM)w§
b
= a7<(a w3 + b — a?wh)

Vb2 + a?ws
3 2
Vb2 + a?w? a

bzw. mita=b=1

1 1
0= —— (W2 + D2 —Wf) — W= '2,
m(( 2 )1 2) 1 w%+1 2

(bitte wenden)



wobei w: R — R? eine glatte Funktion ist. Setze @: R — R2%, t > (wy(t), arsinh(wa(t)),

sodass
2 2 1 2 __

N 2-12 _ 12
G =w = —5—wy = R .
D7 w2417 cosh(w)

5 cosh(Wy)*Wa"* = Wo
Also
W1 =+Ws +C bzw. w; = tarsinh(wz) +C (C eR).

Damit sind die Kriimmungslinien

aws(t) cos(+ arsinh(wa(t)) + C)
Yeo: R =R ¢ [ aws(t) sin(£ arsinh(we(t)) + C) (C e R).
b(+ arsinh(ws(t)) + C)

Mit z.B. wy = id, folgt

at cos(=+ arsinh(t) + C)
Yec: R = R3¢ | atsin(+arsinh(t) + C) (C eR).
b(+ arsinh(t) + C)

(i) Nach S. 71 in [FucO§| (oder (5) auf S. 158 in [Carl6|) gilt

_
286G - F?

1

1

(0+0—0) =0,

sodass X eine Minimalflache ist.

Ubung 3.
(Vergleiche Ezercise 6 in Section 3-3 in [Carl6).)
(i) Gegeben sei die Einheitssphire mit der Parametrisierung
X:(0,27) x (0,7) — R?, (u,v) > (cos(u) sin(v), sin(u) sin(v), cos(v)).

Berechnen Sie die geodétische Kriimmung aller Breiten- und Léngenkreise (u bzw. v-
Koordinatenlinien).

(ii) Die sog. Pseudosphdre ist die durch

cos(v) sin(v) anh(u
cosh(u)’cosh(u)7u tanh( )>

P2 R\ {0} x R — R3, (u,v)H<

regular parametrisierte Rotationsflache. Zeigen Sie, dass die Pseudosphére konstante nega-
tive Gaukkriimmung besitzt.

Losung 3.
(i) Wir beachten zunéchst, dass
N(u,v) = —(cos(u) sin(v), sin(u) sin(v), cos(v))

fiir alle (u,v) € (0,27) x (0, ) gilt.
Sei zunéchst u € (0, 27) fest. Sei

a: (0,7) = R3, v (cos(u)sin(v), sin(u) sin(v), cos(v)).

Dann gilt fiir die Bogenldnge

s(v) = /Ov|o/(7)|d7 _ /Ova .

(bitte wenden)



(i)

fiir alle v € (0,7), sodass a nach Bogenlidnge parametrisiert ist. Dann gilt

t(s) = o/(s) = (cos(u) cos(s), sin(u) cos(s), — sin(s)),

.

'(s) = —a(s) = —(cos(u) sin(s), sin(u) sin(s), cos(s)),
5(s) = N(s) x t(s) = N(u,s) x t(s) = (sin(u), — cos(u), 0)

fir alle s € (0,7), sodass
kg(s) = (t'(s),5(s)) =0
fiir alle s € (0,7), d.h. Léngenkreise sind immer Geodéten.

Sei nun v € (0, 7) fest. Sei

a: (0,2m) = R3, u s (cos(u)sin(v), sin(u) sin(v), cos(v)).

/ & (1)|dT = / sin(v) dr = sin(v)u
fir alle u € (0, 27), sodass

a: (0,2rsin(v)) — R, s <cos <s;1;(v)> sin(v), sin (Sms(v)> sin(v),cos(v))

die Umparametrisierung von & nach der Bogenlidnge ist. Dann gilt

t(s) = a'(s) = <— sin <sins(v)> , COS <s1ns(v)> ,O) ,
, s 1 ) S 1
tls)=- (COS (sin(v)) sin(v)’ S (sin(v) sin(v)’ 0) ’

3(s) = N(s) x t(s) = N (Snf(v) v) X t(s) = <cos <sin8(v)> cos(v), sin <sins(v)> cos(v), — sin(v))

fiir alle s € (0,27 sin(v)), sodass

Dann gilt fiir die Bogenlénge

cos(v)

sin(v)
fiir alle s € (0,27 sin(v)). (Damit ist nur der Aquator (v = 7/2) eine Geodiite.)

Sei (u,v) € R\ {0} x R. Es gelten

O P?(u,v) = CS;:}?((;L))Z (— cos(v), —sin(v), sinh(u)),
0y P2 (u,v) = Coslll(u)(_sm( v), cos(v),0),
01 P2(u,v) x 9o P(u,v) = Ci:;((g)) (sinh(u) cos(v), sinh(u) sin(v), 1),
01P2(u,v) x 9o P2(u,v)| = Lj::ll((;‘))l,
=— sinh(u) sinh(w) cos(v), sinh(u) sin(v
N(U,’l)) - ’Slnh(u)’ cosh(u)( h( ) ( )7 h( ) ( )71)7
11 P%(u,v) = _Coshl(u)3 ((1 — sinh(u)?) cos(v), (1 — sinh(u)?) sin(v), —2sinh(u)),
1o P (u, v) = i?}}:((z)é (sin(v), — cos(v), 0),
Doa P2 (u,v) = — (cos(v), sin(v), 0),

cosh(u)

(bitte wenden)



sodass

1 0 1 -1 0
I, .y = tanh(u)? d II, = ————tanh(u)? )
o =R (0 sinhlw) wed Hown = famgay ) <0 1>

Damit erhalten wir mit S. 71 in |[Fuc08| (oder (4) auf S. 158 in |Car16|)

det (II(u,v) )

K — W)
(U7 1)) det(I(ujv))

=-1.

Ubung 4.
Seien Q C R? ein Gebiet und X : Q — R3 eine reguliire Parametrisierung einer Fliche. Zeigen
Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

(i) H= K =0 auf Q.

(ii) X () ist eine Teilmenge einer Ebene.

Losung 4.
Es gelte H = K = 0 auf Q. Dann gilt k1 = k2 = 0, sodass mit Satz 10 auf S. 67 in [Fuc08| (oder
Proposition 4 auf S. 149 in |Carl16|) die Behauptung folgt.

Ist X(Q) eine Teilmenge einer Ebene, so gilt DN = 0, sodass k1 = ko = 0, also H = K =0 auf
Q.
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