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Materialien: §1 — §2; Sections 1-1 — 1-6 in [Carl6]|

Ubung 1.
Es seien «, : I — R3 differenzierbare Abbildungen auf einem Intervall I C R. Zeigen Sie:
(i) Die Abbildung a x B: I — R3 ist differenzierbar mit

(axfB)=d xp+axf.

(ii) Gelten mit den Konstanten a, b, c € R die Beziehungen
o =aa+b3 und B =ca—af,
so ist a x B konstant.
(iii) Beweisen Sie fiir u,v,w € R?® die Identitét
(uxv)xw=(u-wv— (v wu.
Losung 1.
Nachrechnen.

Ubung 2.
Seien a,b,c € R mit a® + b* = ¢ und a # 0. Betrachten Sie die durch

v:R =R s (acos (f) ,asin (ﬁ) ,bf)
c c c

erklarte parametrisierte Kurve.

(i) Ist v nach Bogenlidnge parametrisiert?
(ii) Berechnen Sie die Kriimmung und Torsion von 7.

(iii) Zeigen Sie, dass der Winkel, unter dem sich die Gerade in Richtung des Normalenvek-
tors von 7y(s), die durch (s) geht, die z-Achse schneidet, unabhéngig von s € R ist und
bestimmen Sie diesen.

(iv) Skizzieren Sie die Kurve ~.

(bitte wenden)



Losung 2.
(i) Sei s € R. Es gilt

7/(5) = (—Z sin (Z) ,%COS (Z) ,i) = % (—a sin (Z) , @ COS (Z) ,b) ,
= (2 () + (s () (2) =22 =

folgt. Damit ist v nach Bogenlénge parametrisiert.

sodass

(ii) Sei s € R. Es gilt

sodass

folgt. Weiterhin gilt

ny(s) = 2723 = —%’ (cos (Z) ,sin <Z> ,0> = —sgn(a) (cos (Z) ,sin (g) ,0>
0= (i (). e (2).

sowie (mit der Rechnung auf Seite 19 im Skript)
b (s) = 7/ (s) x n,(s)
) (%) acn (2) ) x (- (2) s (2.0
- s (2) i (2) )

b
= _§n7<8>7

und

sodass

Ty(s) = T2

(iii) Sei s € R und definiere

@R B, ¢ 9 (o) 0 9) = (acos (2) (100 ) asin (2) (100 ) 02

Die Gerade « schneidet die z-Achse bei t = |a|. Da

ist der Winkel immer 7/2.

(iv) Vgl. Figure 1-1 auf S. 3 in |Car16| oder Abbildung auf S. 13 in [Fuc08| (Helix/Schraubenlinie).

(bitte wenden)



Ubung 3.
Seien I C R ein Intervall und a: I — R? eine beliebig (nicht notwendig nach der Bogenlinge
parametrisierte) reguliare Kurve mit nirgends verschwindender Kriimmung. Zeigen Sie, dass das
Frenetsche Dreibein (¢4, 14, ba) gegeben ist durch

t a/ a/ X a// " a/ Oé/ X a//

= — n = —_— = —

@ |O/\’ @ |O/XO//] |o/|’ @ |o/><0//‘
(Hinweis: Parametrisieren Sie die Kurve nach der Bogenlinge und benutzen Sie Aufgabe|l| sowie die Seiten 28 &
24 im Skript.)

Losung 3.
Seien s, die Bogenldnge von « und ¢: J = Bild(sq) — I die Umkehrfunktion von s, (einge-
schriankt aufs Bild). Betrachte nun die nach Bogenlédnge parametrisierte regulére Kurve

a:J—R3 7 (o )(T) = ale(r)).

Per Definition gilt

ta:tdocp_l, na:n&ogo_l und b, = bgz o

Nach (1) und (2) auf Seite 23 im Skript gelten

-1

P = (o) oy
und
@' = (~la/| o o)) o
Damit folgt

und

/

o' o) 4 (o' 0 )"
= (" 0 0)(¢')* + (o' 0 )"

o oo o
B <\a'12 G ) oY
O//|O/|2 oo o
( o/]f > o

(o xa") x o
U )

mit Aufgabe |l (111) Mit (3) auf Seite 24 im Skript ergibt sich

(o xa")x o | o x o " o
op=———x — ] oo
/‘4 |a/><a//’ SO ‘a/Xa//| |a/’ SO

SchlieRlich erhalten wir mit Aufgabe (iii)

—~ o~

/

o o x o o
bd:t&xnd:<,‘x(ﬂ| ))ogp

o/ X « ||

1
—W(Ql X (Oé” X Oé/)) X O/) oY

_ <_1,|2((o/ Lo)(o” x @) — (@ x o) - a’)o/)> o

lo/ x o'||cx

(bitte wenden)



Ubung 4.

(i) Zeigen Sie, dass die orientierte Kriimmung einer beliebigen regulédren ebenen Kurve a: I —
R2, ¢t — (x(t),y(t)) (I C R ein Intervall) gegeben ist durch

20y (8) — 2" () (1)
(@ (0 + y (02)72

Ka: I =R, t—

(ii) Zeigen Sie, dass die orientierte Kriimmung einer regulidren ebenen Kurve bei Umorientie-
rung das Vorzeichen wechselt.

Losung 4.
Seien I C R ein Intervall und a: I — R?, ¢+ (x(t),y(t)) eine regulire ebene Kurve.

(i) Seien s, die Bogenlinge von o und ¢: J = Bild(s,) — I die Umkehrfunktion von s,
(eingeschréankt aufs Bild). Betrachte nun die nach Bogenlédnge parametrisierte reguldre
Kurve

a:J >R 7 (o )(T) = alp(r)).

e 0 3)en (4 (2)

Mit t5 = & und

ist (4, na) punktweise eine positive Orthonormalbasis. Es gilt (vgl. Losung von Aufgabe [3))

C o O/’|O/‘2 —adad o
tg=0a" = /‘4 °¥

1 " 2z
(‘a/|4 <(37/2 + y/2) <y//> - (lﬂml + y”y) <y/>>> oY
1 2y — oy
= <‘O/|4 <y//x/2 — 2y o

2
SU/y” _ xl/y/ 1 _ /
_— —_— O
P \Jo] \ @ 4

sodass

(ii) Seien ¥ die Umorientierung von « (¥' = —1) und ay = (zv, yy) die umorientierte Kurve
bzgl. . Nach Teil (i) gilt

/ 1 " ../ /.1 /i
_ To¥y — Tyly TY —xY
Bagy = —— = — = |—————5—

oW = (—kq)o V.
AL P ) )
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