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Materialien: Bis Lektion 8; Bis S. 39 in [Fuc08|; Bis Section 1-7 B in [Car16|

Ubung 1.
(i) Es sei v: [a,b] — R2, t + (x(t),y(t)) eine (nicht notwendig nach Bogenlinge) regulir
parametrisierte ebene Kurve. Zeigen Sie: Fiir den Rotationsindex I, von v gilt:

t

[ / ety () —2"y'()

T or 2/ (1) + y'(t)?

(ii) Skizzieren Sie die Spur der folgenden ebenen Kurven und berechnen Sie ihren Rotations-
index:
(a) an: [0,27] — R2, t > (cos(nt),sin(nt)) (n € N),
(b) Bap: [0,47] — R2, t — (acos(t),bsin(t)) (a,b > 0),
(c) 7:[0,27] — R2, ¢+ (cos(t) — cos(2t),sin(t) — sin(2t)).

Losung 1.
(i) Sei ¢: [0,L] — [a,b] die Umparametrisierung von 7 nach Bogenldnge und betrachte 4 =
v o ¢. Dann gilt mit Blatt 2, Aufgabe 4 (ii) und der Substitutionsregel

1 L
I; = 27T/0 ky(s) ds
1 L x/y// . x//y/
=2, () o)t
1 L :L'/y” _ x//y/ 1
=5, () 20) 0 (gee) oo
1 L :U/y” _ x//y/
~5 ), (F?) o) e
1 b $/y// o m//y/
5 [ (T )0 a
(ii) (a) Sein € N. Dann gilt
L, - 1 2™ 3 sin(nt)? —|—2n3 cos(nt)? g 2 Ldf—n
2m Jo n 2m Jo
Plot (n = 3):
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(b) Seien a,b > 0. Dann gilt

I - 1 4T ab(sin(t)? + cos(t)?)
Pav = on o a?sin(t)? + b2 cos(t)?

dt

Y y
27 Jo  a?sin(t)? + b2 cos(t)?
4ab [ 1

"1 Jy a®sin(t)? + b2 cos(t)?
4 [z 1 7

T /0 (% tan(t))? + 1 cos(t)?

™

_ 1 {arctan (% tan(t))} :

0
4 /o
77(2

dt
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(c) Es gilt

1 2™ (—sin(t) + 2sin(2t))(—sin(t) + 4sin(2t)) — (— cos(t) + 4 cos(2t))(cos(t) — 2 cos(2t))
27 Jo (—sin(t) 4+ 2sin(2t))? + (cos(t) — 2 cos(2t))?

1 [*™9—6cos(t
o o D —4cos(t

9 —6cos(t)
5 — 4 cos(t)
1 9 — 6 cos(t + )
_27r/ 5 — 4cos(t + )dt

(t
1
_ / 9+ 6cos(t) gt
2 5+ 4 cos(t)
9 + 6cos(t)
5+ dcos(t)

_ / 9+ 6 cos(t
N 5+ 4 cos(t

I = dt

dt

[ oo ()]
(€r-0)-(-3)

Ny = 3=

Ubung 2.

Seien I C R ein Intervall und a: I — R? eine regulire parametrisierte Kurve mit nirgends ver-
schwindender Kriimmung s und nirgends verschwindender Torsion 7. Zeigen Sie die Aquivalenz
der folgenden Aussagen:

(i) Es gibt einen Vektor v € R3\ {0}, sodass ¢ - v konstant ist.

(ii) Es gibt einen Vektor v € R3\ {0} mit n-v = 0.

(iii) Es gibt einen Vektor v € R3\ {0} derart, dass b - v konstant ist.
(iv) Das Verhéltnis von Torsion 7 und Kriimmung x ist konstant.

Eine Kurve, welche einer dieser dquivalenten Bedingungen geniigt, heifst Bdschungslinie.
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Losung 2.
Ohne Einschréankung sei o nach der Bogenldnge parametrisiert.

Sei v € R3\ {0}. Dann gilt
1 1 1
Z(t-v) = Z(¢ - t-v)==Z(d"-0)=n-
/{( v) /1( v4t-v) K(oz v)=n-v

und somit

(t-v) =1(n-v)=@ - v)=(b-v).

=9

Damit ist (i) <= (ii) <= (iii) klar.
(i) = (iv): Sei A =t - v. Nach der zweiten Identitdt gibt es ein g € R mit g = b- v und nach
der ersten Identitat gilt n-v = 0. Da (¢,n,b) eine Orthonormalbasis ist, konnen wir
v=(_t-v)t+(n-v)n+ (b -v) b=+ ub
schreiben. Damit erhalten wir mit den Frenet’schen Formeln
0:)\t'+,ub':)\/-m—l—,m'n:/@()\+,uz>n,
K
sodass
-
A+ p—=0.
K

Wire p = 0, so wiirde v = At # 0 und damit ¢ = 1/\v folgen. Dies widerspricht aber k # 0. Also
kénnen wir

-
— = —— = const
K 2

folgern, d.h. (iv) gilt.

(iv) == (ii): Setze v = Tt — b # 0, da t und b linear unabhéngig sind. Mit den Frenet’schen
Formeln gilt dann

T T

/ / /

v=—t—-b=—kn—m=0,
K K

also ist v konstant. Damit folgt
n-v=n- (Zt—b> :Zn-t—n‘bzo,
K K

da (t,m,b) (punktweise) eine Orthonormalbasis ist.

Ubung 3.
Betrachten Sie die Abbildung

(t, e_l/tQ, 0), fallst <0,
c:R—=TR3 ¢4 (0,0,0), falls t = 0,
(t,0, e_l/tQ), falls t > 0.

(i) Zeigen Sie, dass c eine regulire differenzierbare (c € C?(R,R?)) Kurve ist.

(ii) Beweisen Sie, dass die Kriimmung & von ¢ nur auf {O, ﬂ:\/g } verschwindet. Welche geo-
metrische Bedeutung hat die Aussage x(0) = 07

(iii) Zeigen Sie, dass der Grenzwert der Schmiegeebenen von ¢ bei t | 0 die Ebene {(z,y,2) ; y =
0} ist, wihrend bei t 1 0 die Ebene {(z,y,2) ; z = 0} approximiert wird. Was bedeutet
dies fiir die Torsion?
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Losung 3.

(i)

(i)

(iif)

Zunéchst beachten wir, dass

1 _1/h2
il — 1
h—0 hke 0 (1)

fiir alle k € N gilt. Damit folgt

d(0) = %l_rﬂ)c(h)h_c(o) = (1,0,0).

d(t) = <1, ;e_l/t2,0)

2 e
d(t) = <1,0,tge 1/t )

fiir t > 0. Also folgt mit Gleichung c € C1(R,R?). Ebenfalls folgt mit Gleichung ,
dass

Weiterhin erhalten wir

fir t < 0 und

¢"(0) = (0,0,0)

4 — 6t2
d'(t) = <0, e_l/t2,0>

t6

4 — 6t
d'(t) = (0,0, 766 e_l/t2>

t

und

fir alle ¢ < 0 sowie

fiir alle ¢ > 0. Insgesamt erhalten wir wieder mit Gleichung c e C*(R,R?).

Mit (i) sieht man direkt, dass die Kriimmung in 0 verschwindet und, da 4 — 62 = 0 genau
dann, wenn ¢ € {:l:\/g }, gilt die Behauptung.

Der Graph sieht lokal um 0 wie eine Gerade aus. Parametrisiert man ¢ nach Bogenlédnge
um, so ist £(0) = ¢’(0) = 0, sodass kein Normalenvektor in 0 existiert und damit auch
keine Schmiegeebene in 0.

Da || > 0 gilt, gentigt es ¢ x ¢ zu betrachten. Es gilt

4 — 6t2 4 — 6t2
() x () = (0707 = /> =5 /"(0,0,1)

fiir alle t < 0 sowie

4 — 6t2 4 — 6t2
d(t) x '(t) = (0,— ; e_l/t2,0> = Te_l/tZ(O,—l,O)

fiir alle ¢ > 0.
Sei —\/g # t < 0. Dann ist die Schmiegeebene S; gegeben durch

T 0 T t T
Sy = y|leRrR3; (o y| — e /¥ =0, = y|leRd; 2=0}%,
z 1 z 0 z
sodass
x
STOZ Yy ER3,Z:0
z
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Sei nun \/g %t > 0. Dann ist die Schmiegeebene S; gegeben durch

T 0 T t T
Sy = Y ER3; -1 y| — 0 =0, = Y 6R3;y:0 ,
z 0 z e~ 1/ z
sodass
T
S0 = Y ERg,y:O
z

Man kann die Torsion der Kurve in 0 nicht stetig fortsetzen. Da die Teilkurven C‘_OO,O) und
c|(0,00) €ben sind, gilt dort 7 = 0. Wenn aber 7 = 0 iiberall gelten wiirde, dann wire c eine
ebene Kurve (Widerspruch).

Ubung 4.

Es seien L > 0 und «: [0, L] — R? eine ebene, nach Bogenlinge parametrisierte einfach geschlos-
sene Kurve. Fiir ihre Kriimmung x gelte 0 < x(s) < ¢ fiir alle s € [0, L] mit einer Konstanten c.
Zeigen Sie: Fiir die Lange L der Kurve gilt

r>2"
c

Was bedeutet das anschaulich?
Losung 4.
Da x > 0, gilt nach dem Umlaufsatz

I L L

1=— ﬁ(s)dsgc/lds:c.
2m Jo 2m Jo 2m

Die kiirzeste mogliche Kurve ist eine Kreislinie mit Radius 1/c.
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