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Blatt 5, Losung Abgabetermin: /

Materialien: Bis Lektion 10; Bis S. 44 in [Fuc08|; Sections 1-1 — 1-7 B und Section
5-7 bis Proposition 1 in [Car16|

Ubung 1.
Seien I C R ein Intervall, a: I — R? eine nach der Bogenlinge parametrisierte ebene Kurve und
firr >0

o I =Rt alt) £rng(t),

wobei n,: I — R? die Normale von a bezeichnet. o, heifit innere (+) bzw. dufere (—) Parallel-
kurve zu o im Abstand r.

(i) Wann ist «, reguldr? Wann ist a, nach der Bogenlédnge parametrisiert?

(ii) Driicken Sie im Fall, dass a, regulér ist, die orientierte Krimmung k,, von «, durch die
orientierte Kriimmung k, von « aus.

(iii) Seien I = R und « periodisch mit Periode I € (0, 00). Zeigen Sie:
d
dr

wobei I(alj)) den Rotationsindex von aljy; und L die Bogenlinge bezeichnet.

L(ar|jog)lr=0 = F2mI(aljoy),

Losung 1.
(i) Es gilt
ol =ad £rn), = Freata = Fread = (1 Freq)d,
sodass
o0 ? = 1 F rea |/ P = 1 F real.
Dann ist «, genau dann reguldr, wenn 1 F rx, # 0 auf I. Weiterhin ist a, genau dann
nach Bogenldnge parametrisiert, wenn

2
Ko =0 oder ko ==%-.
r

(ii) Sei a: I — R2% ¢+ (2(t),y(t)) und sei a,.: I — R%, ¢+ (2,(t), y-(t)) reguldr. Dann folgt
mit
"

o = (Frel)d + (1 Freqa)d”,
dass nach Blatt 2, Aufgabe 4 (i)

l// ",/

Y — Lp Yy
Ka, = Ir¥r — Irbr
“ o |3
_ (A Frra)z’(Freg)y’ + A Frea)y”) — (Freg)r’ + (LF rea)z”) (1 F r6a)y’
|1 :|:TI€Q|3
_ (1 F rra) 22’y + (1 Freg) (Frel)e'y — (1 Freg)?2"y — (Frel) (1 F req)z'y’
11 F reql?
11 F rka
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gilt.

(iii) Da « periodisch ist, ist ko beschrankt. Also gilt fiir r klein genug 1 F rk, > 0. Es gilt

! l
Larlon) = [ lef(olde = [ 115 rma(o)]de
0 0
und mit q a \( )
+ "Ra)(FRa
- |r= 1 al = r=0 — «
d’l”| 0| +TK | ( ’1¢7”/€a\ >| 0 TR
folgt

d G| !
@’r:OL(arho,l]) = / @’r:OH Frig(t)|dt = :F/ Ka(t) dt = F271(aljoy)-
0 0

Ubung 2.
Seien L € R und I = [0,L] C R. Eine einfach geschlossene, regulére, nach Bogenlédnge para-

metrisierte und konvexe Kurve a € C2(I,R?) mit nirgends verschwindender Kriimmung heifit
Eilinie.

(i) Beweisen Sie, dass eine Eilinie o zu jedem Einheitsvektor e genau einen Parameter s €
mit t4(s) = e besitzt.

(ii) Begriinden Sie, dass a nach dem orientierten Winkel ¥: I — [0, 27| zwischen dem Tan-
genvektor t, und der x-Achse umparametrisiert werden kann. Diese Koordinaten heifsen
tangentiale Polarkoordinaten.

(iii) Es bezeichne g die geméf (ii) in tangentialen Polarkoordinaten parametrisierte Eilinie
a. Die Kurve 8 heikt ein Gleichdick, falls fir die Stitzfunktion h: [0,27] — R, 9 —
—B(¥) - ng(¥) mit einer Konstanten d > 0 gilt:

h(9) + h(d + ) = d

fiir alle ¥ € [0, 7]. Zeigen Sie, dass ein Gleichdick der Breite d den Umfang 7d hat.

Hinweis: Stellen Sie 8 bzgl. des Zweibeins (ng,ns) und mittels der Stiitzfunktion h dar.
B

Losung 2.

(i) Ohne Einschrankung sei k > 0. Dann gilt kK = ¢ > 0, sodass ¢ streng monoton steigend
ist. Ohne Einschrankung kénnen wir J(0) = 0 annehmen und, da nach dem Umlaufsatz
I, =1 gilt, erhalten wir ¥(L) = 27. Da 9([0, L]) = [0, 27], ist ¥: [0, L] — [0, 27] bijektiv.
Da jeder Einheitsvektor eindeutig durch seinen Winkel mit der x-Achse festgelegt ist, folgt
die Behauptung.

(i) Da 9 bijektiv ist und ¥ = k # 0 auf I, folgt, dass 9! diffbar ist, sodass ¥ ein Diffeomor-
phismus ist. Also ist eine Umparametrisierung maoglich.

(iii) Seien §: [0,27] — R? die Umparametrisierung von a mittels ¥ und h: [0,27] — R, ¥
—B(9) - np(?). Da

tg = (cos,sin)

nach Konstruktion, folgt
ng = (—sin,cos), nj = (—cos,—sin) = —tg und njz = (sin, —cos) = —ng.
Also ist (ng,nj;) (punktweise) eine Orthonormalbasis von R?. Weiterhin gilt
h':—/B’-ng—/&n’ﬁ:—tg-ng—/&n’ﬂ:—,é’-nlﬁ,

(bitte wenden)



sodass
B = (8-ng)ns + (8- njs)njy = —hng — h'nj
und damit
B = —h'ng —hnjy—h"njy—h'njy = —h'ng — (h+h")n+h'ng = —(h+1")njy = (h+1")tg
Da
h/:—ﬂ-nllg und h":—B'-n’ﬂ—ﬂ-ngzﬂ-nﬁ—ﬁl~nlﬁ,
erhalten wir
W+h=p-ng—p" ng—p-ng=—png=—|8(ts-ns) =5
SchlieRlich folgt aus h(¥) + h(¥ + m) = d fiir alle ¥ € [0, 7], dass
B (9)+Rh'(9+m) =0
fiir alle ¢ € [0, 7] und damit
R'(0) +h'(m) =0 sowie A'(7)+ h(27)=0.

Also
B'(2m) — K (0) =

Der Umfang ergibt sich nun zu

U(ﬁ)—/o%\ﬁ’!—/%h+/%h”
(/ h+/2ﬂ> (W(27) — W(0)
/h—l—/ h(¢+ m)d

_/ h(9) + h(9 + ) dv
0

:/d
0

= md.

Ubung 3.
Seien L > 0 und a: [0, L] — R? eine nach der Bogenlinge parametrisierte einfach geschlossene
und konvexe Kurve mit positiver Orientierung und «, die duftere Parallelkurve im Abstand r > 0

(vgl. Aufgabe[l)). Zeigen Sie:
(i) U(ay) =U(a) + 277,
(i) A(ay) = A(a) + Lr + 7.

Dabei bezeichnen U(«) den Umfang und A(«) den Inhalt des von der Kurve a umschlossenen
Gebietes.

(Hinweis: Sie diirfen den folgenden Satz ohne Beweis benutzen: Es seien a,b € Ria < b und a: [a,b] — R?, ¢
(z(t),y(t)) ein stetig differenzierbarer Weg mit positiver Kriimmung und ohne Doppelpunkte (d h. o ist mjetktw)
Seien A = a(a) und B = a(b). Dann begrenzen die Spur von o und die Strecken OA sowie BO ein beschrinktes
Gebiet S C R?, dessen Inhalt durch die Formel

gegeben ist.)
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Losung 3.
(i) Es gilt
L L L L
Utar) = [ el = [ real = [t =Lt [Cra=Lo2mn
0 0 0 0

(ii) Es gilt
(@ —r(=y)) A +rra)y’ — (L+ rea)a’(y — ra’)

(14 rea)(xy’ — 2'y) + r(1 + r6q) (2% +9?)

/
/
L

= / 2y (14 76a) + 1Y2(1 + 160) — (1 4 7Ra) 2’y + r(1 4 rrq )2
0
/
/

L L L L
(xy — 2'y) + 7“/ Kalzy — 2'y) + 7“/ 1+ 7“2/ Koy
0 0 0

L
= 2A(a) 4 rL + 27r* + 7’/ ka(zy — 2'y).
0

Da
x/2 + y/2 — 1

und somit
!N ! "

rr +yy =0
gilt, erhalten wir mit
1o !

kalzy —a'y) = (2'y" — 2"y (xy — 2'y)

_ :U,:L‘y/y” _ CL‘,ny” _ xw”y'2 + m':z:"yy’

— a2y x/ny// o xxl/y/Z _ yy/2y//
_ —(l'l'”(.’L'/Z + yl2) + yy//($/2 + yIZ))

= — (2" +yy")

L L L
- / (v2” +yy") = — ([mx’]é — / 2+ [y It - / y’2>
0 0 0
L
:/ x/2+y/2—[a-o/]0L
0

=1L,

und

da « geschlossen ist, das Resultat.

Ubung 4.
Seien a > 0 und

T <7E, z) - R, t— aCOS(Qt).
272 cos(t)

Betrachten Sie die in Polarkoordinaten gegebene ebene Kurve

0 (“Z.T) S B2, b (r(0)cos(t) (t) sn ),

die man Strophoide nennt.
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(i) Bestimmen Sie die Schnittpunkte der Kurve mit den Koordinatenachsen und zeigen Sie,
dass sie die Gerade {(z,y) € R? ; = —a} als Asymptote hat.

(ii) Die Kurve o hat im Ursprung einen Doppelpunkt (d.h. es gibt t; # to mit a(t1) = a(t2)),
sodass die Kurve eine Schleife bildet. Zeigen Sie, dass der Inhalt des von dieser Schleife
umschlossenen Gebietes (2 — 5) a® betrigt (Skizze!).

(iii) Die Kurve schlieft zusammen mit ihrer Asymptote eine sich ins Unendliche erstreckende
Fléche ein. Zeigen Sie, dass deren Inhalt (2 + g) a® betrigt.

(Hinweis: Betrachten Sie die um den Vektor (a,0) verschobene Kurve und benutzen Sie die Formel aus

Aufgabe[3)

Losung 4.
Es gilt
a(t) = a(cos(2t), cos(2t) tan(t))

fir alle t € (—g, g)

(i) Es gilt
cos(2t) =0 <= t= :l:g

und .
cos(2t)tan(t) =0 <— t= :l:Z oder t = 0.

Also schneidet « die z-Achse in —7 und 7 und die y-Achse in —7, 0 und 7. Weiterhin gilt

lim cos(2t) = —1 und lim cos(2t)tan(t) = oo

s s
t=—5 t——35

sowie
lim cos(2t) = —1 und lim cos(2t) tan(t) = —oo,
t—35 t—3

sodass die Gerade {(x,y) € R? ; x = —a} die Asymptote von « ist.

(ii) Wir betrachten zunéichst die untere Hélfte. Seien T > ¢ > 0 und a.: [-F +¢,0] —
R2, ¢ — a(t). Dann gilt (vgl. Hinweis in Aufgabe 3)

0
A(S.) = ; 2 / cos(2t)< 2sin(2r) tan(r) + cos(21) ! )

2
% os(t)

—2sin(2t)) cos(2t) tan(t) dt
(C:; K

— 1612[—275 + sin(2t) + tan(t)]Y

us
1Te

2

1 o2 m 7'('

= 5 (0—(5—2€+sm<—§+2€>—i—tan(—z—ka)))
14,7 =

a2 (-5 +2).

— 2a ( 5 +

fiir ¢ — 0. Damit folgt die Aussage.
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(iii) Wir betrachten zunichst die obere Hilfte. Seien T > ¢ > 0 und a.: [-5 +¢,-%F] —
R?, ¢+ a(t) + (a,0). Dann gilt (vgl. Hinweis in Aufgabe

A(S:) = 1(12 /4 (cos(2t) + 1) (—2 sin(2t) tan(t) + cos(2t) cosl(t)2>

2
-1 [cos 2 cos
_ 1o / < (2t)> — 2sin(2t) tan(t) + cosg)tz) dt

™

1, .
= 50 [—2t + 2sin(2t)] §+8

= laz ((E — 2) — (m —2e + 2sin(—7 + 26)))

2% \\2
1
= 5’ (—g ~ 22 — 2sin(—7 + 25))
1 o /m
2 (T 2)
— 2a <2+

fiir e — 0. Damit folgt die Aussage.
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