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Ubung 1.
Es seien I C R ein Intervall und X die Rotationsflache einer reguléren ebenen Kurve a: I —
R3, ¢+ (x(t),y(t),0) um die z-Achse. Zeigen Sie, dass es stets eine Parametrisierung X : (0, 27) x

I° — R3 gibt, sodass
(&) 0
G(u,v) = ( 0 1)

fir alle (u,v) € (0,2m) x I°.

Losung 1.
Da die Rotationsfliche unabhéngig von der Parametrisierung der Kurve ist, kénnen wir ohne
Einschrankung annehmen, dass a nach Bogenldnge parametrisiert ist. Die Rotationsfliche kann
durch

X:(0,27m) x I° = R3, (u,v) — (z(v), cos(u)y(v),sin(u)y(v))

parametrisiert werden. Da
O X (u,v) = (0, —sin(u)y(v), cos(u)y(v)) und X (u,v) = (2'(v),cos(u)y’(v),sin(u)y’ (v))

fir alle (u,v) € (0,27) x I° gilt, folgt

Clu,v) = (y(3)2 o)+ <y'<v>>2> B <y(3)2 [D

fir alle (u,v) € (0,2m) x I°.

Ubung 2.
Betrachten Sie die Abbildung
X: (o, g) X <0, g) — R®, (u,0) — ((a+ bsin(v)) sin(u), (a — beos(v)) sin(w), csin(u)),

wobei a, b, ¢ reelle Zahlen sind.

(i) Untersuchen Sie, wann durch X eine regulére parametrisierte Fléche erklart wird.

(ii) Bestimmen Sie (im Falle der Regularitéit) die erste Fundamentalform von X.

(bitte wenden)



Losung 2.
Es gilt

"X (u,v) = cos(u)(a+ bsin(v),a — bcos(v),¢) und hX(u,v) = bsin(u)(cos(v),sin(v),0)

fir alle (u,v) € (0, g) X (0, g) Damit erhalten wir

|01 X (u,v)|? = cos(u)? <<\/§a + bsin (v - Z))Q + b? sin <1) + %)2 + 02> ,

102X (u,v)]? = b%sin(u)?,
(X (u,v), X (u,v)) = absin(u) cos(u)(cos(v) + sin(v)),
—csin(v)
" X (u,v) X 02X (u,v) = bsin(u) cos(u) ccos(v)
a(sin(v) — cos(v)) + bsin(v)(sin(v) 4 cos(v))

fiir alle (u,v) € (0,%) x (0,%). Da sin(t) # 0 # cos(t) und sin(v) + cos(v) > 0 fiir alle ¢ € (0, F)
gilt, ist X (lokal) regulér, wenn a,b,c € R mit b # 0. Weiterhin gilt

G(u,v) = (COSW)Z ((V2a+bsin (v—%))*+b*sin (v + §)* +¢*)  absin(u) cos(u)(cos(v) + sin(v))

absin(u) cos(u)(cos(v) + sin(v)) b? sin(u)?

Ubung 3.
Seien I C R ein offenes Intervall und a: I — R? eine regulire, nach Bogenlinge parametrisierte,
doppelpunktfreie (d.h. « ist injektiv) Kurve mit nirgends verschwindender Kriimmung. Fiir ein
r > 0 sei

X:1x(0,2m) = R, (u,v) — a(u) + r(cos(v)n(u) + sin(v)b(u)),

wobei n und b die Normale bzw. Binormale der Leitkurve o bezeichnen. Eine solche Flache wird
Rohrenfldche genannt.

(i) Bestimmen Sie die erste Fundamentalform von X. Unter welchen Voraussetzungen ist X
eine regulidre parametrisierte Flache?

(ii) Bestimmen Sie die zu X gehorige Gaufs-Abbildung unter der Voraussetzung, dass X regulér
ist.

111 estimmen Sie X, wenn die Leitkurve der Kreis a: (0,27) — , T — (cos(t),sin(?),
iii) Besti Sie X die Leitk der Krei 0,2 R3 i 0

und 7 = % ist. Skizzieren Sie diese Flache.

Loésung 3.
Sei (u,v) € I x (0,2m).

(i) Es gilt
01 X (u,v) = (1 —rcos(v)k(u))t(u) + rsin(v)r(u)n(u) — rcos(v)7(u)b(u)
und
X (u,v) = —rsin(v)n(u) + r cos(v)b(u)
sodass
101X (u,v)]? = (1 = rcos(v)r(u))? + r’r(u)?
und

|02 X (u, v)]Q =7

(bitte wenden)

) |



(1 X (u,v), 0 X (u,v)) = =127 (u).
Hiermit folgt
"X (u,v) X 02X (u,v) = —rcos(v)(1l —rcos(v)k(u))n(u) — rsin(v)(1 — rcos(v)rk(u))b(u)

und
|01 X (u,v) x DX (u,v)|* = 72(1 — 7 cos(v)r(u))?.

Wir erhalten damit

N X (u,v) X X (u,v) =0 <= cos(v) = )’

Also ist X regulér, wenn £ < 1, da cos(v) < 1.
(ii) Mit (i) erhalten wir

N: T x(0,21) = S?, (u,v) = — cos(v)n(u) — sin(v)b(u).

(iii) Es gilt

t(u) = (—sin(u), cos(u), 0),

n(u) = (= cos(u), —sin(u),0) = —a(u),
b(u) = t(u) x n(u) = (0,0,1),

k(u) =1,

7(u) = 0.

Damit folgt
X (u,v) = (cos(u) (1 - ;cos(v)> sin(u) (1 - ;Cos(v)> , ;sin(v)> .

Plot:

Ubung 4.
Seien Q C R? offen, X : Q — R3 eine parametrisierte Fliche und ¢: Q — Q eine orientierungser-
haltende Parametertransformation. Zeigen Sie folgende Beziehungen zwischen der zweiten Fun-
damentalform IT (bzw. IT Ti( ) von X und der zweiten Fundamentalform I7 (bzw. I17%X) der
umparametrisierten Flache X = X o .
(i) Fiir alle (%,7) € Q und alle U,V € R? ist
IG5 (ﬁ, ‘N/) = I,a,5) (DSD(a,a)a DSD(a,f;)V)-

(bitte wenden)



(ii) Fiir alle (@,9) € Q und alle U,V € T(f“;)j( ist

U(Tfi)(U V) =115 (U, V).
Losung 4.
(i) Seien (@,9) € Qund U,V € R2. Da ¢ orientierungserhaltend ist, gilt N = N o und damit
145U, V) = —=DN.4)(U)DX(5.5(V)
=-D(No @)(a,a)(U)D(X o 80)(a,ﬁ)(v)
= —DNya,5) D¢ a,s)(U) DX a5 Deasn (V)

(ii) Seien (@,?) € Qund U,V € T(a@)z. Da ¢ orientierungserhaltend ist, gilt N = N o ¢ und

damit
LIS (U, V) = = DN ) (DX (5.) " U)WV
= —D(N 0 9)(a,5((D(X 0 @)az) ' U)V
= =D N5 Dpa,5) (DX a5 DW(& 5) U)WV
= _DNcp(ﬂ,f))D(p(uv (DSO 0,0 ) (( 1117)>_1U)V
= —DN, .5 (DX pa5) ' U)V
1 TX
= IISO(@T)) UV).
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