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Übung 1.
Es seien I ⊂ R ein Intervall und X die Rotationsfläche einer regulären ebenen Kurve α : I →
R3, t 7→ (x(t), y(t), 0) um die x-Achse. Zeigen Sie, dass es stets eine ParametrisierungX : (0, 2π)×
I◦ → R3 gibt, sodass

G(u, v) =

(
E(v) 0

0 1

)
für alle (u, v) ∈ (0, 2π)× I◦.

Lösung 1.
Da die Rotationsfläche unabhängig von der Parametrisierung der Kurve ist, können wir ohne
Einschränkung annehmen, dass α nach Bogenlänge parametrisiert ist. Die Rotationsfläche kann
durch

X : (0, 2π)× I◦ → R3, (u, v) 7→ (x(v), cos(u)y(v), sin(u)y(v))

parametrisiert werden. Da

∂1X(u, v) = (0,− sin(u)y(v), cos(u)y(v)) und ∂2X(u, v) = (x′(v), cos(u)y′(v), sin(u)y′(v))

für alle (u, v) ∈ (0, 2π)× I◦ gilt, folgt

G(u, v) =

(
y(v)2 0

0 (x′(v))2 + (y′(v))2

)
=

(
y(v)2 0

0 1

)
für alle (u, v) ∈ (0, 2π)× I◦.

Übung 2.
Betrachten Sie die Abbildung

X :
(

0,
π

2

)
×
(

0,
π

2

)
→ R3, (u, v) 7→ ((a+ b sin(v)) sin(u), (a− b cos(v)) sin(u), c sin(u)),

wobei a, b, c reelle Zahlen sind.

(i) Untersuchen Sie, wann durch X eine reguläre parametrisierte Fläche erklärt wird.

(ii) Bestimmen Sie (im Falle der Regularität) die erste Fundamentalform von X.

(bitte wenden)



Lösung 2.
Es gilt

∂1X(u, v) = cos(u)(a+ b sin(v), a− b cos(v), c) und ∂2X(u, v) = b sin(u)(cos(v), sin(v), 0)

für alle (u, v) ∈
(
0, π2

)
×
(
0, π2

)
. Damit erhalten wir

|∂1X(u, v)|2 = cos(u)2
((√

2a+ b sin
(
v − π

4

))2
+ b2 sin

(
v +

π

4

)2
+ c2

)
,

|∂2X(u, v)|2 = b2 sin(u)2,

〈∂1X(u, v), ∂2X(u, v)〉 = ab sin(u) cos(u)(cos(v) + sin(v)),

∂1X(u, v)× ∂2X(u, v) = b sin(u) cos(u)

 −c sin(v)
c cos(v)

a(sin(v)− cos(v)) + b sin(v)(sin(v) + cos(v))


für alle (u, v) ∈

(
0, π2

)
×
(
0, π2

)
. Da sin(t) 6= 0 6= cos(t) und sin(v) + cos(v) > 0 für alle t ∈

(
0, π2

)
gilt, ist X (lokal) regulär, wenn a, b, c ∈ R mit b 6= 0. Weiterhin gilt

G(u, v) =

(
cos(u)2

((√
2a+ b sin

(
v − π

4

))2
+ b2 sin

(
v + π

4

)2
+ c2

)
ab sin(u) cos(u)(cos(v) + sin(v))

ab sin(u) cos(u)(cos(v) + sin(v)) b2 sin(u)2

)
.

Übung 3.
Seien I ⊂ R ein offenes Intervall und α : I → R3 eine reguläre, nach Bogenlänge parametrisierte,
doppelpunktfreie (d.h. α ist injektiv) Kurve mit nirgends verschwindender Krümmung. Für ein
r > 0 sei

X : I × (0, 2π)→ R3, (u, v) 7→ α(u) + r(cos(v)n(u) + sin(v)b(u)),

wobei n und b die Normale bzw. Binormale der Leitkurve α bezeichnen. Eine solche Fläche wird
Röhrenfläche genannt.

(i) Bestimmen Sie die erste Fundamentalform von X. Unter welchen Voraussetzungen ist X
eine reguläre parametrisierte Fläche?

(ii) Bestimmen Sie die zu X gehörige Gauß-Abbildung unter der Voraussetzung, dass X regulär
ist.

(iii) Bestimmen Sie X, wenn die Leitkurve der Kreis α : (0, 2π) → R3, t 7→ (cos(t), sin(t), 0)
und r = 1

2 ist. Skizzieren Sie diese Fläche.

Lösung 3.
Sei (u, v) ∈ I × (0, 2π).

(i) Es gilt

∂1X(u, v) = (1− r cos(v)κ(u))t(u) + r sin(v)τ(u)n(u)− r cos(v)τ(u)b(u)

und

∂2X(u, v) = −r sin(v)n(u) + r cos(v)b(u)

sodass
|∂1X(u, v)|2 = (1− r cos(v)κ(u))2 + r2τ(u)2

und
|∂2X(u, v)|2 = r2

(bitte wenden)



sowie
〈∂1X(u, v), ∂2X(u, v)〉 = −r2τ(u).

Hiermit folgt

∂1X(u, v)× ∂2X(u, v) = −r cos(v)(1− r cos(v)κ(u))n(u)− r sin(v)(1− r cos(v)κ(u))b(u)

und
|∂1X(u, v)× ∂2X(u, v)|2 = r2(1− r cos(v)κ(u))2.

Wir erhalten damit

∂1X(u, v)× ∂2X(u, v) = 0 ⇐⇒ cos(v) =
1

rκ(u)
.

Also ist X regulär, wenn κ ≤ 1
r , da cos(v) < 1.

(ii) Mit (i) erhalten wir

N : I × (0, 2π)→ S2, (u, v) 7→ − cos(v)n(u)− sin(v)b(u).

(iii) Es gilt

t(u) = (− sin(u), cos(u), 0),

n(u) = (− cos(u),− sin(u), 0) = −α(u),

b(u) = t(u)× n(u) = (0, 0, 1),

κ(u) = 1,

τ(u) = 0.

Damit folgt

X(u, v) =

(
cos(u)

(
1− 1

2
cos(v)

)
, sin(u)

(
1− 1

2
cos(v)

)
,
1

2
sin(v)

)
.

Plot:

x

y

z

Übung 4.
Seien Ω ⊂ R2 offen, X : Ω→ R3 eine parametrisierte Fläche und ϕ : Ω̃→ Ω eine orientierungser-
haltende Parametertransformation. Zeigen Sie folgende Beziehungen zwischen der zweiten Fun-
damentalform II (bzw. IITX) von X und der zweiten Fundamentalform ĨI (bzw. IITX̃) der
umparametrisierten Fläche X̃ = X ◦ ϕ.

(i) Für alle (ũ, ṽ) ∈ Ω̃ und alle Ũ , Ṽ ∈ R2 ist

ĨI(ũ,ṽ)(Ũ , Ṽ ) = IIϕ(ũ,ṽ)(Dϕ(ũ,ṽ)Ũ ,Dϕ(ũ,ṽ)Ṽ ).

(bitte wenden)



(ii) Für alle (ũ, ṽ) ∈ Ω̃ und alle U, V ∈ T(ũ,ṽ)X̃ ist

IITX̃(ũ,ṽ)(U, V ) = IITXϕ(ũ,ṽ)(U, V ).

Lösung 4.
(i) Seien (ũ, ṽ) ∈ Ω̃ und Ũ , Ṽ ∈ R2. Da ϕ orientierungserhaltend ist, gilt Ñ = N ◦ϕ und damit

ĨI(ũ,ṽ)(Ũ , Ṽ ) = −DÑ(ũ,ṽ)(Ũ)DX̃(ũ,ṽ)(Ṽ )

= −D(N ◦ ϕ)(ũ,ṽ)(Ũ)D(X ◦ ϕ)(ũ,ṽ)(Ṽ )

= −DNϕ(ũ,ṽ)Dϕ(ũ,ṽ)(Ũ)DXϕ(ũ,ṽ)Dϕ(ũ,ṽ)(Ṽ )

= IIϕ(ũ,ṽ)(Dϕ(ũ, ṽ)Ũ ,Dϕ(ũ, ṽ)Ṽ ).

(ii) Seien (ũ, ṽ) ∈ Ω̃ und U, V ∈ T(ũ,ṽ)X̃. Da ϕ orientierungserhaltend ist, gilt Ñ = N ◦ ϕ und
damit

IITX̃(ũ,ṽ)(U, V ) = −DÑ(ũ,ṽ)((DX̃(ũ,ṽ))
−1U)V

= −D(N ◦ ϕ)(ũ,ṽ)((D(X ◦ ϕ)(ũ,ṽ))
−1U)V

= −DNϕ(ũ,ṽ)Dϕ(ũ,ṽ)((DXϕ(ũ,ṽ)Dϕ(ũ,ṽ))
−1U)V

= −DNϕ(ũ,ṽ)Dϕ(ũ,ṽ)(Dϕ(ũ,ṽ))
−1((DXϕ(ũ,ṽ))

−1U)V

= −DNϕ(ũ,ṽ)((DXϕ(ũ,ṽ))
−1U)V

= IITXϕ(ũ,ṽ)(U, V ).
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