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Materialien: Bis Lektion 15; Bis S. 65 in [Fuc08|; Sections 2-1 — 2-5 und
Section 3-1 — S. 147 in |Carl6]

Ubung 1.
Betrachten Sie die Parametrisierung
X: (—m,7m) xR, (u,v) — (cos(u),sin(u),v),
d.h. X ist eine Parametrisierung des Zylinders
Z ={(z,y,2) e R®; 2%+ 4> =1}.

Bestimmen Sie alle Normalschnitte sowie die minimale und maximale Normalkriimmung von X

in p = X(0,0) = (1,0,0).

Losung 1.

Es gilt
" X (u,v) = (—sin(u), cos(u),0),
02X (u,v) = (0,0,1)

und

" X (u,v) x 92X (u,v) = (cos(u),sin(u),0)
fiir alle (u,v) € (=7, 7) x R. Sei 0 € [0, §]. Wir betrachten die Ebene

Ey = {p + /\(81X(0, 0) x GQX(O, O)) + ,U,(COS(Q)alX(O, 0) + Sin(@)&zX(O, 0)) AU E R}

Dann ist
ng = (01 X(0,0) x 92X(0,0)) x (cos(#)01X(0,0) + sin(0)92X (0,0))

1 0 0

=0 x|cos(@) 1] +sin(®) |0
0 0 1

0

= | —sin(h)

cos(#)

der Normalenvektor dieser Ebene und wegen
0 = (ng, X(u,v) — p) = —sin(#) sin(u) + cos(d)v  ((u,v) € (—m,m) X R)
gilt fiir den Normalschnitt
Bild(X) N Ey = {(u,v) € (—m,7) x R ; cos(f)v = sin(0) sin(u)}.
Sei (u,v) € Bild(X) N Ep.

(bitte wenden)



(i) 0 €0,%): Dann gilt
v = tan(0) sin(u),
sodass
cos(t)
a: (—m,m) = R3, t— sin(t)
tan (@) sin(t)

eine Parametrisierung des Normalschnittes ist. Fiir ¢ € (—, 7) erhalten wir

— sin(t) —cos(t) 0
o (t) = cos(t) ,d'(t) = — sin(t) , () xa’(t) = [ —tan(0) |,
tan(6) cos(t) — tan(0) sin(t) 1
also
rat) = (1 + tan(6)?)/2
(1 + tan(6)2 cos(t)?2)3/2
und damit 1
HQ(O) = H—TH(H)Z € (O, 1]
(i) 0 = 5: Dann gilt
0 = —sin(f) sin(u) + cos(f)v = —sin(u) <= u =0,
sodass
1
a:R-R t— [0
t

eine Parametrisierung des Normalschnittes ist. Fiir ¢ € R erhalten wir
0 0 0
dt)y=10],"t)=10], d{t)xa"(t)=10],
1 0 0

also
ka(t) =0 = ko (0).

Die minimale und maximale Normalkriimmung von X in p ist damit 0 bzw. 1.

Ubung 2.
(Vergleiche Exercise 18 in Section 3-2 in [Carl16))

Zeigen Sie: Schneidet die Fliche X; die Flache X3 lings einer reguldren Kurve C| so ist die
Kriimmung ¢ (p) von C in p € C gegeben durch

Hc(p)Z sin(ﬁ)2 = /ﬁ?%l + /122 — 2Kp, Kn, cos(f),

wobei Ky, und &y, die Normalkriimmungen bei p lings der Tangente an C' von X; bzw. X5 sind
und 6 der Winkel zwischen den Normalenvektoren N; und No von X7 bzw. X5 bei p ist.

(Hinweis: Betrachten Sie das von den Vektoren kn, N2 und kn, N1 aufgespannte Dreieck.)

(bitte wenden)



Losung 2.
Wie betrachten das von x,, No und k,,N; aufgespannte Dreieck. Fiir die dritte Seite gilt mit
dem Cosinussatz
Kony No — kny N1|? = K2, + Koy — 208(0) K, i,
Mit Blatt 2, Aufgabe 1 (iii) erhalten wir

|finy N2 — ki, N1| = |60 (p)(n, N1) N2 — ko(p)(n, N2) N1
= rc(p)|(n, N1) N2 — (n, N2) Ni|
ko (p)In x (N1 x N)|
= ric(p)[N1 X Nof
ro(p)lsin(0)],
wobei wir n L N1 X Ny = te(p) und |n| = |N1| = |Na| benutzt haben. Damit folgt die Behaup-
tung.

Ubung 3.

Seien a und r positive reelle Zahlen mit r < @ und definiere den Torus
X:(0,27) x (—m,m) = R3, (u,v) — ((a+ rcos(u)) cos(v), (a + rcos(u)) sin(v), 7 sin(u)).
(i) Berechnen Sie die erste und die zweite Fundamentalform von X.
(ii) Bestimmen Sie eine Formel fiir den Oberflicheninhalt von X.

(iii) Skizzieren Sie die Normalschnitte von X durch den Punkt (a,0,7).

Losung 3.
Sei (u,v) € (0,2m) X (—m, 7).
(i) Es gilt
0 X (u,v) = —r(sin(u) cos(v), sin(u) sin(v), — cos(u)),
02X (u,v) = (a + rcos(u))(—sin(v), cos(v), 0),
sodass

\81X(u,v)\2 r2,
|02 X (1, v)|? = (a+ 7 cos(u))?,
(01X (u,v), X (u,v)) =0.

Hiermit folgt
"X (u,v) X 02X (u,v) = —r(a+ rcos(u))(cos(u) cos(v), cos(u) sin(v), sin(u)),
|01 X (u,v) X 02X (u,v)| = r(a+ rcos(u)),

also
N(u,v) = —(cos(u) cos(v), cos(u) sin(v), sin(u)).
Weiterhin gilt

01N (u,v) = (cos(v) sin(u), sin(v) sin(u), — cos(u)),
02N (u,v) = (sin(v) cos(u), — cos(v) cos(u), 0).

Die erste Fundamentalform lautet also

(7;)2 (a+ T(?os(u))2>

und die zweite Fundamentalform ist gegeben durch

(g (a+r cos(()u) ) cos(u)) '

(bitte wenden)



(ii) Mit (i) erhalten wir

Aoamsixn(X) = [ 90X 0) % X )] )
0,27) X (—m,m
/ / (a+ rcos(u)) dudv
m,m) J(0,2m)

= 27r[au + rsin(u))3"

= 4n?ra.
(iii) Cassinische Kurven.
Ubung 4.
Seien I ein offenes Intervall, a: I — R3 eine regulire Kurve und w: I — R3\ {0} glatt. Die
Abbildung

X: I xR =R (u,v) = a(u) + vw(u)

heifst Regelfidche, falls X regulér ist. Die Kurve a wird dabei Leitkurve und die Geraden R —
R3, v+ a(u) + vw(u) (u € I) werden die Regelgeraden genannt.

(i)
(i)

(iii)

Unter welchen Bedingungen ist X eine regulére parametrisierte Flache?

Sei u € I, sodass die Tangentialebene T, ,»X von X in (u,v) fiir alle v € R existiert.
Zeigen Sie, dass genau dann T{, )X = T(, X fir alle v,0 € R gilt, wenn die Vektoren
o/ (u), w'(u) und w(u) linear abhéngig sind.

Zeigen Sie, dass das hyperbolische Paraboloid (siehe Blatt 7, Aufgabe 1) eine Regelfldche
ist.

(Hinweis: Dritte binomische Formel.)

Losung 4.

(i)

Sei (u,v) € I x R. Es gilt
X (u,v) = (u) + vw'(u),
X (u,v) = w(u),

sodass
01X (u,v) x 92X (u,v) = o (u) x w(u) + vw' (u) x w(u).

Damit ist X genau dann regulir, wenn o' (u) x w(u) und w’(u) x w(u) fir alle u € I linear
unabhéngig sind.

Es gelte zunéchst T\, ) X = T{, X fir alle v,0 € R. Damit folgt
Ty X = Ty X = span{a’(u), w(u)}
fiir alle v € R, sodass
X (u,v) = o (u) + vw'(u) = A (u) + pw(u)
fiir alle v € R. Wir erhalten also
0= (A — 1)’ (u) + pw(u) — vu'(w)
fiir alle v € R, sodass o/(u), w(u),w’(u) linear abhéngig sind.
Seien nun o/(u), w(u),w’(u) linear abhingig. Damit sind o/(u) X w(u) und w'(u) x w(u)

linear abhéngig, sodass 91X (u,v) x 92X (u,v) und o/(u) X w(u) linear abhéngig sind fiir
alle v € R. Es gilt

Ty X = {01 X (u,v) x DX (u,v)}t = { (u) x w(u)}t+ = Tiu,s) X

fiir alle v,v € R.

(bitte wenden)



(iii) Das hyperbolische Paraboloid haben wir durch

X:R? 5 R3 (uv)»—><uvlt2—v2)
* ) ) 77a2 b2

parametrisiert. Da
2 2

2 @)

fiir alle (u,v) € R? gilt, kénnen wir mit der linearen Bijektion

. TR2 2 w_ovu vy _
p: R —>R,(u,v)r—><a b’a+b) (

=

Q| |
S

~
Ry
< &
~_

die Parametrisierung schreiben als
X: R = R, (u,0) = (07 (9(u,0)), 01(u, v)pa(u,v)

= (500 + a(a0), 5 a(u) = 1 (00} )l

2
bzw.
- b b b
X:R? RS, (4,7) (;(a+®),2(f}—a),m> — <‘2Lfa,—2a,o> 0 <;2u> ,
da .
¢ L R? 5 R%, (4,0) — ( 2, %,) (“) = <a(a+@),(v—a)>
Mit b )
a:R—-R3 t— gt,fft,O und w: R — R3\ {0}, t— g,f,t
2 2 22
folgt dann

X (a,0) = o) + vw(a)

fiir alle (@,7) € R2.
Literatur
[Car16] Manfredo P. do Carmo. Differential geometry of curves & surfaces. Revised & updated

second edition. Dover Publications, Inc., Mineola, NY, 2016.

[Fuc08] Martin Fuchs. Vorlesungsskript zur Differentialgeometrie. 2008.



