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Übungsblatt 10

Abgabe: Freitag, den 25.06.2021.

Aufgabe 1 (6 Punkte)

Seien I = [a, b], x0 ∈ [a, b], y0 ∈ Rn und die Funktionen b ∈ C0(I,Rn), A ∈ C0(I,Rn×n)
gegeben. Zeigen Sie, dass unter diesen Voraussetzungen das Anfangswertproblem

y′(x) = A(x)y(x) + b(x)

y(x0) = y0

genau eine lokale Lösung besitzt.

Aufgabe 2 (4+4=8 Punkte)

Für das Anfangswertproblem y′ = f(x, y), y(ξ) = η ist die sog. Picard-Iteration definiert
durch

y0 = η, yn(x) = η +

x∫
ξ

f(t, yn−1(t))dt.

(i) Lösen Sie auf [0,∞) das Anfangswertproblem

y′ = ty, y(0) = 1

mit Hilfe der Picard-Iteration. Führen Sie dabei zunächst einige Iterationsschritte
durch, um das Bildungsgesetz der Iterierten zu erraten, und beweisen Sie Ihre
Vermutung durch Induktion, bevor Sie mit n→∞ zur Grenze übergehen.

(ii) Lösen Sie auf [0,∞) das Anfangswertproblem

y′ = 2ty + 2t, y(0) = 1

mit Hilfe der Picard-Iteration. Führen Sie dabei zunächst einige Iterationsschritte
durch, um das Bildungsgesetz der Iterierten zu erraten, und beweisen Sie Ihre
Vermutung durch Induktion, bevor Sie mit n→∞ zur Grenze übergehen.



Aufgabe 3 (8 Punkte)

Sei (M,d) ein vollständiger metrischer Raum und T : M → M eine stark kontrahie-
rende Abbildung (d.h. es gibt eine Zahl ρ mit 0 ≤ ρ < 1, so dass für alle x, y ∈ X
gilt: d(Tx, Ty) ≤ ρd(x, y)). Zeigen Sie den Banachschen Fixpunktsatz:

(i) T hat genau einen Fixpunkt x.

(ii) Für jedes x0 ∈ M und die zugehörige Folge (xn)n∈N mit xn+1 = Txn gilt x =
lim
n→∞

xn.

(iii) d(xn, x) ≤ d(x0, x1)
ρn

1−ρ (a priori-Abschätzung).

(iv) d(xn, x) ≤ d(xn−1, xn) ρ
1−ρ (a posteriori-Abschätzung).

Aufgabe 4 (6 Punkte)

Seien a < b reelle Zahlen und sei k ∈ C0([a, b]× [a, b]) mit

sup{|k(x, t)| : (x, t) ∈ [a, b]× [a, b]} < 1

b− a
.

Zeigen Sie: Zu jedem g ∈ C0([a, b]) existiert genau ein f ∈ C0([a, b]) mit

f(x) = g(x) +

b∫
a

k(x, t)f(t)dt (x ∈ [a, b]).

(Hinweis : Banachscher Fixpunktsatz.)

Aufgabe 5 (5+4+3=12 Punkte)

(i) Sei f : [a, b]→ [a, b] eine stetig differenzierbare Funktion. Zeigen Sie, dass f genau
dann stark kontrahierend ist, wenn |f ′(x)| < 1 für alle x ∈ [a, b] gilt.

(ii) Zeigen Sie mit dem Banachschen Fixpunktsatz, dass die Gleichung

2x− sin(x) =
1

2

genau eine Lösung im Intervall [0, π
2
] besitzt.

(iii) Wie viele Iterationsschritte sind nötig, um den Fixpunkt mit einer Genauigkeit
von 10−3 zu bestimmen? Nehmen Sie x0 := 0 als Startpunkt ihrer Iteration.


