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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Seien f,g: R — C stetig und 2m-periodisch mit denselben Fourier-Koeffizienten. Zeigen
Sie, dass dann schon f = g gilt.

(Hinweis: Betrachten Sie die Funktion h = f — ¢ und benutzen Sie den Approximati-
onssatz von Weierstrafl im Kontext von periodischen Funktionen.)

Aufgabe 2 (8 Punkte)

Sei f: R — C eine 2m-periodische, quadratisch integrierbare Funktion mit den Fourier-
Koeffizienten c,, n € Z. Beweisen Sie die fiir alle N € N giiltige Ungleichung

N 1 2m
> fa < 5 [ 1f@)Pde
n=—N 0

Hierbei heifit f quadratisch integierbar, wenn das Integral rechts existiert.
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(Hinweis: Man schaue sich [ |f — fy|*dz an, wobei fy(z) = ZiV:_N Cre™ ist.)
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Aufgabe 3 (8 Punkte)

Sei f: R — R die 2r-periodische Fortsetzung von fi : [0,27) — R, f1(¢) = cos?(t) und
g : R — R die 2m-periodische Fortsetzung von g; : [0,27) — R, g(t) = t*

(i) Berechnen Sie die reellen Fourierkoeffizienten a,, und b,, n € Ny.
(ii) Berechnen Sie die komplexen Fourierkoeffizienten c,,, m € Z.

(iii) Gegen welche Funktionen konvergieren die Fourierreihen

% + Z a, cos(nt) + b, sin(nt))?

n=1
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(Hinweis: Sie diirfen benutzen, dass Y o0 | -5 = %)



Aufgabe 4 (4+4=8 Punkte)

Seien f,g: R — R definiert durch
{ex ; 0<z<nm {—erg p 0<z<m

e . —m<z<0 g9(x) =

(plus 27m-periodische Fortsetzungen auf R). Berechnen Sie die Fourier-Koeffizienten ¢,
n € 7Z, dieser Funktion, und entscheiden Sie, ob die Fourier-Reihe konvergiert.

Aufgabe 5 (4+4+4=12 Punkte)

Fiir eine Funktion f:R{ — R definieren wir
L(f)(s):=F(s)= /f(t)e“dt (s € R).
0

Zeigen Sie:

(i) Konvergiert F'(so) absolut fiir ein sp € R, so konvergiert F(s) absolut fiir alle
S > Sp.

(ii) Sind f und f’ auf [0, 00) absolut integrierbar, so gilt
L(f") = sL(f) = £(0).

(iii) Bestimmen Sie L£(f) fiir folgende Funktionen f und untersuchen Sie jeweils, fiir
welche s L(f) konvergiert.

(a) f(t) =1
(b) f(t) = e (a > 0).
(c) f(t) = cos(wt) (w € R).



