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Aufgabe 1 (8 Punkte)

Sei f : R → C eine 2π-periodische und stetig differenzierbare Funktion. Berechnen Sie
dann eine Konstante C ≥ 0 mit

|ck| ≤
C

|k|
für alle k ∈ Z − {0}, wobei ck den k-ten Fourier-Koeffizienten von f bezeichnet. Be-
gründen Sie die gleichmäßige Konvergenz der Fourier-Reihe gegen f .
(Hinweis : Für die Abschätzung arbeite man mit der Formel für die ck, für den zweiten
Teil darf man Satz 15.12 benutzen.)

Aufgabe 2 (3+4+3=10 Punkte)

(a) Sei g : R → R 2π-periodisch mit g(x) = x für 0 ≤ x < 2π. Zeigen Sie, dass die
Fourier-Reihe von g gegeben ist durch

π − 2
∞∑
n=1

sin(nx)

n
.

(b) Für a ∈ R−Z sei die 2π-periodische Funktion f : R→ C auf [0, 2π) gegeben durch

f(x) = eiax − e2πia−1
2π

x. Berechnen Sie die Fourier-Reihe von f .

(c) Zeigen Sie, dass die Fourier-Reihe von f gleichmäßig gegen f konvergiert,

Aufgabe 3 (5+5=10 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass
δ(x, y) := arctan(|x− y|)

eine Metrik auf R definiert.

(b) Sei d(x, y) = |x − y| die übliche (mit dem Absolutbetrag gebildete) Metrik auf R.
Zeigen Sie, dass das System der bzgl. δ offenen Teilmengen von R mit dem System
der bzgl. d offenen Teilmengen übereinstimmt.



Aufgabe 4 (6+6=12 Punkte)

(a) Sei Ω eine offene Teilmenge des RN . Zeigen Sie, dass es eine Folge (Kn)n∈N abge-
schlossener und beschränkter Teilmengen von Ω gibt mit den folgenden Eigenschaf-
ten:

(i) Kn ⊂ int(Kn+1) für alle n ∈ N

(ii)
∞⋃
n=1

Kn = Ω.

(Hinweis : Für eine beliebige Teilmenge M eines topologischen Raumes wird mit
int(M) der offene Kern dieser Teilmenge bezeichnet.)

(b) Sei Ω ⊂ RN offen. Für f ∈ C0(Ω) und K ⊂ Ω beschränkt und abgeschlossen, setze

||f ||K := sup{|f(x)|;x ∈ K}.

Sei (Kn) eine Folge wie in Teil (a). Zeigen Sie, dass durch

d(f, g) :=
∞∑
j=1

2−j
||f − g||Kj

1 + ||f − g||Kj
(f, g ∈ C0(Ω))

eine Metrik auf C0(Ω) definiert wird.


