§15

Entwicklung nach speziellen
Funktionen:
Taylor- und Fourier-Reihen

Wir diskutieren folgendes Probelm: gegeben ist eine Funktion f; gesucht wird eine Entwicklung

00 N
f = > fn nach moglichst einfach zu bestimmenden Funktionen f,, so dass f durch  f,
n=0 n=0
“gut” genadhert wird.

Wir beginnen mit ’ Taylor-Reihen ‘ und erinnern dazu an bekannte Begriffe:

I C R sei ein Intervall, f € C*(I), a € I,

T.f(z) = go,; F®(a)(z — a)t

heilt Taylorreihe von f mit Entwicklungsmitte a.

Diese formale Potenzreihe konvergiert stets auf einem Intervall um a, wobei fiir den Konver-
genzradius R die Falle R =0, R € (0,00), R = oo mdglich sind. Wir geben zwei Beispiele fiir
schlechtes Verhalten:

a) Die Taylorreihe Tj, f kann auf ganz R konvergieren, ohne dass sie die Funktion darstellt.

Beispiel:

Fz) = { 2’5'; Ox 0 } € C=(R)

mit f*)(0) =0 fiir alle k, also Tyf =0 auf R.
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b) Die Taylorreihe T,f konvergiert nur fir = = a.

27" cos(n’z)

(118

Beispiel: (Ubung) f(z) =
1

n

Es gilt

o0
o> Y227 |27 cos(n?r)| < 27" =

n=1

N
27" .cos(n? @) — fauf R —

n=1 Korollar zu 13.1

f stetig auf R; analog fir die Ableitungen — f € C*°(R).

4k

Beachte nun %D (0) =0, |f@R(0)| > S V.

. (2k) n2|z)2*
Fir « #0 : f(T)(!O):EQk‘ > ((2k|)!|)2” Y n.

Wihle n =2k — ‘f<(2;,i)(?) :c%‘ > (klz)?* — oo,

k—o0

d.h.: die Glieder der Taylorreihe bilden keine Nullfolge!

n
Ob und wie gut das Taylorpolynom T, ,f(x) = ) ! (2!(@) (x —a)* die Funktion approximiert,
k=0

entscheidet das
Restglied: Rp(z) = Rpof(x) = f(x) —Thof(z).
In '1';}%11 haben wir abgeleitet

Restglieddarstellung von Lagrange:

Ro(@) = gk S0 (©)- (0 = 0!

1
(n+1)!
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mit einer Zwischenstelle ¢ zwischen x und «a.

Beispiel: f(z)=In(l1+z), > —1. (a=0)

z>0: Ry(z) = ﬁ (=) 2 pnl (14¢) "L gntt

1

ol = 2

T n+1
1+ c)

Es gilt:  Rp(z) — 0, falls 137 < 1,

und da ¢ sehr nahe bei 0 liegen kann, folgt R, (z) — 0 sicher fiir 0 <z < 1. Wir haben die
Taylorentwicklung

x < 0: analog gilt

1 ’$| n+1
Ro(z)| = :
7@l = 1 (fra)

mit ¢ € (z,0). (Natiirlich ist z > —1.) Es ist

ol _ el el
11+ | 1—¢ 1— |z
falls |z < 3, so dass auch R,(z) — 0 fir —3 < = < 0.

M.a.W.: x gilt auch fir —% < x< 0.

Allerdings ist mit Lagrange keine Entscheidung moglich, ob

(_1)k—1 .%'k

el

In(l+z) = i
k=

1
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fir = € (—1,1] gilt. Die Potenzreihe rechts konvergiert ja genau auf diesem Bereich, so dass
man die Giiltigkeit der Formel auch dort erwarten wird. Wie die Gegenbeispiele zeigen, kann
man aber aus der Konvergenz der Potenzreihe noch nicht schliefien, dass sie In(1 + x) darstellt.
Um diese Frage zu beantworten, miissen wir andere Restgliedformeln ableiten.

Zur Erinnerung: Zur Herleitung von Lagrange wurde definiert

o) = @) -3 &% @) @—yk yel

— gla) = Ru(2), g(x) = 0, g(y) = — LW (z_ym

Man wahlt eine beliebige, streng monotone, differenzierbare Funktion A mit

R (y)#0 2 3 n zwischen a und x mit
MWS
(2)=g(a) _ g'(n)
Mo—ha@ = Wy 2O
1 h(z) — h(a)
Rn — = r(n+1) Ty — 1 %) Y )
(Bem.: die Vor. an h miissen nur gelten auf [a, z| bzw. [z, a])

m

Man spezialisiert  h(y) := (x —y)™, m >0, also

W(y) =—m(z—y)™ ",

und bekommt die

Restgliedformel von Schlémilch:

(n+1) r—a)™
Ry (z) = ! nl w m((a:—n))m*1 (=)

S () (@—mnttom

m-n! (z—a)nti-—m ((L‘ - a)n+1

n=mn (f,r,a,m,n) zwischen z und a.

m=mn+1 = Restgliedformel von Lagrange
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m=1 = Restgliedformel von Cauchy

R (z) = F D () ( z—n )n (z — a)"+!

n! r—a

Mit Cauchy wollen wir f(z) =1In(1+x) auf (—1,0] diskutieren:

n _ n n! _ n 1 T=N\" n
S =0 g = Ba@ =D O+nW“'( )" g

Fir z € (—1,0) liegt 7 in (x,0). Wir schreiben

1 1 z—mn
N — _1n n+1{ }
Bnz) = (1) 0 @ 1+n =

. 1 z=m _n—z  _1
mit 0<71+n = T = 1 < 1,

Rechnung

also

1 n 1
R - = n+1'{.”} < n+1
Ra@)] = 737 1] < T—la™,

und wegen x > —1 geht die rechte Seite gegen 0 bei n — oo.

Ergebnis:

Weitreichende Konsequenzen hat die

Integraldarstellung des Restglieds

die man induktiv beweist.  (— Ubung)
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Zunéchst ist ja nach dem Hauptsatz (n = 0)

Ro(w) = 1) = f(a) = [ (0) .

Weiter gilt
Ri(z) = f(x) = f'(a)(x—a) = f(a)

T

= /zf/(t) dt — {f’(a)(t— a)}

a

und
/I(m—t)f”(t) dt = /xi{(m_t) 20} dt+/xf’(t) dt
Zusammen: Ry(x) = [[(z—t)- f/(t) dt , usw. O

Definition 15.1 : Sei I ein offenes Intervall und f:1 — C.

[ heifit reell analytisch auf I <= zu jedem =z, € I gibt es ein ¢ >0 wund eine
o0

auf (o —e,10 +¢€) konvergente Potenzreihe Y. ay (v — xo)F mit
k=0

fx) :Z ar (x — z0)F auf (zo —e,20 +¢).

k=0

Bemerkungen:
1) Schrittweise Anwendung von Satz 13.3 auf die Potenzreihe liefert:
feC®xs—e,20+e) = feC®).

2) Identitétssatz fiir Potenzreihen = a; = 7 F®) ()

. o0
[—> Ugung: konvergiert f = S ap(z—2zo)F auf (z,—¢,z,+¢), so ist Taylorentwicklung
k=0

mit Entwicklungsmitte x, auf diesem Intervall konvergent und somit aj = % ) (2,) ]
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3) Man kann Def. 15.1 auch so umschreiben:

zu jedem z, € I gibt es ein € > 0, so dass

f reell analytische auf I <= i %f(k’) (zo) (z — xo)* auf (zo — €, 20 + £)
k=0
gegeben f konvergiert.

Fiir die Darstellbarkeit von f durch Taylorreihen ist das Verhalten des Restglieds entschei-
dend, und wie wir bei z +— In(1 + x) gesehen haben, ist es gar nicht so klar, fiir welche Form
des Restglieds man sich bei konkreten Anwendungen entscheidet. Man wiinscht sich daher Be-
dingungen, die in der Praxis leicht nachzupriifen sind. Wir geben einige Beispiele, die alle mehr
oder weniger an das Vorzeichen von Ableitungen in der Entwicklungsmitte gekniipft sind.

Satz 15.1 : (Bernstein)

Sei I C R ein offenes Intervall, f € C*(I) habe die
Eigenschaft ™ (z) >0 fiir alle x € I und alle

gentigend groffen n. Dann ist f reell-analytische auf I.

Zur Vorbereitung dient

Satz 15.2 :  Sei fe C™([-1,1]) eine gerade Funktion mit

f@(x) >0 firalle || <1 und n grof genug.

Dann ist f(x) =T, f(x) fir|z| <1.

Beweis von 15.2: f gerade <= f(—z)= f(z), so dass

FEFDO)=0 VEkeN,

SES

( = (rem-0) = -

20 10 20 10

(f(h) - f(O)), weiter mit Induktion )
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Schreibe  f(z) = 2N f(%)(O) a? + Ron ()
k=0 (2k)!
= T2n,0 f(:l})'
mit
1 x

Fall z > 0: Variable t € [0,2] hat die Form t=s-2 mit 0<s<1; ) >0 —
f@) monoton wachsend, also f" () < fEnHD (5), da <1 und somit t=sz <s

1
= Rop(2) = (2%)1/ z(x—z-8)™ FCH) (sp) ds
0
Variablentransf.
t=sx
1
S Ty RCE L Ly CORE
1
< gt G- e ) as

— x2n+1 R2n (1)7

d.h.: Rgn(l‘) S [E2n+1 R2n<1)

Andererseits:

n k(g
1) = 30 T (-0 + Ralt) 2 Rt

g

>0

so dass
Rgn(.’lf) S x2n+1_f(1)

Wie verhélt es sich mit dem Vorzeichen von Ra,(x)?
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Wegen D (0) = 0 ist

Ron(r) = Rapin(x) - i [ (=0 1
0 N——
Integralformel fiir Ron41 20

so dass  Rop(x) = Ropyi(x) >0 auf [0,1]. Das ergibt

0 < Ron(x) < f(1) 2* 0< 2 <1,
mithin 1i_>m Rop(z) =0 fir 0 <z <1.
Fall z <0: analog!
Zusammen folgt:  f(x) = li_>m Tono f(z), |z| < 1. O

KOROLLAR 1: Sei f € C®([-1,1]) ungerade mit f"*+D(z) >0 fiiralle |z| <1, n € Ny.

Dann ist

f(@) =Tof(x), |x] <1

Beweis: Details — Ubung!

g(x) = f'(w) ist gerade, g*M(2) 20— g(x) = Tog(a), |z <1.

Nun integriere links und rechts; die gleichméfiige Konvergenz der Potenzreihe gestattet die Ver-
tauschung. ([l

KOROLLAR 2 (Bernstein auf (—1,1))
Sei f e C®([-1,1]) mit f™(z) > 0 fiir alle |#| < 1 und alle n grof genug. Dann gilt
f(@) =Tof(x), [z <1.

Beweis: — Details als [“Ibung

serlege f(2) = filw) + falw) = 3 (S@) + f(=2) ) + % (f(@) = f(-2))
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und wende den Satz und das Korollar geeignet an. ([

Beweis von 15.1:  (Bernstein) Sei a € I; man wahlt € > 0 mit [a—e,a+¢| C I und setzt
h(z):=e-z+a, |z| <1. hbildet [-1,1] auf [a—¢, a+¢€] ab, folglich ist F':= foh € C*°(]-1,1])
mit F'(z) = f'(h(2)) -e,..., F®(2) =k fF) (ez + a) > 0.

Korollar 2 ergibt F = T,F fir |z| < 1, daraus folgt sofort f = T,f auf (a —e,a+¢). Da
a € I beliebig war, ist alles bewiesen. ([

Bem.: Sei feC*®(a—r,a+r)mit
x f(@) > ="

fir eine Konstante ¢ > 1. Dann setzt man
9(@) = fla) + K -0

mit K > 0 so grofl, dass
K-e“@9 > 1 auf [a—r,a+7].

Es folgt

9 (@) = F0) (@) + K- e el > fO(@) + e 2 0,

also funktioniert Korollar 2 fiir ¢ auf (a —r,a+7), d.h.
g=T, gauf (a —r,a+r).

Das ergibt sofort f = T, f dort, d.h. die Vorzeichenbedingung an f(™ kann abgeschwicht
werden zu einer einseitigen Bedingung vom Typ .

Zum Abschlufl unserer Diskussion der Taylorreihenentwicklung beschreiben wir das

Konvergenzverhalten am Rand:

oo
Sei etwa > a (z — a)* konvergent auf (a —r,a+7) fiir ein r € (0,00).
k=0
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Satz 15.3 :  (Abel’scher Grenzwertsatz)

o0

Sei > ap(x—a)* auch noch konvergent im Randpunkt x = a+r. Dann konvergiert
k=0
die Potenzreihe gleichmdflig auf [a,a + 7], ist also insbesondere auf [a,a + 1] stetig,
[e.e] [e.e]

dh.: lim Y ap(r —a)* =Y apr®.
ztatr = k=0

Bemerkungen:

1) analoge Aussage fiir a — r, falls dort Konvergenz vorliegt

2) natiirlich kann man in der Situation des Satzes nichts dariiber sagen, was im anderen

oo
Randpunkt vorliegt ( In(1+z)= Y (-1 2% fir e (-1,1] )
k=1

15.3 folgt aus dem

LEMMA (von Abel iiber partielle Summation):  (vgl. Satz 7.4)

Sei I € R; die Funktionen f, : I — R, g, : I — C haben die
folgenden Eigenschaften:

a) {fn(z)} ist monoton fallend fir jedes z € I

b) IM>0: |full <M fir alle n

o0
c) >, gn ist auf I gleichméBig konvergent
n=1

oo
Dann konvergiert auch > f, - g, gleichméafig auf I.
n=1

o0
Beweis: Sei g= Y gn; fir m >n gilt die partielle Summationsformel

n=1

m m—1
S gk fo=) (gr—9)(fe = far1) + (gm — 9) fm — (gn — 9) fr-

k=n+1 k=1

Sei € >0 gegeben. Dazu gibt es ein N mit

lgr —gll <e Vk>N
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Fir m>n>N undalle x €1

‘ k%l <fk gk)(x) ‘ < 87:2_:: (fk(i(})—karl(g;)) +2eM

_— (fn(x)—fm(x)) +2eM < 4-eM.

Nach dem Cauchy Kriterium fiir gleichméfige Konvergenz (Bem. nach Def. 13.1) folgt die Be-
hauptung. O

oo
Beweis von 15.3: O.E.sei a=0 und Y apz® konvergent auf (—r,r]. Wir setzen
k=0

I=10,7], fu(z) = (%)n, gn(x) = apr™, z € 1.

Dann ist auf I 0 < fot1(z) < fu(x), |fu(x)] < 1. Da die g, konstante Funktionen sind,
N

N
ist Forderung c) des Lemmas klar. Das Lemma liefert sodann: 3 apz® = 3 fu(z)gr(z) —>
k=0

k=0
S agz® auf I=[0,r]. O
k=0
Beispiele:
1) In(14z)= > (-1)*1} zF gilt auf (-1,1).

k=1

oo
Die Reihe rechts konvergiert fir = = 1, dh: z +— Y (=1)*! 1 2% ist stetig auf

k=1
. . . . . . & k—1 1
(—1,1]. Also gilt die letzte Gleichung auch fiir = = 1, so dass In2 = kz_:l(—l) 1

nochmal anders bewiesen ist.

2) Arcus-Tangens Reihe: Es gilt
e 2k+1
arctanz = kzo(—l)k g —l1<x<l1

rodt
Beweis: Sei |z| < 1. = arctanz = / — =
oL+t
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/xi(—l)’f %k qr =

0 k=0 N
Satz 13.2 t— Y (—1)kt2F

k=0
glm. kvgnt fiir t€[—|z|,|z|]

00 x o0 ka
S (1) / B = 3 (-1 2

k=0 0 k=0

o0
. . . . . . . L k 2k+1
Nach Leibniz konvergiert die Reihe rechts auch in £1, nach 15.3 ist f(z) := kzo(—l) ST
stetig auf [—1,1]. Da auch arctan auf [—1,1] stetigist und f = arctan auf (—1,1) gilt, folgt
die Behauptung. O

Wir wissen:

e (per Definition):  Reell analytische Funktionen besitzen lokale Taylorreihenentwicklungen,
sind also speziell C*°

e Es gibt C*° - Funktionen, die man nicht lokal in Form von Konvergenten Potenzreihen
darstellen kann.

Dies erweckt den Eindruck, dass (C°° - Funktionen “schlechter” sind als reell-
analytische. Dieser Eindruck ist vom Standpunkt der Regularitdt richtig, andererseits sind
reell-analytische Funktionen unflexibel. Man kann zeigen:

(— Ubungen)

a) es gibt f: R — R von der Klasse C*° mit f(0) > 0 und f(x) =0 fur |z| > 1.

b) eine solche Funktion kann nicht reell analytisch sein.

Hinweis zu b):  (Identitédtssatz fiir reell analytische Funktionen)

Sei I C R ein offenes Intervall, f,g seien reell analytisch mit f(z) = g(x) auf einer Menge
mit Haufungspunkt in 1.

Dann gilt f=g¢ aufl.
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(andere Version: a €I, f(a)=g¢™(a), Vn = f=g auf I.)

Betrachte dazu einen H.P. a € I der Menge aller = € I mit f(x) = g(x) und bilde die
Taylorreihen von f und g in a. Diese sind dann gleich auf einer Folge z,, — a, z, # a, also
nach dem alten Identitdtssatz gleich auf einer Umgebung von a in I, d.h. f(z) = g(z) fiir alle
x aus einem Intervall um a. Sei J das grofite offene Intervall C I mit ¢ € J und f =g auf
J. Hatte J einen Randpunkt b in I, so konnte man das obige Argument mit b statt a benutzen
und somit J vergroflern, Wspr.! O

Approximationssatz von Weierstraf:

f reell analytisch = f kann lokal durch Polynome gleichméafig approximiert werden,
N, —
d.h.: Tngof = 3 5 f)(zo)(x — xg)® — f(z) bei N — oo auf einer passenden

n=0
Umgebung von . Tatséchlich gilt viel mehr: Alle Ableitungen von f werden gleichméfiig durch
die entsprechenden Ableitungen von T 4, f bei N — oo approximiert.

In der Praxis ist f oftmals aber nur stetig auf z.B. [a,b], und wenn man jetzt f auf [a,]
gleichméafig durch Polynome approximieren will, mufl man sich etwas anderes iiberlegen.

Satz 15.4 :  (Approximationssatz von Weierstraf)

Sei f € C%a,b,]) (reell- oder komplezwertig). Dann gilt

es eine Folge von Polynomen P, mit P, —> f auf [a, b].

Stetige Funktionen auf kompakten Intervallen lassen sich dort gleichmé&fig
durch Polynome approximieren.

Beweisskizze: (Steffen Skript 5.1.3, p.98)

OE.  fece(o,1])
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Bernstein-Polynom: P.(z) = kiof(k/n) (1) zF (1 =)

( gewichtetes arithmetisches Mittel der Werte f(k/n) von f an den Punkten einer dquidi-
stanten Zerlegung von [0,1] in n Teilintervalle, Bernstein wurde 1912 durch Uberlegungen zur
Wabhrscheinlichkeitstheorie auf diese Polynome gefiihrt )

Eigenschaften:

i) f=1 = P,(x)= kio (D" 1=z =1

n

i) f=0 = P,(x)=) (})Eat(1-a)n =2

i) f(z)=2(1—12) = Pu(z)= (1— %) z(1-2)

Auflerdem hat man:

iv) L 2(1-2) = (ac - ﬁ) (Z) F1-z)"F =
Dy k=0
=3

i) - iv) rechnet man nach, v) folgt aus iv).

Sei jetzt f € C° ([0,1]), € > 0 gegeben. f ist glm. stetig, also 3§ > 0 mit
If(z) — fly)| <e, |z —y| <d.

Fixiere x € [0,1] und zerlege

An

{k: \x—k/n|<5}, Bn:{k: |x—k/n|25}

Sei M :=max|f|] =
[0,1]

£(@) = flk/m)| < k=0,...n.
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2
Fiir k€ B,, ist §2 (ZL‘ — %) > 1, also

@) - )| < 2 (=)

Es folgt

( beachte i f(@)(P)a*(1 —z)" % = f(z) nachi) >
k=0

AN
Q)
/\:
N—
<
ol
—
N—
3
ol
+
[NV}
| £
/N
IS
|
S|
N——
[\
VRS
> 3
N————
<
ol
—
|
B
:
ol

AN
.
]
|
o=
]

k=0 k=0
——— N—_——
=1 <
V) 1/4n
2M 1
< e+ 5 In

Fir n> N ist Zg-ﬁ < g, also

f(z) = Pp(x)|<2-¢ Vn>N,

diese Abschéatzung hangt nicht von z ab. ([

Fourier - Reihen

beschreiben die physikalische Vorstellung, dass jeder periodische Vorgang durch Uberlagerung
der Grundschwingungen sin z, cos z und der Oberschwingungen sin(nx), cos(nz) erzeugt werden
kann. Das bedeutet: Ist f : R — C eine periodische Funktion, so ist es wenig zweckméafig, f
durch Polynome zu approximieren, denn diese spiegeln die Periodizitat von f nur sehr unvoll-
kommen wieder. Stattdessen wird man versuchen, (falls f 27 - periodisch ist), eine Darstellung
der Form

i (ak cos(kx) + by, sm(kx)) + a./2
k=1
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abzuleiten. Es zeigt sich, dass dies auch fiir sehr wenig regulire Funktionen f moglich ist, bei-
spielsweise fiir

[]]] =

Definition 15.2 :

a) Seien ao,ar, by € C,k € N. Dann heifit

[ P—
5 + ; (ak cos(kx) + by, Sln(lm))

eine trigonometrische Reihe: — Sie heifst konvergent (fir x € D C R), falls

% + nh—{%o Z (ak cos(kx) + by, sin(kx)) = f(z)

fir x € D ezistiert. (Gleichmafige Konvergenz: analog!)

b) (konplexe Schreibweise) — Setzt man fir k € 7Z

%(ak—ibk) k>0
cp 1= %ao k=0 ,so st
% (a—p +1ib_g) k<O

* Z c €F % + i (a;g cos(kz) + by, sm(k:x))

k=—n k=1
Sind umgekehrt fir k € Z Zahlen cx € C worgegeben so setzt man fir k€N
ar = cp+c—k, b =i (ck —c—k), a0 =2¢

und bekommt .
Statt trigonometrischer Reihen wie in a) zu betrachten, ist es deshalb praktischer, Reihen
der Form

zu  studieren. In Ubereinstimmung mit a) bedeutet diese Schreibweise die Bildung von

lim S ¢ €%, sofern der Grenzwert existiert.
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n

Achtung: Falls lim Y ¢ ¢ und lim Y c_p e ™ existieren, so folgt daraus die

n n .
Existenz von lim > ¢z ¢**, die Umkehrung ist falsch: ¢, = 1/k fiir k€ Z — {0},

n—oo "

=0, z=0.

S .
Nachfolgend betrachten wir also Reithen > ¢, ™ x € R, mit Koeffizienten ¢, € C. Es
n=—oo

gilt:

0 .
i) > ¢p €™ punktweise konvergent auf R gegen f(x) = f ist 2m-periodisch,

n=—oo

f(@+2m) = f(2)

ii) ist die Konvergenz lokal gleichméfig (also glm. auf [a,b] fir alle a < b), so gilt:

27 ) o 2m )
/ e "M f(z) de = g cn/ e TV dy = 27 ¢y,
0 0

n=—oo

2T
; i 0 n#+m
denn e’LTL(L’ e mx dx — 9 #
0 2r, n=m

“Orthogonalitat”

Also bekommen wir die Formel

2

cmzler/O ™ f(z) dx, m € Z ,

2m
speziell ¢, = ;ﬂ/ f(x) dz (Mittelwert von f) —
0

Satz 15.5 Seic, € C fir neZ mit

0o N
Z |cn\:]\}i_r>noo Z len| < oo

n=—oo n=—N

0 .
Dann ist f(x):= >, cn €™ auf R definiert, stetig, 2m-periodisch, und es gilt

n=—oo

1

* Cn = —
2 0

2m
f(z)e™ " d.
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; Majorantenkrit. s ;
nx ! z ¢, €M

D
= leal, D2 en] < o0

n=—oo n=—0oo

Beweis: ’cn e

glm. konvergent und damit stetig, der Rest folgt wie vorhin.

o0 .
Ergebnis: absolut summierbar ¢, erzeugen die stetige Fkt. f(z):= > ¢, ™
n=—oo

Ziel ist die “Umkehrung von 15.5”:

Sei f:R—=C 2m-periodisch mit der Eigenschaft, dass

2
/0 |f(x)| de < o0

ist, d. h. |f| ist iiber [0,27] eigentlich oder uneigentlich integrierbar.

(Bedingung dafiir:  f € R([e,2m —¢]) fiir jedes € > 0, liﬂ)l f; |f(z)| dz, BhTI2n fl’B |f(z)] dx

existieren)

2
Dann macht f(z)e™™* dx Sinn fur alle n € Z, und man kann fragen:
0

Werden die ¢, € C wie in * erklart,

gilt dann f(z) = > ¢, @7
- n=-—00
Definition 15.3 : Unter den oben an f gemachten Voraussetzungen heiffen
1 27 )
Cn = — f(x)e ™™ dx
2 0
S .
die Fourier-Koeffizienten von f, Y. ¢, €™ wird Fourier-Rethe von f genannt.
n=—oo

(1t nur formal!)
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Ahnlich wie bei Taylorreihen stellen sich zwei Fragen:
- Konvergenz der Fourier-Reihe?

- und wenn ja, Konvergenz gegen f7 Dazu ein Beispiel:

Bemerkung: Haitte man die Fourier-Reihe von f in der Form

% + i (an cos(nx) + by, Sin(nfﬂ))

n=1
angesetzt, so waren wegen der Reellwertigkeit von f notwendig alle Koeffizienten

reell. Da f eine gerade Funktion ist, miissen die Koeffizienten b, verschwinden.
Dies 1483t sich formal aus den Gleichungen fiir a,, b, und der Definition von ¢, ableiten:

Schreibt man die Fourier-Reihe von f namlich in der Form

Qo

5 T i (ak cos(kz) + by, sin(kx)),

k=1
so ergeben sich aus

1
_271'0

die Formeln  (bilde Re und Im)

2m
Cn f(z)e ™ dx

2m
ap = 1 f(z)cos(kx) dx, k € No,
0

2m
by = 1 f(x)sin(kzx) dz, k € N.
0

und man sieht

f reell = ag, by €R,
f gerade = b, =0 (kein Sinus Anteil)

f ungerade = a; =0 (kein Cosinus Anteil)
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Nun zum

Konvergenzverhalten der Fourier-Reihe:

Bis auf Widerruf nehmen wir an:  Gegeben sei f: R — R mit
o fER ([O,QWD
e f wird 2m-periodisch auf ganz R fortgesetzt.

Dann ist f € R (R), so dass f(x+), f(z—) an jeder Stelle = € R existieren.
f darf Sprungstellen haben, dh. es gibt € R mit

’f(:z;—i—) - f(x—)‘ > 0.

Man iiberlegt sich leicht (— Ubung), dass es hochstens abzahlbar viele Sprungstellen geben
kann. Wir verlangen weiter

! flz)=1 (f(x—|—) + f(:c—)) in Sprungstellen | (und damit auf R)

ist dies nicht der Fall, so &ndert man f an diesen Stellen ab !

Satz 15.6 : (von Feji’g%r; [Barner - F., 1., p. 458])

Zu f wie oben bestimmt man die Fournier-Koeffizienten ci, k € Z, und setzt fir
m

meN, Sp(z):= Y c e sowie fir n € N
k=—m
1 n—1
on(z) = " Z Sm(z)
m=0
Dann gilt

lim o,(z) = f(x) VreR,

n—oo

aufSerdem ist |loy|| unabhdingig von n beschrinkt.

Bemerkungen:

1) o, ist das arithmetische Mittel der ersten n Partialsummen der Fourier-Reihe zu f.
Die Funktion o, konvergiert punktweise gegen f.
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2) Wenn eine Zahlenfolge {ay,} konvergiert, so auch die zugehorige Folge {3, } = {% (o1 +

oot an)} der arithmetischen Mittel. Die Umkehrung ist falsch, etwa o, = (—1)". Dann

folgt B, — 0. Also kann man aus o,(x) — f(z) nicht schliefen, dass auch S,,(x) — f(z)

gilt. Trotzdem hilft der Satz von Fej'ig}%r bei der Diskussion der Konvergenz entscheidend
weiter.

Beweis: Esist

1 o —ikt 1 " —ikt
=g [ F0)e dt—zﬂ/_wf(t)e dt
g _ o a7 ikt ik
s Sz =3 {QW f(t) e dt} e
k=—m —T
- L { 3 eik(x_t)} F(t) dt
T T k=—m

= / m { 3 e L f(y+ ) dy

T e m

m

T k=—m

. m .
Fir y ¢ 27 Z gilt (— Ubung): . S ety = Cos(myl):ccssséerl)y.
=—m

m .
Gemaf S oem0 =2m 41

k=—m

und (L’Hospital) igr(l) Cos(my)l__cfjs(;mﬂ)y) =2m+1

wird y +— (Cos(my) —cos(m+1)y) /(1 —cosy) durch den richtigen Wert stetig in 0 fortgesetzt,

deshalb kénnen wir schreiben

Son() = 1 /” cos(my) — cos(m + 1)y fo+y) dy.

2 J_, 1—-cosy
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Nun bildet man den Mittelwert o,(z) und beachtet dabei, dass sich aufeinderfolgende Sum-

manden kiirzen:

1 T 1 —cos(ny)

on(@) = 5o [ T cosy flz+y) dy =
(1)
L [T /sinT N2
= d
2mn . (siny/2) f(:v+y) Y

1 sin% 2 vl 1
Man nennt K, (y) = 5 (siny/2) den Fejij 5r'schen Kern.

Es gilt K,(y) > 0 sowie

™

(2) Kn(y) dy =1.

—T

( Betrachtet man f =1, so gilt mit derselben Herleitung Gleichung (1). Andererseits ist S, = 1
(da ¢ =0flir k#0, ¢co =1) und dann auch o, =1. Aus (1) wird dann (2))

Mit (2) und unserer Vereinbarung f(z) = 3(f(z+) + f(z—))
gilt
f@ = [ Kaly (Fa+) + 1) d.

(1) 1aBt sich auch schreiben als (Variablentransformation y — —v)

Kngerade
Un(37> = ~ Kn(y) f(x+3/) dy =
" Ky fary)dy = [ Ka(oy) S () dy =
R fa-2de = [ Kaly) fla—y) dy.

s —Tr
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zusamimnen

™

on(e) = [ Kalw)y (£l +y)+ fa—) dy

—T

Schliefllich sei  ¢g(y) %
g stetig in 0 mit g(0) =0

0 - ou@)| =| [ Kal) 9t d

Sei € >0 gegeben. Dazu findet man ¢ = d(e,z) mit |g(y)| <e fur |y| < ¢, und wir erhalten:

( r+y)+ fle —y) — flae+) — f(m—)) bei fixiertem x. Offenbar ist
und

Kn>0

/:)Kn(y)g(y)‘dy < /:Kn(y)dy-e <

IR

/ Kn(y) dy - ¢
Auf [-m,—6] und [d,7] ist

0< K,(y) < % (sin5/2>_2

- 2mn

und gemis ‘g(y)‘ < 2||f[ folgt

S =

(sind/2) I,

=’
[ e
—TT -

an(:c)—f(:c)’ <e+2 Hf\|-<sin<5/2)_2 < 2e, wenn nZno((S,HfH>.

(/WKn(y) 9(y) dy‘ <

also

Das zeigt lim o,(x) = f(x).

n—o0

Die Beschranktheitsaussage ist trivial:

on(@)| < IS | Kal) dy = |51

—T
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also [lon]| < ||f] fur alle n. O

Bemerkung: Sei f: R — C 27w-periodische Regelfunktion. Wird f als stetig vorausgesetzt,
soist f (wegen seiner Periodizitét!) sogar gleichméBig stetig auf R, und das im Beweis auftretende
6 hangt nicht von x ab. Dann gilt aber:

an:>f.

Andererseits ist

m .
on(z) = % > e etk *

= > (1 —E/n)@ et
{=—(n—1)
(zéhle, wie oft ¢y, £ =—(n—1),..., n—1, in * vorkommt) und Ausdriicke der Form
N .
r > ape®® ap € C, nennt man trigonometrische Polynome. Wir bekommen als
(=—N

KOROLLAR: Ist f stetig und 27-periodisch, so gibt es eine Folge trigonometrischer
Polynome |P,,| mit

P, = f aufR.

Dies entspricht genau dem Weierstrafl Approximationssatz im Kontext von periodischen
Funktionen. ([l

Mit dem Fej'ig)%r’schen Satz kommen wir nun der Frage ndher, wann f durch seine Fourier-
Reihe dargestellt wird. Zunachst gilt der

Satz 15.7 :  (Identitdtssatz fir stetige Funktionen)

Seien f,g: R — C stetig und 2w — periodisch

mit den selben Fourier-Koeffizienten. Dann gilt f = g.
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Daraus bekommen wir nun endlich einen

Satz 15.8 :  (Darstellungssatz)

Sei f : R — C stetig und 2mw-periodisch. Konvergiert die zu f gehdrende

Fourier-Rethe dann gleichmdf$ig gegen eine Funktion g, so gilt , d.h. f
wird durch seine Fourier-Reihe dargestellt.

Die Voraussetzung ist insbesondere dann erfillt, wenn

! o0
> |en] < 0o fir die Reihen der Fourier-Koeffizienten gilt.

n=—oo

Beweis: Gleichmafige Konvergenz bedeutet g € C°(R), auflerdem ist g 2m-periodisch und hat
[e.@]
dieselben Fourier-Koeffizienten wie f. Es folgt f = g nach 15.7. Gilt schlieBlich " |¢,] < o0,
n=-—oo
so entnimmt man dem Beweis von 15.5 die gleichméfige Konvergenz der Fourier-Reihe. (]

Beispiel: Sigezahn-Funktion

f(z) = +periodische Fortsetzung

und diese Reihe konvergiert gleichméafig, so dass wir f = g schlielen konnen.
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Mit x = 0 folgt

oo oo
T 2 1 2 1
TN 22 1——1”): 21
2 7rn2( (=1) ZW(%—l)Z ’
n=1 /=1
. 2 > 1
alSO. §:£¥0W

Die Theorie der Fourier-Reihen kann also auch dazu benutzt werden, die Werte gewisser
Zahlenreihen zu bestimmen.

Betrachtet man nur stetig, 2m-periodische Funktionen, so gibt es durchaus Beispiele,
wo die Fourier-Reihe nicht iiberall konvergiert, also insbesondere nicht die Funktion darstellt.

[Ubung — Beispiel]

Ist f lediglich Regelfunktion mit den eingangs genannten Eigenschaften, so wird man erst recht
die Giiltigkeit von

(e 9]
f(z) = Z cn €, R,
n=—o0o

erwarten. Um zu sehen, was passiert missen wir etwas weiter ausholen.

Konvergenz im Sinne der Hilbert-NNorm

ist das Stichwort, unter dem sich das Konvergenzverhalten der Fourier-Reihe fir “schlechte Funk-
tionen” f:R — C zusammenfassen 1af3t.

Definition 15.4 : Seien f,g:R — C Regelfunktionen mit Periode 2.

21

(f.9) = ; f(x) 9(z) dx
heifst Skalarprodukt von f mit g.
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Eigenschaften:

i) f,greell = (f,g)=(9,[)
i) (g, f) = (f.9)
i) (fi+f29) = (fr,9)+(f2,9)
(
v)

fr91+g2) = (f,q1) +(f 92)
cf,g) = c(f,g), ceC

(ficg) = ¢ (f.9)
v) (fif) =0
vi) fstetigund (f,f) = 0 = f =0

AuBerdem gilt

Schwarz’sche Ungleichung;: ‘(f, g)’ (f, 1) (9,9

Hierbei sind alle Funktionen wie in Def. 15.4.

Definition 15.5 : a) Fir f wie in Def. 15.4 definiert man die

21
Hilbert-Norm:  |[flls := (f, f)/2 = (/0 1£]2 dw)l/z.

b) f und g heiffend zueinander orthogonal, wenn

(fr9) = 0 gitt (= 1(g.) = 0)
¢) {fataca heifit Orthonormalsystem (ONS), falls

(forfi) =0ua ={ 075

fir alle o, € A (A= beliebige Indexmenge)

Bemerkungen:
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1) Die Hilbert-Norm erfiillt die

Dreiecksungleichung: | [[f+glla < [Ifl2+ llgll2 |

wie man durch Ausrechnen von ||f + g|3 = (f + g, f + g) unter Zuhilfenahme der
Schwarz’schen Ungleichung sofort sieht.

2) Aus ||f|l2 =0 folgt f =0 nur fir stetige Funktionen f. (Es handelt sich also nur um

eine Pseudonorm.)

27
3) Es gilt / e e dx = 27 O, also:
0

Die Funktionen f,(z):= \/% e n € 7, bilden ein ONS.

4) Sei {eq}taca irgendein ONS und f : R — C eine 27m-periodische Regelfunktion. Die
Zahlen

2

Cai={frea) = | f(@)ealw) dv

heiBen die Fourier-Koeffizienten bzgl. {eq}aca von f.

Warnung: Die Fourier-Koeffizienten bzgl. {f,}nez sind

1 27 )
\/T/ f(z)e™™* dx, n € Z,
m™Jo

unterscheiden sich also um den Faktor —=

von unserer fritheren Definition 15.3.

5

“neue Fourier-Koeff.” - \/% = “alte Fourier-Koeff.”
s

Dies hat natiirlich fiir Darstellungs- und Konvergenzaussagen keine Bedeutung.

Einschub (— Ubung): Summierbarkeit beliebiger Zahlenfamilien

A = beliebige Indexmenge (also nicht notwendig abzéhlbar)

(aa)aca = Familie von Zahlen a, € C, a € A

Definition 15.6 : (aq)aca summierbar mit Summe a € C: <
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zu jedem € >0 existiert E. C A, # E. < o0,

<e VECA EDE., # E<x

mit ‘a— > ag
ack

Man kann zeigen:  (aq)aca Summierbar —-

alle a, = 0 bis auf hochstens abzahlbar viele.

Wir beschreiben jetzt Eigenschaften von ONS.

Satz 15.9 :  Sei {wa}aca ein ONS, f eine 2m-periodische Regelfunktion. E C A sei endlich.

Sind aq, a € E, irgendwelche komplexen Zahlen, so messen wir den Abstand

If— > aqwall2 von f zu dieser Linearkombination.
acl
Es gilt: Der Abstand wird genau dann minimal, wenn man fir a. die Fourier-

Koeffizienten cq, von f bzgl. {wqa} wdhlit.

Beweis:

If=> aawa”% =
aclk

(fif) = 2 @a (fiwa) — Y. aa (Wa, f) + (D aaWa, Y agwp)

ack ~— a€E Hf_/ ocE deE
= ”f”% - E: GoCo — E: aaCq + z:‘aaP
a€EFE acl acR
S B = ol + T fen - aal?
a€E ack
:”ff Z Cawa‘lg
ackE
> ||If = X cawall3 mit IL%Q% = 7 genau fiir aq, = cq.
acl

Satz 15.10 :  (quadratische Summierbarkeit der Fourier-Koeffizienten)
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Sei {wataca ein ONS, {cataca seien die Fourier-Koeffizienten einer 2m-

periodischen Regelfunktion f bzgl. {wa}. Fiir alle B C A ist Y. |ca|®> konvergent,
aEB
und es gilt die

Bessel’sche Ungleichung: S eal® < NSN3
aeB

Definition 15.7 :  Seien f, gn, n € N, 2mw-periodische Regelfunktionen

{gn} konvergent gegen f im Sinne der Hilbert-Norm, falls

lim [|f = gnll2 = 0.
n—00

( “Konvergenz im quadratischen Mittel”)

Beispiel:  (— Ubung): ||f — gnlla = 0 %» punktweise Konvergenz

ﬂ—>
gn —
Wir untersuchen folgende
FRAGE: Sei {wq }aca ein O.N.S.  Wann gilt

Hf - Z<f7 wa>waH2 — 0
fiir jede 2w-periodische Regelfunktion f 7

Dabei ist die Konvergenz so gemeint: zu jedem & > 0 gibt es £, C A mit # E. < oo und

1 =D (f wa)wall2 < &

ack

firalle FCA, # E<oo, ED E..

Die Konvergenz 143t sich so formulieren:
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Seien c¢o = (f,ws) die Fourier-Koeffizienten von f. Dann ist

If =D cawalld = 17 =D leal®s BEC A# E <o,

ackE aElE

vgl.  Rechnung im Beweis von Satz 15.10, so dass Konvergenz von > cowq
acA

gegen f im Sinne der Hilbert-Norm gleichwertig ist zu

113 = leal?,

d. h. es gilt Gleichheit in der Bessel’schen Ungleichung.

Definition 15.8 : Das ONS {wq}aca heifst vollstindig, falls

2

W I = X |(fwa)

a€A

fiir jede 2m-periodische Regelfunktion f:R — C.

Bemerkungen:

i) Aus (1) folgt

(2) <f,g> = Z <fawa> <g’woz>

a€cA

(Parseval’sche Gleichung)

( Beweis als — Ubung:  benutze (1) fiir f + g, f + ig, berechne andererseits || f + gl3 =
113+ 1lgll3 + (f.9) + {9, /), IIf +igll3 = ..., Vergleich ergibt (2) )

ii) Die Bezeichnung “vollstéandig” hat zwei Erklarungen:
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a) Jeder “Vektor” f lait sich im Sinne der Hilbert-Konvergenz darstellen in der Form
> {f, wa)wq, d.h. die Folge S,, der Partialsummen konvergiert bei beliebiger Nume-
acA
rierung gegen f bzgl. || - ||2.

b) Es gibt keinen Vektor ¢ mit |[[g]l2 >0 und (g,w,) =0 fiir alle o € A, d.h. man
kann zu {wq}aca keinen weiteren - zu allen w, orthogonalen-Vektor mit Lange 1

hinzufiigen. Aus (1) folgt ja  |g/|3 = 3 (g, wa)? = 0.
acA

Nach diesem Exkurs in die Hilbertraumtheorie werden wir mit dem Satz von Fej'l'j)%r zeigen:

{\/ﬂ e }nEZ ist vollstandig.

ﬂ (siehe Vorbemerkung)

2 N

flx) - ke

2
dr =0

ikx

lim
N—oo 0

fiir jede 27 — periodische Regelfunktion f: R — C,

27
1 .
cp = f(t)—e*““t dt
0

Ver

Anschlieflend befassen wir uns mit der Frage, wann und wo man doch noch auf punktweise oder
sogar gleichméaflige Konvergenz schlieen kann. Zur Vorbereitung dient

LEMMA: Sei f:R— C 2r-periodische Regelfunktion. Zu jedem € > 0 gibt es eine stetige
- - 2m - 1/2
2m-periodische Funktion f: R — Cmit | f — fll2 = </ |f(z) — f(z)? dx) <e.
0

Idee: O.E. f reell, sonst betrachte Re f, Im f separat wihle nun eine Treppenfunktion
f1:00,27] - Rmit ||f — filleo <€ auf [0,27] und setze f; periodisch fort; man bekommt

1f = fillz < V2r - e.
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Es geht also nur noch darum, zu fi eine stetige, 2r-periodische Funktion f; mit ||fi — fi]l2 < e
zu finden, dann folgt

If = fill < (V27 + 1)e,

also die Behauptung.

Ist t; eine Sprungstelle von f; in [0,27], so definiert man f1 wie im Bild,

Ck+1

die Sprungstelle wird linear interpoliert.
Fiir passende Wahl von § folgt die Behauptung. O

(Details — Ubung !)

Damit folgt

Satz 15.11 :  (Volistindigkeit im Sinne der Hilbert-Norm,)
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Sei f: R — C eine Regelfunktion mit Periode 2.

Dann konvergiert die zu f gehorende Fourier-Reihe

o) ) 27
> ek etk o L (t) ekt dt,
0

= or
k=—o00

im Sinne der Hilbert-Norm gegen f. Das ONS

{# eikx} ist vollstandig, und es gilt
kEZ

Nz
27 o0
/ f1? de =21 > el
0 k=—o00

Bemerkung: Die ¢, sind hier wieder die alten Fourier-Koeffizienten.

Beweis: Sei € > 0 gegeben.

Fall 1: f stetig.

L .
Das Korollar zum Satz von Feji; 31 liefert ein trigonometrisches Polynom T'(z) = Y. aj e*®
k=—L
n .
mit ||f =Tl <&, also || f—T|l2 <V2re. Sei Sp(x)= > cx e*®. Ist n> L und definiert

k=—n
man ap =0 fiir |k|] > L, so folgt aus der Minimaleigenschaft 15.9 von S,

If =Sullz <|[f =Tlz < vV2w-e Vn>L

Fall 2: f wie im Satz

Nach dem Lemma findet man f :R — C stetig, 2m-periodisch mit

If=flz2<e

Sei S, das Fourier-Polynom zu f =

1f = Sallz < |f = Fllz + 11 = Sall2 + [1Sn = Sull2
—_——

<e
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Nach Fall 1 ist |f = Sull2 <e fiir n>n.. Fiir den letzten Term gilt (cy,é = Fourier-Koeff.
zu f, f)

180 = Sallo= | > (a-a) e

k=—n -
=Fourier-Koeff. v. f—f

2

= 1Su(9)ll2, g := f — f, Sn(g) = Fourier-Polynom zu g.

Es ist

150 (9)ll2 < llg = Sng)ll2 + llgllz - < 2llgll2
/l\

Rechnung im Beweis v. 15.10 zeigt:

llg—Sn(9)ll2<llgll2

Also zusammen:

IS = Sallz < 2-|If = fla<2-¢,

d.h.
lf—=Snll2<4-e Vn>ne.
N A
Also haben wir ||f — 3. ¢ €*®|la — 0 bei N — oo bewiesen, was dquivalent zum Eintreten
k=—N
von “=" in der Bessel’schen Ungleichung ist. Daraus folgt die letzte Behauptung des Satzes. [

Zum Beweis des Darstellungssatzes in der Hilbert-Norm haben wir den Satz von Fej’l'g)%r
schon benutzt, wir werden jetzt diesen Satz erneut benutzen, um etwas iiber punktweise Konver-
genz zu zeigen. Wir erinnern daran, dass der Satz von Fej'f[)%r die Konvergenz von Mittelwerten

on(z) = 1 (Sol@)+ ..+ Sa(a))

n

zum Inhalt hat. Darauf zugeschnitten ist das folgende Lemma iiber Zahlenfolgen, das nichts
mit Fourier-Reihen zu tun hat und auf dessen langlichen Beweis wir deshalb verzichten.
Man findet ihn bei Barner-Flohr I, p. 474 + 475.

n

n
LEMMA: Sei {ap}nen eine Folge in C, S, = > ag, op = % > Sm. Ist dann {o,}
k=1 m=1

konvergent gegen ¢ € C, und gibt es ein ¢ > 0 mit

lan| < ¢/n
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fir alle n, so gilt auch lim S, =o. O
n—oo

Satz 15.12 :  (Hinreichende Bedingung fir punktweise Konvergenz der Fourier-Reihe)

Sei f : R — C eine 2m — periodische Regelfunktion mit der

Figenschaft «  f(x) = % (f(:H—) + f(x—)) in Sprungstellen.

Seien ¢y, die Fouerier-Koeffizienten von f. Es gelte

exl < /Ikl, ke Z— {0},

mit einem ¢ > 0. Dann konvergiert die Fourier-Reihe punktweise

gegen f. Auf jedem kompakten Intervall [a,b], auf dem f stetig ist,

st die Konvergenz gleichmdjfsig.

Bemerkung: Verzichtet man auf *, so gilt punktweise Konvergenz nur in den Stetigkeitsstel-
len, in Sprungstellen = konvergiert die Fourier-Reihe gegen %( flx+)+ f (:c—))

Beweis: Man setzt ap = c-e* keZ
n
Sp = >, ag, n €Ny,
k=—n
n—1
on = 2 > Spm. Esist |ax| = ||, so dass man abgesehen von der etwas abweichenden
m=0

Numerierur?g genau in der Situation des Lemmas ist. Die GleichmafBigkeit der Konvergenz auf
[a, b] ergibt sich aus 0, — f auf [a,b] (vgl. die Bem. im AnschluB an den Satz von Fejij 3r,
dass man fiir stetige f das “ ¢ ” unabhéngig von = wahlen darf.) O

Fiir welche Funktionenklassen gilt nun |c;| < ¢ / |k| 7

(1) f und f’ sind stetig (und natiirlich 27-periodisch)

Bis jetzt wissen wir dann nur:
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o0

i) falls > |en] < oo = glm. Kvgnz. der Fourier-Reihe
n=Tee 15.8 gegen f

und

ii) Konvergenz in der Hilbert-Norm (Satz 15.11)

Es folgt (vgl. Uebung):

Satz 15.13 : Sei f:R — C stetig und 2w — periodisch

mit stetiger Ableitung. Dann konvergiert die

Fourier-Reihe gleichmdf$ig gegen f.

ZUSATZ: Dieselbe Aussage gilt, wenn f stetig ist und f’ auf [0, 7] endlich viele
Sprungstellen hat.

In diesem Fall zerlegt man [0,27] entsprechend und summiert anschlieBend auf.
Mit dem Zusatz erhélt man beispielsweise die gleichméflige Konvergenz der Fourier-Reihe zur
Sagezahnfunktion.

f ist Treppenfunktion auf [0, 27]

(2) ( = |ep| < const/\k|)

+ periodische Fortsetzung auf R

Betrachte Zerlegung 0=2,< ... <zy =27 mit

f = o, k=1,...,N.

(Tp—1,7k)
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N Tk .
= 2me, = Y. ap - e M dt
k=1 Tl—1

= el

AN
no
:1‘“
3=
M=
o
B

\

=}
E
+

Also ist Satz 15.12 anwendbar, man hat glm. Konvergenz auf allen Intervallen [a,b], die keine

Sprungstellen enthalten, in Sprungstellen x hat man Konvergenz gegen % ( fla+)+ f (w—))

Durch Kombination von (1) und (2) folgt:

Satz 15.14 : Sei f : R — C 2mw-periodisch. f sei stetig auf [0,27] mit
Ausnahme wvon hochstens endlich wvielen Punkten x,, und diese seien Sprungstellen.
' existiere und sei stetig auf [0,27] abgesehen von héchstens endlich vielen Stellen
YLy e v s Yk wo aber noch die etnseitigen Ableitungen erklart sind.
Dann konvergiert die Fourier-Reihe gleichmdf$tg auf jedem Intervall, das keine Sprungstelle von

f enthdlt. In Sprungstellen x konvergiert sie gegen %(f(x—i—) + f(m—))

Beweis: Man kann f schreiben als

f=hHh+f

mit einer Treppenfunktion fs und einer stetigen Funktion f;, deren Ableitung hochstens end-
lich viele Sprungstellen in [0, 27] hat. Die Behauptung folgt dann aus 2) und dem Zusatz zu 15.13.
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Konstruktion:

+4 — e

i) 2w

[ 0 auf [0,z] | f auf [0, xo)
o= ¢ auf (z,27] hi= f—¢ auf [zo,27]

analog bei mehr als einer Sprungstelle. U

Nun noch etwas fiir Spezialisten:  Satz 15.14 deckt die Félle ab, mit denen man in der Praxis
konfrontiert wird. Aus mathematischer Sicht méchte man jedoch moglichst allgemeine Aussagen
iiber das Konvergenzverhalten von Fourier-Reihen erzielen, was teilweise sehr tief in die Maf-
theorie fithrt. Wir erwédhnen nur ein Resultat, das innerhalb unserer Reichweite liegt.

Satz 15.15 :  (Dirichlet-Jordan)

Sei f: R — C 2w-periodisch und aus BV ([0,2x]). Dann konvergiert die zugehérige Fourier-
Reihe punktweise auf R gegen f abgesehen von hdchstens abzihlbar vielen Ausnahmepunkten x

und diese sind Sprungstellen von f. Dort gilt Konvergenz gegen % <f(m—|—) + f(x—))

Beweis:  Wir betrachten f auf [0,27]. Nach ;3 10 hat f héchstens abzihlbar viele Unste-
tigkeitstellen, und diese sind Spriinge, also f € R([0,2n]). Nach dem Approximationssatz fiir
Regelfunktionen gibt es eine Folge von Treppenfunktionen {g,} mit g, — f- Seien ¢ die
Fourier-Koeffizienten von f, ¢, die von g,. Die glm. Konvergenz ergibt

c, = lim ¢y p.
n—00 ’
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In 2) haben wir bewiesen

|Cn,k| < 5

— 27

H
e
(]

On g — On o4l
/=1

2
< % . oﬂ(gn)

Benutzen wir nochmal g, —> f, so folgt unschwer \/(Q)W(gn) < K mit K < oo unabhéngig von
n, also

x| <

Aus Satz 15.12 folgt die Behauptung. O

K 1
2

Beispiele: - Partialbruchzerlegung von cot

- Produktdarstellung von sin

- Wallis’sches Produkt

Sei f(z) = €, x € (—m,m), a € R —7Z. Wir setzen f 2m-periodisch auf R fort, also
insbesondere ist f(—m) = f(m). Wir wihlen dazu f<(2n + 1)7T> =32 (eim + e‘”“) = cos(ma)
fiir n € Z. i

Fourier-Koeff. von f: ¢ = % elat ekt gy = (—1)

—T

i sinam 1

=
T a—k

Fourier-Reihe von f:

sinfar) 55 (VF

m
k=—o00

punktweise konvergent gegen f(z).

Durch Zerlegung in Re und Im folgt:

cos(ax) = sin(am) > ((;13: cos(kx) =

™
k=—00

D (1 S ) eos(ha), Jol <7

iberfliissig) sin(ax) = sin(ar) @ sin(kx) =
a—k

™
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2) sin(am) z (_1)k 2k Sin(kx)7 |:L’| <.

™ a?—k?2
k=1

Wé&hlt man in 1) = = 7, so folgt die

Partialbruchzerlegung des Cotangens:

oo
T cot(ma) = 2+ 3° %, a€R-Z.
k=1

Die Reihe rechts konvergiert gleichméaflig auf kompakten Teilintervallen von R — Z, gliedweise
Integration (geméafl % log(sinma) = wcot(mz) ) liefert fiir ~ x € (0,1) :  (ersetze oben a durch
xz!)
In(sinmz) =Inc+Inz + Zln (1 - ﬁ)
k=1

Es gilt (Begriindung!)

192?8 In (sinwx/aj) =lInm,

. S $2
also Inc=1Inm, d.h. nach Anwenden von exp

Produktdarstellung von sin

sin(mx) = mx ]O_O[ (1 - x2/k2>

k=1

Mit = = 1/2 erhilt man die

Wallis’sche Produktformel fiir .

4k2—1

9 lO_O[ 452
= .
=1
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Schlulbemerkung:  Bei allen Ausfiihrungen zur Theorie der Fourier-Reihen hatte f die Periode

2m. Ist f 7-periodisch 7 > 0, so setzt man
5 T
f@) = f(5-2)
m

und hat f c+2m)=floe=ax+7)=fl= ) = f x). Also gelten unsere Sétze fir f und durch
2m 27

Riicktransformation fiir f.

Bemerkung;:
oo
meot(rz) =1+ 3 ﬁ, reR-Z
k=1
o0
> I22j’3k2 =: f(x) konvergiert glm. fir x € [0,1 —¢],
k=1

ist also dort stetig;

F(z) = / f(t) dt ist definiert mit (Vertauschung von Z und / )
0

00 x 2 e T
F(z) = k§1/0t2_k2 dt = ;m (kQ—tQ)’()

o0 o
- Zln(kQ—xQ)—lnkQ - Zln(1—x2/k2),0§x§1—a
k=1 k=1

Aus weot(mz) — 2 = f(z) folgt:
4 (ln[sin(wx)/:r]) =4 P(z) aufle,l1-¢] =
In {sin(ﬂ'az)/x} =Ilnc+ F(x) auf[e,1—¢]

F ist stetig bis 0, F(0) = 0; auBerdem: In [%] —¢> Inm, also Inc=Inw......
zl0



