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Bemerkung

Fiir zy € C,r > 0 definieren wir

kr(20): [0,27) = C, t = 2o + re™.

Aufgabe 1 (7 Punkte)

Sei
1 1
. C\{20,3+4i} > C .
JrO2i3 iy = Cozm o Ty

/ f(z) dz

kr(0)

a) (3) Bestimmen Sie

fiir r # 2,5.

b) (4) Bestimmen Sie

/f(z)dz

34 (t—1)3i, falls 0 <t < 2,
3i+(3-1)3, falls2<t<4,
-3+ (5—1)3i, falls4 <t <6,
—3i+ (t—"T7)3, falls6 <t<8.

fiir

~v:[0,8) = C, t+—

[Hinweis: Skizzieren Sie +.]



L6sungsvorschlag

a) Wir definieren

fi: C\{2i} - C, z—

)

z— 2

1
fa: C\{3+4i} - C, z—

2 —3 =43
sodass

f(z) = f1(2) + fa(2).

Sei 0 < r < 2. Da fi]p,(0) holomorph ist, folgt mit dem Cauchyschen Integralsatz

/ fi(z) dz=0.
% (0)
Sei r > 2. Es gilt
/ fi(z) dz = 2,
()

da 2i € B,(0).

Sei 0 <7 < 5. Da fs|p,(0) holomorph ist, folgt mit dem Cauchyschen Integralsatz

/ fa(z) dz=0.
tr(0)

Sei r > 5. Es gilt
/ fo(2) dz = 2,
kr(0)

da 3+ 4: € B,(0).

Insgesamt erhalten wir also

0, fiir 0 <r <2,
/ f(z)dz = < 2mi, fiir2<r <5,
ki (0) 4mi,  fir r > 5.

b) Wir definieren

3eimt, falls 0 <t <1,

U:[0,5| = C, t—
(6 —t) falls 1 <t < 5,

v(1—1) falls 0 <t <1
®: 0,5 = C, t—=>qy(8—(t—1)) falls1<t<4
—3eim(t=4) falls 4 < t < 5.



Nach dem Cauchyschen Integralsatz gilt

/ f(z) dz =0, / f(2) dz = 0.

P

O:/f(z) dz—l—/f(z) dz

Damit erhalten wir

sowie

/f(z) dz = 2mi.

v

Aufgabe 2 (9 Punkte)

Berechnen Sie mithilfe der Cauchyschen Integralformel die folgenden Integrale:
) (3) J, .0 Saind
.. cosh(mz
ih) (2) [, T

i) (4) [, mdz,a,b € C mit |a| <r < |b],m,n € N.

L6ésungsvorschlag
i) Sei

(0) = C, 2 S0

. B )
/ 1+ 2

NS

Dann ist f holomorph mit

oy exp(z)(1+2) —exp(z) _ exp(z)z
=)= (1+2) L

und

£1(2) = (exp(2)2 + exp(2)) (1 + 2)* — exp(2)z 2(1 + 2)

(1+2)*
B (14 2)? — 22
— exp(z)—(1 poE
— exp(z)—— -

(14 2)3



fiir alle z € Bs (0). Wir erhalten damit

exp(2) o F(2) g, 27y on
/ mdz = / 2241 dz = Tf (0) = 7.
r1/2(0) r1/2(0)

i) Sei
f: C—C, z > cosh(rz).
Dann ist f holomorph und es gilt
h 2mi
/ Mdz = / ﬁdz = iZf(o)(—i) = 2mi cosh(—im) = 2mi cos()

et = (=) = ol
52(0) 52(0)

da —1 € BQ(O)

iii) Sei |a| < r < |b|. Fiir m € N ist die Funktion

Jmp: Bip(0) = C, 2z z—b)™"

EET
holomorph mit der (n — 1)-ten Ableitung

(m+mn—2)!

S

n—1 n—
fouy ' (2) = (=1
fiir alle z € By(0). Damit folgt

1 fm b(z)
de= [ —ImtE g
/(z—@wz—mmz (z — a)m-D1"
Kr(0) Kr(0)

da a € B,(0).

Aufgabe 3 (3 Punkte)

Sei f eine in einer offenen Umgebung der abgeschlossenen Kreisscheibe By (0) holomorphe
Funktion. Welche (holomorphe) Funktion wird durch

o [ 19
E—z
fi1(0)

auf C\ B;(0) dargestellt? (Begriindung!)

—27m1,



L6ésungsvorschlag
Definiere
g C\Bi0) > C, > / g(—@dg.
—Z

k1(0)

Sei z € C\ By(0). Dann ist
f(w)

w—z

h.: B1(0) - C, w~—

eine holomorphe Funktion, sodass mit dem Cauchyschen Integralsatz
f(€
o= [ L~ [ nigae—o
K1 (0) K1 (0)

folgt. Also g = 0.



