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Bemerkung

Für z0 2 C, r > 0 definieren wir

r(z0) : [0, 2⇡) ! C, t 7! z0 + reit.

Aufgabe 1 (7 Punkte)

Sei

f : C \ {2i, 3 + 4i} ! C, z 7! 1

z � 2i
+

1

z � 3� 4i
.

a) (3) Bestimmen Sie Z

r(0)

f(z) dz

für r 6= 2, 5.

b) (4) Bestimmen Sie Z

�

f(z)dz

für

� : [0, 8) ! C, t 7!

8
>>><

>>>:

3 + (t� 1)3i, falls 0  t  2,

3i+ (3� t)3, falls 2  t  4,

�3 + (5� t)3i, falls 4  t  6,

�3i+ (t� 7)3, falls 6  t < 8.

[Hinweis: Skizzieren Sie �.]



Lösungsvorschlag

a) Wir definieren

f1 : C \ {2i} ! C, z 7! 1

z � 2i
,

f2 : C \ {3 + 4i} ! C, z 7! 1

z � 3� 4i
,

sodass

f(z) = f1(z) + f2(z).

Sei 0 < r < 2. Da f1|B2(0) holomorph ist, folgt mit dem Cauchyschen Integralsatz

Z

r(0)

f1(z) dz = 0.

Sei r > 2. Es gilt Z

r(0)

f1(z) dz = 2⇡i,

da 2i 2 Br(0).

Sei 0 < r < 5. Da f2|B5(0) holomorph ist, folgt mit dem Cauchyschen Integralsatz

Z

r(0)

f2(z) dz = 0.

Sei r > 5. Es gilt Z

r(0)

f2(z) dz = 2⇡i,

da 3 + 4i 2 Br(0).

Insgesamt erhalten wir also

Z

r(0)

f(z)dz =

8
><

>:

0, für 0 < r < 2,

2⇡i, für 2 < r < 5,

4⇡i, für r > 5.

b) Wir definieren

 : [0, 5] ! C, t 7!
(
3ei⇡t, falls 0  t  1,

�(6� t) falls 1  t < 5,

� : [0, 5] ! C, t 7!

8
><

>:

�(1� t) falls 0  t  1

�(8� (t� 1)) falls 1  t < 4

�3ei⇡(t�4), falls 4  t < 5.



Nach dem Cauchyschen Integralsatz gilt

Z

 

f(z) dz = 0,

Z

�

f(z) dz = 0.

Damit erhalten wir

0 =

Z

 

f(z) dz +

Z

�

f(z) dz

=

Z

3(0)

f(z) dz �
Z

�

f(z) dz

sowie Z

�

f(z) dz = 2⇡i.

Aufgabe 2 (9 Punkte)

Berechnen Sie mithilfe der Cauchyschen Integralformel die folgenden Integrale:

i) (3)
R
1/2(0)

exp(z)
z3(1+z)dz,

ii) (2)
R
2(0)

cosh(⇡z)
z+i dz,

iii) (4)
R
r(0)

1
(z�a)n(z�b)mdz, a, b 2 C mit |a| < r < |b|,m, n 2 N.

Lösungsvorschlag

i) Sei

f : B 3
4
(0) ! C, z 7! exp(z)

1 + z
.

Dann ist f holomorph mit

f 0
(z) =

exp(z)(1 + z)� exp(z)

(1 + z)2
=

exp(z)z

(1 + z)2

und

f 00
(z) =

(exp(z)z + exp(z))(1 + z)2 � exp(z)z 2(1 + z)

(1 + z)4

= exp(z)
(1 + z)2 � 2z

(1 + z)3

= exp(z)
z2 + 1

(1 + z)3



für alle z 2 B 3
4
(0). Wir erhalten damit

Z

1/2(0)

exp(z)

z3(1 + z)
dz =

Z

1/2(0)

f(z)

z2+1
dz =

2⇡i

2!
f 00

(0) = ⇡i.

ii) Sei

f : C ! C, z 7! cosh(⇡z).

Dann ist f holomorph und es gilt

Z

2(0)

cosh(⇡z)

z + i
dz =

Z

2(0)

f(z)

(z � (�i))0+1
dz =

2⇡i

0!
f (0)

(�i) = 2⇡i cosh(�i⇡) = 2⇡i cos(⇡) = �2⇡i,

da �i 2 B2(0).

iii) Sei |a| < r < |b|. Für m 2 N ist die Funktion

fm,b : B|b|(0) ! C, z 7! 1

(z � b)m
= (z � b)�m

holomorph mit der (n� 1)-ten Ableitung

f (n�1)
m,b (z) = (�1)

n�1 (m+ n� 2)!

(m� 1)!
(z � b)�(m+n�1)

für alle z 2 B|b|(0). Damit folgt

Z

r(0)

1

(z � a)n(z � b)m
dz =

Z

r(0)

fm,b(z)

(z � a)(n�1)+1
dz

=
2⇡i

(n� 1)!
f (n�1)
m,b (a)

=
2⇡i

(n� 1)!
(�1)

n�1 (m+ n� 2)!

(m� 1)!
(a� b)�(m+n�1),

da a 2 Br(0).

Aufgabe 3 (3 Punkte)

Sei f eine in einer o↵enen Umgebung der abgeschlossenen Kreisscheibe B1(0) holomorphe

Funktion. Welche (holomorphe) Funktion wird durch

z 7!
Z

1(0)

f(⇠)

⇠ � z
d⇠

auf C \B1(0) dargestellt? (Begründung!)



Lösungsvorschlag

Definiere

g : C \B1(0) ! C, z 7!
Z

1(0)

f(⇠)

⇠ � z
d⇠.

Sei z 2 C \B1(0). Dann ist

hz : B1(0) ! C, w 7! f(w)

w � z

eine holomorphe Funktion, sodass mit dem Cauchyschen Integralsatz

g(z) =

Z

1(0)

f(⇠)

⇠ � z
d⇠ =

Z

1(0)

hz(⇠)d⇠ = 0

folgt. Also g ⌘ 0.


