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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Welche der folgenden Integrale haben den Wert 0 und welche nicht?

i)

Z

2(2)

z2 � 4

z2 � 1
dz, ii)

Z

2(0)

z

z2 � 4z + 3
dz,

iii)

Z

2(3i)

z2 + 4

(2i� z)z
dz, iv)

Z

1(2i)

z2 + 4

(2i� z)2z2
dz.

Begründen Sie Ihre Antworten!

[Hinweis: Für z0 2 C, r > 0 definieren wir r(z0) : [0, 2⇡) ! C, t 7! z0 + reit.]

Lösungsvorschlag

i) Es gilt

z2 � 4

z2 � 1
=

z2 � 4

(z + 1)(z � 1)

sowie 1 2 2(2). Damit erhalten wir

Z

2(2)

z2 � 4

z2 � 1
dz = 2⇡i

1
2 � 4

(1 + 1)
= �3⇡i.

ii) Es gilt

Z

2(0)

z

z2 � 4z + 3
dz =

Z

2(0)

z

(z � 1)(z � 3)
dz = 2⇡i

1

1� 3
= �⇡i.

iii) Die Funktion

z 7! z2 + 4

(2i� z)z
=

(z + 2i)(z � 2i)

(2i� z)z
=

z + 2i

z



ist holomorph auf 2(3i) und somit gilt

Z

2(3i)

z2 + 4

(2i� z)z
dz = 0.

iv) Es gilt

z2 + 4

(2i� z)2z2
=

(z + 2i)(z � 2i)

(2i� z)2z2
=

z + 2i

(2i� z)z2

und somit

Z

1(2i)

z2 + 4

(2i� z)2z2
dz = 2⇡i

2i+ 2i

(2i)2
= 2⇡.

Aufgabe 2 (6 Punkte)

Bestimmen Sie die Taylorreihen folgender Funktionen um den Entwicklungspunkt 0.

i) (2)
z

1 + z3
,

ii) (2)
ez

4 � 1

z3
, iii) (2)

1

3 + 4i+ z
.

Lösungsvorschlag

i) Es gilt

z

1 + z3
= z

1

1� (�z3)

= z

 1X

k=0

(�z3)k
!

=

1X

k=0

(�1)
kz3k+1

für alle z 2 C mit |z| < 1.

ii) Es gilt

ez
4 � 1

z3
= z�3

 1X

k=0

(z4)k

k!
� 1

!

=

1X

k=1

z4k�1

k!

für alle z 2 C.



iii) Es gilt

1

3 + 4i� z
=

1

3 + 4i

0

B@
1

1� z

3 + 4i

1

CA

=
1

3 + 4i

1X

k=0

✓
z

3 + 4i

◆k

.

für alle z 2 C mit |z| < 5.

Aufgabe 3 (4 + 4 Punkte)

Es sei

f : C \ {�i,�2} ! C, z 7! 2 + i+ 2z

(z + i)(2 + z)
.

i) (1) Finden Sie Konstanten A,B 2 C, sodass f(z) = A/(z + i) + B/(2 + z) für alle
z 2 C \ {�i,�2}.

ii) (1) Für welche z 2 C konvergiert die Taylorreihe von f um den Entwicklungspunkt

z0 = 1?

iii) (2) Berechnen Sie die Taylorreihe von f um den Entwicklungspunkt z0 = 1.

Es sei

f : C \ {�4, 2} ! C, z 7! 6z + 8

(z + 4)(z � 2)
.

Berechnen Sie die Taylorreihe von f um den Entwicklungspunkt 0.

Lösungsvorschlag

i) Es gilt

f(z) =
A

z + i
+

B

2 + z
=

A(2 + z) + B(z + i)

(z + i)(2 + z)
=

2A+Bi+ (A+B)z

(z + i)(2 + z)

z 2 C \ {�i,�2}, sodass

2A+Bi = 2 + i und A+B = 2.

Die Lösung des linearen Gleichungssystem

✓
2 i
1 1

◆✓
A
B

◆
=

✓
2 + i
2

◆

ist ✓
A
B

◆
=

✓
1

1

◆
.



ii) Da

1

z + i
=

1

i+ 1

1

1� z�1
�(i+1)

und ����
z � 1

�(i+ 1)

���� =
1p
2
|z � 1| < 1 , |z � 1| <

p
2

sowie
1

2 + z
=

1

3

1

1� z�1
�3

und ����
z � 1

�3

���� =
1

3
|z � 1| < 1 , |z � 1| < 3,

konvergiert die Taylorreihe von f um 1 auf Bp
2(1).

iii) Wir erhalten mit den Darstellungen aus (ii)

f(z) = � 1

1� z�1
�(i+1)

� 1

1� z�1
�3

=

1X

k=0

 
1

i+ 1
(�1)

k

✓
1

i+ 1

◆k

+
1

3
(�1)

k

✓
1

3

◆k
!
(z � 1)

k

=

1X

k=0

(�1)
k

 ✓
1

i+ 1

◆k+1

+

✓
1

3

◆k+1
!
(z � 1)

k

für alle z 2 Bp
2(1).

Wir bemerken, dass

6z + 8

(z + 4)(z � 2)
=

10

3(z � 2)
� 8

3(z + 4)
.

Es ist

1

z � 2
=

�1

2

1

1� z

2

=
�1

2

1X

k=0

⇣z
2

⌘k

= �
1X

k=0

zk

2k+1



für alle z 2 C mit |z| < 2 sowie

1

z + 4
=

1

4

1

1� �z

4

=
1

4

1X

k=0

⇣
�z

4

⌘k

=

1X

k=0

(�1)
kzk

4k+1

für alle z 2 C mit |z| < 4. Damit erhalten wir

6z + 8

(z + 4)(z � 2)
=

1

3

1X

k=0

✓
�5

2k
+

(�1)
k

22k�1

◆
zk

für alle z 2 C mit |z| < 2.


