Universitiat des Saarlandes

Fachrichtung 6.1 — Mathematik ISR  UNIVERSITAT
Prof. Dr. Martin Fuchs wm”" gEiRLANDES
Bernhard Farquhar

Ubungen zur Vorlesung
Hohere Mathematik fiir Ingenieure IV b (SoSe 2021)
Blatt 6

Aufgabe 1 (5 Punkte)

i) Bestimmen Sie (falls konvergent) die Laurent-Reihe der Funktion f: C\ {0} —
C, z + 1/z auf der gelochten Kreisscheibe B! (zp) mit

a) (1) 2o =0,r =1,
b) (1) zo = 2,7 =1,
c) (1) zg =i,7r = 2.

ii) (2) Bestimmen Sie die Laurent-Reihe der Funktion f: C\ {0} — C, z — €*/2? auf
einer gelochten Kreisscheibe um den Nullpunkt.

Losungsvorschlag

i) Es gilt
1 1 1
f<Z>:_:’271:_ z—2 =1 z—1
2 21— () 1- (=)
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z—2 1
- :§|z—2|<1(:>|z—2|<2
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a) Die Laurentreihe ist gegeben durch

1
—= -1 = —
f(z)==2 "
b) Dar =1 < 2 gilt, ist die Laurentreihe gegeben durch

f(z) = %ﬁ = %Z (—LQ) (z — 2)’“ = Z(_l)kalﬂ (2 — 2)’“.

-2 k=0 k=0

c) Dar =2 > 1 gilt, existiert keine Laurentreihe von f um z, = ¢, die auf ganz
B (i) konvergiert.



ii) Es gilt

8
—_

fiir alle z € C*.

Aufgabe 2 (6 Punkte)

1 1
_l’_

Es sei
fi(: -1,1 —)(C Z = .
\{ 7 73} 9 1 2 3

Bestimmen Sie die Laurent-Entwicklung von f
i) (2) im Kreisring 1 < |z| < 3,

ii) (2) im Kreisring 1 < |z — 2| < 3,

iii) (2) um den Entwicklungspunkt zy = 1, die im Punkt wy = 1 4 3i konvergiert.

Losungsvorschlag
Eine Partialbruchzerlegung liefert

f() 1 n 1 1 +1 .
z) = = — =
1—22 3—2 21—z 214+2z 3—=z

fir alle z € C\ {—1,1,3}.



i) Es gilt
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fir alle z € A;3(0).

ii) Es gilt
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sodass
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fir alle z € A;3(2).

iii) Da —1,3 € Dy(1) gilt, betrachten wir den Kreisring As o,(1) 3 1+ 3i. Es gilt
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fir alle z € Ag oo(1).



Aufgabe 3 (5 Punkte)

Geben Sie holomorphe Funktionen mit (passendem Definitionsbereich und) folgenden
Eigenschaften an:

i) (2) / fw)w*dw =0, f®0)=1 fir alle k € Ng,r € (0,00),
kr(0)

—1)*
i) (3) / flwywrdw = —27i,  f®(0) = k! (2k—+)1 fiir alle & € No, 7 € (1,2).
kr(0)

[Hinweis: Betrachten Sie die Laurent-Entwicklung auf einem geeigneten Kreisring.|

Losungsvorschlag

i) Wir lesen die Koeffizienten der Laurent-Reihe ab und erhalten
f)=> i
k=0

ii) Wir lesen die Koeffizienten der Laurent-Reihe ab und erhalten

-1 o] (_1)k
fz) =~ Zk+z ok+1 2
k=—o00 k=0
R T N e VL
- _Z +Z ok+1 <
k=1 k=0
[e%¢] k [e'e]

1 1 1 (—1)’“ &
--23(3) X G
k=0 k=0

B 1 1 +1 1
T 17 7

B 1 n 1

o oz2—1 2+ =z

B —2—z4+2z-1

a (z—=1)(2+2)
3

(1—2)2+2)



Aufgabe 4 (3 Punkte)

Charakterisieren Sie jeweils alle Singularitdten von
. _ 1
l) (1) f(Z) - (z—i)Q(z—i—Qi)’

i) (1) f(2) = 55,

iii) (1) f(2) =sin(2) + 1.

Losungsvorschlag
i) Polstelle 2-ter Ordnung bei z = ¢ und Polstelle 1-ter Ordnung bei z = —2i.

ii) Hebbare Definitionsliicke bei z = —1 und Polstelle 1-ter Ordnung bei z = 1.

iii) Wesentliche Singularitét bei z = 0.



