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Aufgabe 1 (6 Punkte)

Berechnen Sie mit Hilfe des Residuensatzes
R
1(0)

f(z) dz, falls

i) (2) f : C \ {0} ! C, z 7! exp(z)
zk , k 2 N,

ii) (2) f : C \ {0} ! C, z 7! 1�z
zk , k 2 N,

iii) (2) f : C \ {0} ! C, z 7! cos(z)�1
z3 .

Lösungsvorschlag

i) Sei k 2 N. Es gilt

f(z) =
exp(z)

zk
=

1X

n=0

1

n!
zn�k =

1X

n=�k

1

(n+ k)!
zn

für alle z 2 C \ {0}, sodass wir

Res0(f) =
1

(k � 1)!

erhalten. Mit dem Residuensatz folgt nun

Z

1(0)

f(z) dz = 2⇡iRes0(f) =

(
0, falls k = 0,
2⇡i

(k�1)! , sonst.

ii) Es gilt

f(z) =
1� z

zk
=

1

zk
� 1

zk�1

für alle k 2 N und z 2 C \ {0}, sodass wir

Res0(f) =

8
><

>:

1, falls k = 1,

�1, falls k = 2,

0, sonst



erhalten. Mit dem Residuensatz folgt nun

Z

1(0)

f(z) dz = 2⇡iRes0(f) =

8
><

>:

2⇡i, falls k = 1,

�2⇡i, falls k = 2,

0, sonst.

iii) Es gilt

f(z) =
cos(z)� 1

z3
=

1X

n=1

(�1)n
1

(2n)!
z2n�3 =

✓
�1

2

◆
z�1 +

1X

n=2

(�1)n
1

(2n)!
z2n�3

für alle z 2 C \ {0}, sodass wir

Res0(f) = �1

2

erhalten. Mit dem Residuensatz folgt nun
Z

1(0)

f(z) dz = 2⇡iRes0(f) = �⇡i.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Sei

f(z) =
�2

z2 � 6z + 8
.

i) Berechnen Sie das Residuum von f in allen Singularitäten.

ii) Berechnen Sie für alle positive reellen Zahl r mit r 6= 2 und r 6= 4
Z

r(0)

f(z) dz.

Lösungsvorschlag

Wir führen zunächst eine Partialbruchzerlegung durch. Es gilt

�2

z2 � 6z + 8
=

�2

(z � 2)(z � 4)
=

A

z � 2
+

B

z � 4
=

A(z � 4) + B(z � 2)

(z � 2)(z � 4)

=
z(A+B)� 4A� 2B

(z � 2)(z � 4)
,

sodass sich
A+B = 0 und � 2 = �4A� 2B



ergibt. Es folgt
A = 1 und B = �1,

sodass

f(z) =
1

z � 2
� 1

z � 4

für alle z 2 C \ {2, 4} gilt.

i) Da f eine Polstelle 1-ter Ordnung in 2 besitzt, gilt

Res2(f) = lim
z!2

(z � 2)f(z) = lim
z!2

✓
1� z � 2

z � 4

◆
= 1.

Da f eine Polstelle 1-ter Ordnung in 4 besitzt, gilt

Res4(f) = lim
z!4

(z � 4)f(z) = lim
z!4

✓
z � 4

z � 2
� 1

◆
= �1.

ii) Sei r eine positive reelle Zahl mit r 6= 2 und r 6= 4. Es gilt nach Teil i)

Z

r(0)

f(z) dz =

8
><

>:

0, falls r 2 (0, 2),

2⇡i, falls r 2 (2, 4),

0, falls r 2 (4,1).

Aufgabe 3 (5 Punkte)

i) (1) Bestimmen Sie die Ordnung der Polstelle z0 = 0 für g : C \ {0} ! C, z 7! sin(z)
z2 .

ii) (3) Berechnen Sie mit Hilfe des Residuensatzes
Z

1(0)

sin(z)

z2
dz.

Berechnen Sie das gleiche Kurvenintegral dann mit Hilfe des Cauchyschen Integral-
satzes.

Lösungsvorschlag

i) Es gilt

g(z) =
sin(z)

z2
=

1X

n=0

(�1)n
1

(2n+ 1)!
z2n+1�2 =

1X

n=0

(�1)n
1

(2n+ 1)!
z2n�1

= 1 · z�1 +
1X

n=1

(�1)n
1

(2n+ 1)!
z2n�1

für alle z 2 C \ {0}, sodass wir eine Polstelle 1-ter Ordnung haben.



ii) Nach Teil i) gilt
Res0(g) = 1,

sodass Z

1(0)

sin(z)

z2
dz =

Z

1(0)

g(z) dz = 2⇡iRes0(g) = 2⇡i.

Nach dem Cauchyschen Integralsatz gilt

Z

1(0)

sin(z)

z2
dz =

Z

1(0)

sin(z)

(z � 0)1+1
dz = 2⇡i sin0(0) = 2⇡i cos(0) = 2⇡i.


