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Aufgabe 1 (6 Punkte)

Berechnen Sie mit Hilfe des Residuensatzes fm(O) f(z) dz, falls
i) (2) f: C\{0} = C, 2+ 2BE LN,

i) (2) f: C\{0} = C, z— 5%, k€N,

iii) (2) f: C\ {0} = C, z s =L

Losungsvorschlag
i) Sei k € N. Es gilt

_exp(z) =1 n—k - 1 "
/) = 2F _ZEZ B Z (n+k)!z
n=0 n=—=k
fir alle z € C\ {0}, sodass wir
Reso(f) = 7
)= 1!
erhalten. Mit dem Residuensatz folgt nun
0 falls k =0
/ f(z) dz =2miReso(f) =< 5. o 7
=k sonst.
%1(0)
ii) Es gilt
1—2z 1 1
fz) = ok gk k1
fir alle k € N und z € C\ {0}, sodass wir
1, falls £ =1,
Reso(f) = ¢ —1, falls k =2,

0, sonst



erhalten. Mit dem Residuensatz folgt nun

2mi, falls £ =1,

/ f(2) dz = 2mi Reso(f) = ¢ —2mi, falls k = 2,
11(0) 0, sonst.
iii) Es gilt
cos(z) =1 & | 1\ | «— 1
— — —1)" n Y —1)"
16 = = = Y G 5) G
n=1 n=2
fir alle z € C\ {0}, sodass wir

1

Reso(f) = —5

erhalten. Mit dem Residuensatz folgt nun

/ f(z) dz = 2mi Resy(f) = —mi.

k1(0)

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Sei

—2
1= 268

i) Berechnen Sie das Residuum von f in allen Singularititen.

ii) Berechnen Sie fiir alle positive reellen Zahl r mit r # 2 und r # 4

/ f(z) dz.
kr(0)

Losungsvorschlag

Wir fithren zunéchst eine Partialbruchzerlegung durch. Es gilt

-2 B -2 A B A(z—4)+ B(z—2)
2 _6:48 (-2(r-4) -2 i a7 -2(-a
(A4 B)—4A-2B
N (z—2)(z—4)

sodass sich
A+ B=0und —2=—-4A-28




ergibt. Es folgt
A=1und B = —1,

sodass

fur alle z € C\ {2,4} gilt.

i) Da f eine Polstelle 1-ter Ordnung in 2 besitzt, gilt

z2—2 2—4

Resy (f) = lim(= —2)/(2) = lim (1 _iz 2> 1

Da f eine Polstelle 1-ter Ordnung in 4 besitzt, gilt

Resy(f) = lim(z — 4)f(2) = lim (Z -4 1) — 1.

z—4 z—=4 \ 2 — 2

ii) Sei r eine positive reelle Zahl mit r # 2 und r # 4. Es gilt nach Teil i)

0, falls r € (0,2),
/ f(z) dz = ¢ 2mi, falls r € (2,4),
kr(0)

0, fallsr e (4,00).
Aufgabe 3 (5 Punkte)
i) (1) Bestimmen Sie die Ordnung der Polstelle zy = 0 fiir g: C\ {0} — C, z — SH;#
ii) (3) Berechnen Sie mit Hilfe des Residuensatzes

/ sin(;:) =

x1(0)

Berechnen Sie das gleiche Kurvenintegral dann mit Hilfe des Cauchyschen Integral-
satzes.

Lésungsvorschlag

i) Es gilt
sin(z) > 1 12 > 1 on1
9:) == 7;( S e 7;( Ve
> 1
—1 n 2n—1
=1z +Zl(_ e

fir alle z € C\ {0}, sodass wir eine Polstelle 1-ter Ordnung haben.



ii) Nach Teil i) gilt
Resp(g) = 1,

sodass

sin(z . .
/ zg ) dz = / g(z) dz = 2miResy(g) = 2mi.
k1(0) ©1(0)
Nach dem Cauchyschen Integralsatz gilt
sin(z) sin(z) Ly . .
dz = ————=— dz = 2misin’(0) = 27 cos(0) = 2.

22 (z —0)t+1
k1(0) %1(0)




